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梁等许多工程结构常常是造成恶性破坏的直接原

因'因此$在大型结构设计中$振动设计与控制是

至关重要的'对工程结构进行定量(准确的动力学

分析$解决工程结构中普遍存在的振动问题$首先

必须建立结构的动力学模型'有限元方法具有分

析速度快(设计周期短(与结构试验相比成本低等
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对
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&

$由式#
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可得

!

4

!

&

$

E

-

#

&&

F

%

4

&
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+
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-
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&
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.
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.

!
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!
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E

取得最小值'因此$解析质量矩阵
!

&

在
5

6
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中的

投影为

8
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(
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-
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%可得
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-

&

4
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D
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广
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H
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6
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!
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#
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%

F

'

,

)

4

'

)

'

,

)

!

&

'

)

'

,

)

#

"
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对给定的解析质量矩阵
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&

"
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.
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标集
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6
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刻画矩阵
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&

的稀疏结构
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&
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%
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+
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%
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+
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为了计算一个矩阵在
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6

C

中的投影$需要如下
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-

&
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&

$+$

#

.

%

7

F

$其中
#

&

$+$

#

.

为

矩阵6
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%
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$
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于是$可给出求解问题#

C

%的数值算法如下!

算法
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修正质量矩阵的循环投影方法
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(
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(
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(
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!
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&
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定理
?

)

&C

*

!

如果问题#

C

%的可行域非空$则对

任意
2
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$

$

C
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所产生的矩阵序列
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!
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$
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-

`

.

-

&

收敛于问题#

C
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由算法
&

修正的质量矩阵不仅满足正交性条
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$

%$而且是对称半正定的$与解析质量矩阵
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?
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利用特征方程修正质量矩阵

假定解析刚度矩阵
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-
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-

$
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于是$给出求解问题#

&"

%的数值算法如下!

算法
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容易验证!
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和
'
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满足式#

&!

%'

!

的估计为
!

&

-

!

,

&

.

;

/

!

$其中
.

;

为随机生成的五阶对称矩

阵$其元素随机分布在区间)

a&>%

$

&>%

*$参数
&

表示对
!

相对扰动的大小'利用算法
&

和算法
$

计算的修正质量矩阵 /

!

与精确的质量矩阵
!

完

全相同'数值结果见表
&

'

表
=

!

例
=

的数值结果
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例
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考虑一端固定(另一端自由的离散变截

面杆)
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$基于线性形函数的解析质量矩阵与刚度

矩阵为
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这里刚度矩阵和质量矩阵的元素缩放了一定

比例'取广义特征值问题
$1
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!1

的
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个最小

特征值及其相应的特征向量作为测量特征对$分
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$其

中
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为随机生成的
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阶对称矩阵$其元素随机

分布在区间)
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*'利用算法
&

和算法
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计算的修正质量矩阵 /

!

与精确的质量矩阵
!

完

全相同'数值结果见表
$

'

表
?

!

例
?

的数值结果

6"9D?

!

E51*%&+"0%*#50$#)-/'"1

F
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算法 &
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%:%&
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I++ A86+ QY4
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例
&

$

$

的数值结果说明由算法
&

和算法
$

修

正的质量矩阵不仅满足正交性条件或特征方程$

而且是对称半正定矩阵$还具有要求的稀疏结构'

因此$算法
&

$

$

是有效的$并且由表
&

$

$

可见$如果

刚度矩阵已知$由特征方程修正质量矩阵的计算效

率更高'

A

!

结束语

本文研究了有限元模型质量矩阵的修正问题'

建立了以待修正质量改变量的
ED

范数为目标函数

并以质量矩阵应具有的性质如满足正交关系或特

征方程$对称性$半正定性和稀疏性为约束条件的

矩阵最佳逼近问题'给出了问题有解的条件'提

出了求解带约束矩阵最佳逼近问题的循环投影方

法'所获得的修正质量矩阵不仅满足正交性条件或

特征方程$而且是对称半正定的$并与解析质量矩阵

具有相同的稀疏结构'本文所发展的修正质量矩阵

的理论和方法可应用于修正有限元模型的刚度矩阵

或同时修正有限元模型的质量和刚度矩阵'
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