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基于 FFRLS的空间机械臂手眼关系在轨标定方法

郑 果， 徐超凡， 李中衡， 王少凡， 王耀兵
（北京空间飞行器总体设计部空间智能机器人系统技术与应用北京市重点实验室，北京  100094）

摘要： 随着太空探索任务的日益增多，空间机械臂已成为在轨服务、深空探测等战略任务的核心执行机构。然

而，发射入轨时的强烈振动、空间微重力环境下的温度波动和宇宙辐射导致的部件老化，使在轨机械臂的手眼关

系易发生动态漂移，从而降低操作精度并增加任务风险。针对上述问题，提出了一种适用于星载有限算力环境

的高效高精度在线手眼标定方法。推导了同步求解手眼关系旋转和平移部分的线性方程组，将 AX= XB求解

问题转化为超定方程组的单步求解问题，并给出了最小二乘解。利用在轨机械臂执行常规任务时获取的机械臂

控制器读数（即 A）和相机视觉测量数据（即 B），结合遗忘因子递归最小二乘法（Forgetting factor recursive least 
squares， FFRLS）进行递归求解，实现了空间机械臂手眼关系的在线标定。通过构建模拟手眼关系在轨动态变化

的数据集进行对比实验，结果表明：同等算力条件下，相较于结合滑动窗口的 Tsai 方法，所提方法在计算用时上仅

需前者 0.75% 的时间，且标定精度相当，同时对测量噪声表现出更强的鲁棒性。
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An Online Hand⁃Eye Calibration Approach for 
Space Manipulators Based on FFRLS
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Abstract: With the deepening of space exploration missions， space manipulators have become the core 
execution mechanisms for strategic tasks such as on-orbit servicing and deep space exploration. However， 
vibrations during launch， temperature fluctuations in a microgravity environment in space， and component 
aging caused by cosmic radiation can lead to dynamic drift in the hand-eye relationship of on-orbit 
manipulators， thereby reducing performance and increasing mission risk. To address these issues， this paper 
proposes an efficient and high-precision online hand-eye calibration approach suitable for the limited satellite 
computing environment. First， this paper derives a linear equation system for simultaneously solving the 
rotation and translation components of the hand-eye relationship， transforming the AX= XB problem into a 
one-step calculation， and derives the least squares solution. Subsequently， utilizing configuration from the 
manipulator controller（i. e.，A） and visual measurement data from the camera （i. e.，B） acquired during the 
execution of routine tasks by the on-orbit manipulator， the forgetting factor recursive least squares （FFRLS） 
algorithm is employed to achieve online hand-eye calibration. Finally， comparative experiments are conducted 
using a dataset constructed to simulate the on-orbit dynamic changes of the hand-eye relationship. Results 
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show that， under the same computing power conditions， the proposed method requires only 0.75% of the 
computation time of the Tsai method combined with a sliding window， while achieving comparable calibration 
accuracy and demonstrating stronger robustness to measurement noise.
Key words: space robotics； hand-eye calibration； online calibration； forgetting factor recursive least squares 

（FFRLS）

随着太空探索任务的日益增多，空间机械臂已

成为在轨服务、深空探测等战略任务的核心执行机

构［1］。作为专为太空极端环境设计的多自由度机

电一体化系统，在轨机械臂需在微重力、高真空、温

度交变等条件下，完成高精度的目标捕获、在轨维

修及模块化组装等任务［2‑3］。而通过集成视觉感

知、自主决策与精密运动控制模块，现代空间机械

臂显著提升了对复杂非结构化空间环境的适应性

与操作可靠性［4‑5］。典型工程应用包括：国际空间

站“加拿大臂 2”（Canadarm 2）执行的大质量卫星

捕获与货运飞船对接［6］，欧洲空间局“欧洲机械臂”

（ERA）实施的空间站外部自动化维护［7］，中国天宫

空间站机械臂完成的舱外载荷部署与舱段转位［8］。

上述任务也表明，空间机械臂的运动精度与长期稳

定性直接决定了太空作业的效能，是推动空间任务

向高自主化、长周期化发展的关键支撑［9］。

光学相机作为空间机械臂视觉感知系统的核

心传感器，凭借低功耗、高帧频及高分辨率等优势，

广泛应用于在轨环境的三维重建、非合作目标识别

及闭环视觉伺服控制［10‑11］。对于眼在手上（Eye‑in‑
hand）的空间机械臂系统，手眼关系（Hand‑eye rela‑
tionship）定义为机械臂末端法兰坐标系与相机图

像坐标系之间的刚性空间变换关系，该变换关系是

连接视觉图像空间与机械臂运动空间的关键映射

参数，其标定精度直接影响视觉引导下的机械臂操

作精度［12］。该关系一般会在机械臂发射入轨前通

过地面实验开展手眼标定获取最优手眼参数，以保

障在轨的正常运行。

然而，空间微重力环境下的温度波动和宇宙辐

射引起的机械部件老化等因素，易导致在轨机械臂

的手眼关系发生缓慢周期性的动态漂移［3，13］。若

在其全寿命周期内持续采用发射前标定的参数，手

眼关系的不一致将导致操作精度下降，增加任务风

险［14］。地面机械臂的手眼关系虽亦会受温度变

化、振动及材料性能退化等外部因素影响而产生漂

移，但其幅值通常较小，在非高精度要求的应用中

不用重新标定。相比之下，空间机械臂长期处于极

端在轨环境中，手眼关系漂移随时间累积而引入的

误差不可忽略。因此，空间机械臂系统需在地面阶

段和在轨运行期间均实施有效标定，以保障操作

精度［15‑16］。

现有手眼标定方法主要基于手眼方程 AX=

XB构建求解模型［12］，其基本原理是通过驱动机械

臂运动至多个不同姿态，采集一系列机械臂末端位

姿矩阵 A和相机观测位姿矩阵 B，构建超定方程组

以求解未知的手眼矩阵 X。常用求解算法包括

Tsai 两步线性解法［17］、Daniilidis 基于对偶四元数

的同步解法［18］以及基于非线性最小二乘的全局优

化法［19］。然而，上述方法仍属于离线批处理模式，

其数值稳定性与求解精度依赖于足够数量的高精

度静态标定数据，且隐含了数据采集过程中手眼关

系恒定不变的假设。实际在轨可用的标定数据主

要来源于机械臂执行常规任务过程中被动采集的

少量稀疏观测对，具有样本量少、时间分布离散及

存在测量噪声等特征，上述方法在在轨场景下难以

直接应用。

尽管已有研究针对手眼关系的在线标定提出

了一些方法，如基于非线性优化的方法［14］、基于同

步标定的方法［20‑21］、基于递归求解的标定方法［22‑23］

等。但受限于星上有限的算力资源，且在轨机械臂

受任务安全策略限制，机械臂系统无法像地面测试

那样执行大范围、多自由度的激励运动，使得观测

数据的持续激励条件不足。针对上述挑战，提出了

一种较优计算复杂度的在轨机械臂手眼关系标定

方法，该方法利用机械臂执行常规任务过程中的位

姿测量数据，结合遗忘因子最小二乘法（Forgetting 
factor recursive least squares， FFRLS），实现在轨

机械臂手眼关系的高效高精度在轨标定。本文的

主要贡献如下：

（1） 推导了同步求解手眼关系旋转和平移部

分的线性方程组，将 AX= XB转化为线性方程组

的单步求解问题，并给出了方程超定形式下的最小

二乘解。

（2） 将 FFRLS 应用在所推导的手眼关系线性

方程组的递归求解中，实现对眼在手上空间机械臂

系统手眼关系的在线标定。

（3） 建立了模拟在轨机械臂手眼关系漂移的

数据集，并在数据集上对比了所提方法和结合滑动

窗口的 Tsai 方法的表现，证明了所提方法在计算

效率和精度上的优势。

1 机械臂手眼关系计算模型的建立

如图 1 所示，对于眼在手上的相机 ‑机械臂系

统，可建立如下等式空间转换关系
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AX= YB （1）
式中：A表示机械臂基座坐标系 {W }到机械臂末端

坐标系 { E } 的 4 × 4 齐次变换矩阵，可通过机械臂

控制器获取，为手眼关系方程中的已知量；B表示

视觉靶标坐标系 {T }到相机测量坐标系 {C }的 4 ×
4 齐次变换矩阵，可通过相机测量获取，为手眼关

系方程中的已知量，A、B均会随着机械臂姿态的

改变而改变；X表示机械臂末端坐标系 { E }到相机

测量坐标系 {C } 的 4 × 4 齐次变换矩阵，为手眼关

系方程中的待求解量；Y表示机械臂基座坐标系

{W } 到视觉靶标坐标系 {T } 的 4 × 4 齐次变换矩

阵，为手眼关系标定方程中的未知量，X、Y均不因

机械臂姿态的改变而改变，属于未知常量。对于分

别在 { i，j } 位姿下采集的 A、B数据，可通过常量 Y

建立如下等式关系

A iXB-1
i = Y= A jXB-1

j （2）
式中：A i、Bi 和 Aj、Bj分别表示第 i 次和第 j 次采集

和计算得到的A、B矩阵值。进一步做如下变换

A iA-1
j X= X ( B iB-1

j )
-1

（3）

取 HA = A iA-1
j ，HB = ( B iB-1

j )
-1

，则 式（3）等

效为

HA ⋅X= X ⋅HB （4）
式（4）便是求解相机 ‑机械臂系统手眼关系 X

的另一基本方程。式（4）亦可写成 AX= XB，本文

为避免混淆以（4）形式表述。观察 HA、HB 的定义

可知，其实际表示的物理含义是 A i、B i 相对于 B j 运

动变换的齐次矩阵 A j，表征了 A i 和 A j，B i 和 B j 的

各自之间的相对运动关系。而对于齐次变换矩阵

H，可以表示为由旋转变换矩阵 R和平移向量 t两

部分组成的分块矩阵形式，即

H= é
ë
êêêê ù

û
úúúúR 3 × 3 t3 × 1

01 × 3 1
（5）

对式（4）中的齐次变换矩阵 HA、HB 按照各自

分块矩阵中的旋转矩阵部分 RA、RB和平移部分 tA、

tB进行分解，可将式（4）改写为

{RA RX = RX RB

RA tX + tA = RX tB + tX
（6）

式中 RX和 tX分别为齐次变换矩阵 X的旋转矩阵部

分和平移向量部分。据此，求解式（4）可以被等效

为对（6）的求解。而式（4）或式（6）的求解，正如引

言中所述，通常需要专门为标定实验环节驱动机械

臂采集足量的 A、B数据来求解手眼关系。对于本

文所述对象在轨机械臂而言，标定时用的数据主要

来自于机械臂执行常规任务过程中从机械臂控制

器直接读取的数据（即 A）和相机对辅助定位的视

觉测量标识的位姿测量数据（即 B）。

在实际求解过程中，通常会对相对运动的幅度

做出限制，以提升计算精度［24］。本文对 HA、HB 中

的旋转矩阵部分 RA作如下约束

θmin ≤ arccos ( tr ( )R - 1
2 )≤ θmax （7）

式（7）的物理含义是旋转矩阵 R的等效转轴旋

转角度应在 [ θmin，θmax ]范围内。若相对运动不符合

式（7）的约束，则舍弃并寻找其他符合约束的相对

运动 { i，j } 组合代入标定方程计算。在本文中取

θmin=30°，θmax=120°。

2 基于 FFRLS的手眼关系计算方法

2. 1　手眼标定方程的最小二乘解

为了将 FFRLS 方法应用到手眼关系标定方

程的求解中，需要先得到式（4）的最小二乘解。同

时为提升计算效率，考虑通过同步求解获取 RX 和

tX。据此，本节旨在推导出式（6）可同步求解 RX和

tX的最小二乘解，从而引出后续的 FFRLS 方法。

对于矩阵运算而言，矩阵克罗内克积 ⊗ 和矩

阵拉直 vec( · )具有如下性质

vec ( R 2R 1 t ) = ( tT ⊗ R 2 ) vec ( R 1 ) （8）
将式（8）中的性质应用到式（6）中的平移变换

关系中，则有

RA tX + tA = ( t T
B ⊗ E ) vec ( RX ) + tX （9）

式中 E为 3 × 3 单位矩阵。进而式（9）可写成如下

形式

[ tB ⊗ E E- RA ] é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

vec ( )RX

tX
= tA （10）

令MAB =[ tB ⊗ E E- RA ]，θX = é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

vec ( )RX

tX
，

则式（10）可简化为

MABθX = tA （11）
至此求解式（4）可以等效为求解线性矩阵方

程（11）。其中MAB为已知量HA、HB组成的 3 × 12
矩阵，tA为已知量A组成的 3 × 1 矩阵，θX为由待求

图 1 相机-机械臂系统空间变换关系示意图

Fig.1 Spatial transformation relationship of the camera-ma‑
nipulator system
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量 RX和 tX改写组成的 12 × 1 矩阵。对于一次采集

和计算得到的 HA、HB，可以得到一组上述等式。

而对于 n 组HA、HB而言，则有

MAB，iθX = tA，i i = 1，2，⋯，n （12）
式中MAB，i、tA，i 表示由第 i 次获取的 A、B改写而成

的系数矩阵。将所有数据组成一个超定矩阵方程，

则有

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úMAB，1

MAB，2

⋮
MAB，n

θX =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

útA，1

tA，2

⋮
tA，n

（13）

应用超定方程最小二乘解法求解式（13），则有

nX = ( M͂ T
AB M͂AB )

-1
M͂ T

AB t͂A （14）

其中

ì
í
î

ïï

ïïïï

M͂AB = [ ]M T
AB，1 M T

AB，2 ⋯ M T
AB，n

T

t͂A = [ ]t͂ T
A，1 t͂ T

A，2 ⋯ t͂ T
A，n

T （15）

据此推导出了手眼标定方程 HA ⋅X= X ⋅HB

同步求解 RX 和 tX 的方程组形式式（11），及其最小

二乘解式（14）。

2. 2　遗忘因子递归最小二乘法

FFRLS 是一种递推参数估计方法，其原理是

通过在标准最小二乘准则中引入遗忘因子，动态衰

减历史数据的权重，使近期观测数据在参数更新中

占据更大比重，从而有效适应参数的缓慢时变特

性［25］。该方法在计算上具有递推特性，仅需存储

当前估计值和少量历史信息，能够有效降低计算复

杂度。本文使用遗忘因子最小二乘法估计式（11）
中的 θX，从而获取动态变化的手眼关系 X的在线

估计。对于形如式（11）的方程，即

tA =MABθX （16）
当已知 k - 1 时刻的参数估计值 θX，k - 1 和协方

差 P k - 1 以及 k 时刻的参数值 tA，k 和 MAB，k 时，应用

FFRLS 的递归求解过程如下。

首先计算递归方程的增益K k，即

K k = P k - 1MAB，k

λ +M T
AB，k P k - 1MAB，k

（17）

随后利用增益K k 计算新的参数估计，即

θX，k = θX，k - 1 + K k ( tA，k -M T
AB，kθX，k - 1 )    （18）

最 后 更 新 下 一 轮 计 算 时 会 用 到 的 协 方

差 P k，即

P k = 1
λ

( E- K kM T
AB，k ) P k - 1 （19）

式中 λ 为遗忘因子系数。至此，实现对方程（12）基

于 FFRLS 的递归求解。在实际在轨运行初期算法

初始化阶段，初始手眼关系 X 0 可取地面实验时的

手眼标定结果，P 0 可根据地面标定结果 X 0 的不确

定度取值。可认为地面标定结果 X 0 不确定度较

低，P 0 对应取较小值，在所提算法中取 P 0 = 0.01Q，

Q为 12 × 12 单位阵。

在求得 θX后，还需从中还原出所需要的 RX和

tX值，逆运算为

ì
í
î

ïï
ïï

RX = unvec( θX| 1∶ 9 )
tX = θX| 10∶ 12

（20）

式中 unvec( · ) 表示矩阵拉直 vec( · ) 的逆运算。此

时的 RX 由于数值计算存在噪声的缘故，不具备旋

转矩阵的性质，因此也需要进行进一步的正交

化［21］，即

ì
í
îïï

R noise = USV T

R orth = sign ( )det ( )S UV T （21）

完整的算法运行流程如图 2 所示。

所提方法的推导是基于眼在手上机械臂系统

的手眼关系 AX= XB方程，而眼在手上（Eye‑in‑
hand）和眼在手外（Eye‑to‑hand）两类系统的标定方

程 AX= XB在方程形式上相同，只在其中手眼关

系的定义上存在区别。所提方法可扩展应用于眼

在手外系统，也可用于在线标定眼在手外系统中机

械臂基座至相机的手眼关系。

3 实验验证

3. 1　实验数据集建立

本节旨在建立起模拟在轨机械臂手眼关系变

化过程的 A、B数据集，在同一数据集上运行不同

的算法比较效果，从而证实所提方法的优势。为构

建反映在轨工况的实验数据集，采用独立正弦波扰

动模拟旋转矩阵和平移向量的动态变化。采用正

图 2 所提算法运行流程示意图

Fig.2 Workflow of the proposed approach
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弦波来模拟的原因在于：一方面，温度周期性变化

导致的热变形和机械蠕变具有简谐振动特性，正弦

函数能刻画此类周期性变化；另一方面，正弦波参

数可控，便于定量分析和保证实验可重复性。通过

对 X 0 中的旋转矩阵和平移向量分别施加独立的正

弦波扰动来模拟前述在轨机械臂手眼关系的动态

变化，从而建立起实验测试数据集，表达式为

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

RX( )t = RX 0 ⋅ exp ( )ξr( )t
∧

tX( )t = RX 0 ⋅ δr( )t + tX 0

（22）

式中：{ RX 0，tX 0 } 为初始手眼关系 X 0 的旋转矩阵部

分和平移向量部分，exp ( · )表示旋转向量到旋转矩

阵的映射；( · ) ∧
表示旋转向量的反对称运算符，

ξr( t ) 和 δr( t ) 分别表示施加在初始手眼关系 X 0 的

旋转和平移上的正弦扰动，具体表示如下

ì

í

î

ï
ï
ïï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ξr( t ) =[ Dξ，1 sin ( )2πfξ，1 t ，Dξ，2 sin ( )2πfξ，2 t ，

Dξ，3 sin ( )2πfξ，3 t ]T

δr( t ) =[ Dδ，1 sin ( )2πfδ，1 t ，Dδ，2 sin ( )2πfδ，2 t ，
Dδ，3 sin ( )2πfδ，3 t ]T

   （23）

借助上述公式，按 Δt间隔均匀采样 100 个不同

的离散值 X real 组成数据集。又考虑到在轨时 X real

的动态变化相对缓慢，可认为在每一 X real 取值时，

可以采集到多组不同的A、B值，实验取每一 X real 对

应能获取到 20 组 A、B数据，最终形成了包含 2 000
条数据的测试数据集。通过对 A、B的旋转矩阵部

分和平移向量部分添加均匀分布的随机噪声来模

拟在轨时的测量误差，以充分验证算法性能。噪声

水平参考了目前空间机械臂系统实际性能［15‑16］，加

噪表达式为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

R͂= R̄ ⋅ Rot ( )ω rand，rand ( )0~γ

t͂= t̄+
[ ]rand(-τ~τ )，rand(-τ ∼ τ )，rand(-τ~τ ) T

（24）
式中：rand ( low~up) 表示生成 [ low，up] 范围的随

机数；R̄、R͂分别表示增加噪声前后的齐次变换矩

阵的旋转矩阵部分；Rot ( ω rand，rand ( 0~γ ) ) 表示绕

随机生成的单位向量 ω rand 旋转 [ 0，γ ]范围内随机角

度生成的旋转矩阵；t̄、t͂分别表示加噪声前后齐次

变换矩阵的平移向量部分；τ 表示随机生成的平移

扰动边界。对 A、B数据按式（24）施加噪声，A对

应的加噪参数为 γA 和 τA，B对应的加噪参数为 γB

和 τB，具体取值如表 1 所示。表 1 同时也汇总了数

据集生成过程中的所有参数。

3. 2　误差评估方法

采用如下误差公式来衡量估计量 X est 与理论

值 X real 之间的旋转误差 eR 和平移误差 e t，即

eR = R realRT
est - E ， e t = t real - test      （25）

式中：{ R real，t real } 为理论值 X real 的旋转矩阵部分和

平移向量部分，{ R est，test } 为估计值 X est 的旋转矩阵

部分和平移向量部分。

采用 Tsai 手眼标定方法作为对比方法。为使

其能够在本文的在轨动态标定场景下进行对比，对

其进行了适应性改进：采用滑动窗口策略，将连续

采集的位姿数据按时间窗口分段，每窗口内假设手

眼关系恒定，应用 Tsai 方法进行批处理标定。窗

口大小设置为 N Tsai‑lenz 组数据（与本文方法的数据

批次相对应），当新数据到来时，窗口向前滑动，丢

弃最早的数据并纳入最新数据，重新进行标定

计算。

为充分比对 Tsai 方法和所提方法，实验分别

取 N Tsai‑lenz = 20、30、40 进行对比实验。在实验中

Tsai 算法从 X 0 开始计算时，存在初始数据组数少

于 N Tsai‑lenz 的情况。为此在 X 0 处额外生成了 N Tsai‑lenz

组A、B数据用于 Tsai方法的初始化计算。

3. 3　实验结果及分析

图 3 展示了所提方法和结合滑动窗口的 Tsai
方法（N Tsai‑lenz = 40）对动态变化的手眼关系的辨识

效果。两类方法均可有效跟踪手眼关系的变化，但

由于噪声的存在，两类方法均存在一定的误差，具

体误差统计分析结果如图 4 所示（图中三角形标识

表示统计数据的平均数，箱线图中的横线表示数据

的中位数）。所提方法的对平移向量的估计误差为

表 1 生成数据集所用各项参数取值

Table 1 Parameter values used for dataset generation

参数

RX 0

tX 0/mm

[ Dξ，1，Dξ，2，Dξ，3 ]/rad

[ fξ，1，fξ，2，fξ，3 ]/Hz

[ Dδ，1，Dδ，2，Dδ，3 ]/mm

[ fδ，1，fδ，2，fδ，3 ]/Hz

Δt/s

γA/（°）

τA/mm

γB/（°）

τB/mm

取值

Rotx ( 45°) ⋅ Roty ( - 30°) ⋅ Rotz ( 60°)

[120，-50，80] T

[ 0.02，0.03，0.05]

[1.5，1.7，1.4] × 10-5

[ 40，15，35]

[1.4，1.6，1.3] × 10-5

1 000

1

1

1

3
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（8.33 ± 4.25） mm，N Tsai‑lenz = 20、30、40 时 Tsai方法

的估计误差分别为（12.11 ± 7.13）、（8.37 ± 4.70）
和（6.99 ± 3.93） mm。可以看到 Tsai 方法的计算

精度与代入计算的 A、B 组数 N Tsai‑lenz 直接相关，

N Tsai‑lenz 越大，计算的精度越高。对比来看，所提方

法在当前噪声状况下的精度与 N Tsai‑lenz = 30 的 Tsai
方法相当，略逊于 N Tsai‑lenz = 40 时的 Tsai 方法。而

在 对 旋 转 矩 阵 部 分 的 估 计 上 ，所 提 方 法 优 于

N Tsai‑lenz = 40 时的 Tsai方法。同时，实验也记录了 4
种方法完成 2 000 次计算所需的时间，比对 4 种方

法在计算速度上的差异。结果如表 2 所示。可以

看出，Tsai 方法的单轮次计算速度与数据组数

N Tsai‑lenz 直接相关，N Tsai‑lenz 越大，则计算速度越慢，而

所提方法是基于递归计算的思路，因此在计算速度

上相较于 Tsai 方法有较大的提升，计算所用时间

仅为 N Tsai‑lenz = 30 时 Tsai方法的 0.75%。结合前述

4 种方法的精度表现来看，对于 Tsai 方法，N Tsai‑lenz

越大，计算精度越高，但计算时间会变长，而所提方

法能够在较快的时间内，得到与 N Tsai‑lenz = 30 时

Tsai方法相当的精度，证实了所述方法在计算性能

上的优势。

分析实验中 Tsai 手眼标定方法和所提算法的

时间复杂度。对 Tsai 手眼标定方法而言，其时间

复杂度主要与用于计算的数据集 A、B大小 N 和待

求解未知量的维度 m 有关。在 Tsai 法中，首先会

利用两次遍历寻找 K 组合适的相对运动矩阵 HA、

HB，该部分时间复杂度为 O ( N 2 )，同时可知 K 的大

小也正比于 N 2；随后相对运动计算部分时间复杂

度主要取决于 HA、HB 的组数 K 和待求解量维度

m，为 O ( m 2 K )。因此 Tsai 法总的时间复杂度为

图 4 所提方法与 Tsai方法标定精度表现对比

Fig.4 Comparison of calibration accuracy among the pro‑
posed approach and Tsai’s approach

图 3 所提方法和 Tsai 方法对动态变化的手眼关于辨识效

果对比

Fig.3 Comparison of dynamic hand-eye calibration perfor‑
mance among the proposed approach and Tsai’s ap‑
proach

表 2 所提方法和 Tsai方法计算用时

Table 2 Computational time of the proposed approach 
and Tsai’s approaches

算法

所提方法

Tsai方法（N=20）
Tsai方法（N=30）
Tsai方法（N=40）

所用时间/s
0.46

27.11
61.13

112.56
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O ( N 2 + m 2 K )，亦 即 O ( N 2 + m 2 N 2 )。 Tsai 法 将

待求解的旋转矩阵转换为等效转轴进行计算，因此

m = 6。而对于所提递归算法，首先利用一次遍历

寻找一组合适的相对运动对，该部分时间复杂度仅

为 O ( N )，在后续的递归计算中，时间复杂度主要

取决于递归方程中待求解量 nX的维度 n，因此总的

时间复杂度仅为 O ( N + n2 )，其中 n = 12。同时，

考虑到 Tsai 法为了保证计算精度，往往需要 N ≥
20，而所提方法仅需找到一组相对运动对，因此所

需要 N 相较于 Tsai 法中的 N 更小（所提方法中

N = 10）。因此，比较分析两种方法的时间复杂

度，可以看出所提方法在计算复杂度上较低，对算

力要求更小，计算速度上有明显优势。

在更多不同的噪声水平下，不同算法的精度表

现如表 3 所示，其中旋转矩阵的误差使用等效旋转

角的误差来表示。可以看出，所提方法对噪声的鲁

棒性优于 Tsai 方法，在 γA = 2 mm、τA = 1.5°、γB =
4 mm、τB = 1.5°的噪声水平下，本文所提方法在平

移 向 量 和 旋 转 矩 阵 的 估 计 精 度 上 均 已 优 于

N Tsai‑lenz = 40 时的 Tsai 方法。图 5 展示了所提算法

在不同噪声水平下误差的变化趋势，利用 Pearson
相关系数开展线性相关分析，可得平移误差均值与

噪声的相关系数为 0.941，旋转误差均值的相关系

数为 0.977，表明所提方法精度与噪声程度呈现线

性相关关系。

不同的遗忘因子系数取值下，所述算法也会出

现不同的表现，如图 6 所示，分别展示了遗忘因子

λ = 0.90、0.92、0.94、0.96、0.98和1 时，所提算法的

精度表现，λ = 1 时表示 FFRLS 方法退化为不带遗

忘因子的递归最小二乘法。可以看出，遗忘因子在

算法动态估计手眼矩阵时发挥着重要作用，对于本

文的场景，遗忘因子建议取 λ = [ 0.94，0.96]。
综上所述，所提方法在辨识动态变化的手眼矩

阵时计算精度与经典的 Tsai 方法相当，计算速度

有较大提升（计算用时仅为同等精度下 Tsai 方法

的 0.75%）。同时所提方法相较于 Tsai 方法对样

本数据集 A、B噪声有更强的鲁棒性，在计算精度

上的表现更好。实验充分证实了所提方法在计算

精度和计算速度上的优越性。

4 结   论

针对在轨机械臂手眼关系动态漂移问题，提出

了一种在有限算力约束下的高效高精度手眼关系

在线标定方法。该算法首先通过建立同步求解旋

转和平移参数的线性方程组，将 AX= XB求解问

表 3 不同数据集噪声水平下算法表现对比

Table 3 Performance comparison of approaches under different noise levels

噪声水平

γA = 1 mm，τA = 1.0°
γB = 3 mm，τB = 1.0°
γA = 2 mm，τA = 1.5°
γB = 4 mm，τB = 1.5°
γA = 3 mm，τA = 2.0°
γB = 5 mm，τB = 2.0°

误差项

平移误差

旋转角误差

平移误差

旋转角误差

平移误差

旋转角误差

Tsai方法（N=30）
（8.37 ± 4.70） mm

0.38° ± 0.18°
（13.18 ± 8.38） mm

0.52° ± 0.24°
（17.91 ± 12.65） mm

0.67° ± 0.33°

Tsai方法（N=40）
（6.99 ± 3.93） mm

0.41° ± 0.20°
（10.98 ± 6.47） mm

0.45° ± 0.20°
（14.21 ± 8.94） mm

0.58° ± 0.27°

所提方法

（8.34 ± 4.25） mm

0.34° ± 0.14°
（10.32 ± 4.96） mm

0.41° ± 0.20°
（12.58 ± 6.33） mm

0.49° ± 0.19°

图 6 不同遗忘因子取值下所提算法的精度表现

Fig.6 Accuracy performance of the proposed approach with 
respect to different forgetting factor values图 5 不同噪声水平下所提算法的精度表现

Fig.5 Accuracy performance of the proposed approach un‑
der different noise levels
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题转化为超定线性方程组的最小二乘求解问题，随

后将 FFRLS 应用于超定方程组的递归解算，利用

在轨机械臂执行常规任务过程中从机械臂控制器

直接读取的数据（即 A）和相机对辅助定位的视觉

测量标识的位姿测量数据（即 B）对手眼关系进行

递归更新，从而实现了手眼关系的在线标定。最

后，通过模拟手眼关系在轨动态变化的数据集进行

验证，实验结果表明：相较于结合滑动窗口的 Tsai
方法，所提方法能在保证精度相当的前提下，计算

耗时仅为前者的 0.75%，且对测量数据噪声具有更

强的鲁棒性，验证了所提方法在轨应用的高效性和

实用性。
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