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摘要： 并联机器人技术的发展对其运动性能提出了更高的要求，其中，位置正解问题与性能表征、性能提升等工

作息息相关，自 20 世纪 80 年代开始受到广泛关注。由于位置正解方程的强非线性和多解性，目前该问题尚未完

全解决，仍然是机器人机构学领域研究的焦点。首先，从方法原理的角度，阐述了位置正解的国内外研究现状及

特色，剖析了求解算法的核心思想，并挖掘出研究中面临的根本性难题。其次，从方法特性的角度，对比分析了

位置正解求解方法的优劣性及适用性。最后，在总结了并联机器人位置正解的现有研究方法的基础上，展望了

其未来的发展方向，为机器人机构学领域的研究提供了借鉴和参考。
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Abstract: The development of parallel robot technology puts forward higher requirements for its motion 
performance， in which the forward position solution problem is closely related to performance 
characterization， performance improvement and so on. It has received widespread attention since the 1980s. 
Due to the strong nonlinearity and multiple solutions of the forward kinematics equations， this problem has 
not been completely solved at present， and it is still the focus of research in the field of robotic mechanism. 
Firstly， from the perspective of method principles， this paper expounds the research status and characteristics 
of forward position solution at home and abroad， analyzes the core ideas of the solution algorithms， and 
excavates the fundamental problems faced in the research. Secondly， from the perspective of method 
characteristics， the advantages， disadvantages and applicability of the forward position solution methods are 
compared and analyzed. Finally， on the basis of summarizing the existing research methods of forward 
position solution of parallel robots， the future development direction is prospected， which provides a reference 
for the research in the field of robotic mechanism.
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method

随着科学技术的发展，机器人已在工业、农业、

服务业和娱乐等诸多行业有了广泛的应用，并对人

们的生活产生了深远的影响［1］。开环结构的串联

机器人首先被提出，随后，人们又提出了闭环结构

的并联机器人。其中，最具代表性的工作当属

1965 年英国工程师 Stewart 发表的论文《A Plat⁃
form with Six Degrees of Freedom》［2］。该文系统描

述了一种 6 自由度并联机构，用于飞行模拟器。这

一设计成为现代并联机器人的雏形，但初期研究集

中于机构应用，基础理论问题尚未成为焦点。

20 世纪 80 年代，随着机器人技术的发展和高

速、高精度需求的出现（如航空制造、医疗技术等），

并联机器人的潜力被重新发掘。此时，位置正解的

复杂性（非线性方程组、多解性）成为核心挑战，吸

引大量学者投入研究［3］。《21世纪 100个交叉科学难

题》［4］指出，Stewart平台是机器人领域中的新事物，

它的设计基础理论中存在着若干难度极大的问题，

其中，位置正解问题是一个最基本的难题，被喻为

是空间机构运动分析中继 7R 机构位移分析后的又

一座“珠穆朗玛峰”。并联机器人的位置正解是指

已知所有支链中驱动副的输入位移，求解动平台的

位置和姿态。该问题是机构的工作空间计算、奇异

性分析、动力学控制、轨迹规划、构型综合、尺度综

合、误差补偿和故障诊断等一系列工作的基础［5⁃7］。

并联机器人的位置正解研究起初是从Stewart平
台开始的［8］，其后扩展到其他 6自由度并联机器人，例

如 6⁃移动副球副球副（Prismatic⁃joint spherical⁃joint 
spherical⁃joint，PSS）、6⁃万向副移动副球副（Universal⁃ 
joint prismatic⁃joint spherical⁃joint，UPS）和 6⁃转动

副万向副球副（Revolute⁃joint universal⁃joint spheri⁃
cal joint，RUS）等［9⁃11］。随后又扩展到少自由度并联

机器人，例如 4⁃万向副移动副万向副（Universal⁃ 
joint prismatic⁃joint universal⁃joint，UPU）、3⁃转动副

移 动 副 转 动 副（Revolute⁃joint prismatic⁃joint 
revolute⁃joint，RPR）和 3⁃转 动 副 移 动 副 球 副

（Revolute⁃joint prismatic⁃joint spherical⁃ joint，RPS）
等［12⁃14］。在理论研究方面，并联机器人的位置正解

涉及到机构学、代数几何学、微分几何学和数值计

算等多学科内容。它的数学模型可归结为一类多

元强非线性代数方程组的求解，这也是物理和工程

技术等领域所面临的共同难题。非线性科学目前

正处于科技发展的最前沿，个性极强、难度极大，国

内外许多科研机构一直将非线性科学的理论和算

法列为主要研究内容［15⁃17］。

并联机器人可应用于精密加工［18］、遥操作［19］、

振动测量［5］、空间对接［20］、医疗康复［21］和镜面调

姿［22］等领域。位置正解问题的解决是高质量实现

上述应用的基本前提。如何用最小的机构尺寸获

得必需的工作空间，如何在工作空间内实现无奇异

的路径规划，如何分析与补偿输出误差，如何诊断

与修复输出故障，如何校对机器零位置等问题都要

求获得并联机器人的位置正解。特别地，上述应用

场合都需要更为精确、高效和稳定的控制算法，位

置正解的求解将直接影响控制算法的性态。由此

可见，并联机器人的位置正解问题无论是在理论研

究还是在实际应用方面，均具有极其重要的意义。

1 并联机器人本体的研究现状

并联机器人机构是由静平台、动平台及连接

动、静平台的至少两个独立运动链组成，且具有两

个或两个以上自由度的一种闭环机构，如图 1 所

示。并联机器人的出现最早可追溯至 20 世纪 30
年代，Gwinnett［23］提出了一种基于球面并联机器人

机构的娱乐装置，如图 2 所示。1940 年，Pollard［24］

发明了一种汽车喷漆机器人，如图 3 所示。 1947
年，Gough 发明了一种 6 自由度轮胎检测装置，如

图 4 所示。1965 年，Stewart［2］首次对 Gough 发明的

机构进行了机构学理论意义上的研究，并描绘了飞

行模拟器运动产生装置的设计雏形，如图 5 所示，

图 1 并联机器人机构

Fig.1 Parallel robot mechanism

图 2 并联机构的娱乐装置

Fig.2 Amusement device of parallel mechanism
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该机构是后来人们所称的 Gough⁃Stewart 平台机

构或 Stewart 机构。 1978 年，Hunt［25］首次提出将

Stewart 机构应用于工业机器人，并设计出一种新

型 6 自由度并联机器人。 1979 年，Maccallion 和

Pham［26］基于 Stewart 机构设计出用于装配的并联

机器人，标志着真正意义上的并联机器人的诞生。

1997 年，燕山大学黄真团队［27］研制出了国内首台

并联机器人样机，如图 6 所示，标志着中国自主研

制并联机器人的开端。1994 年，美国芝加哥国际

机床博览会上推出了 VARIAX 虚拟轴机床，如图 7
所示，标志着并联机床的正式诞生。1997 年，清华

大学和天津大学联合研制出国内首台大型镗床类

并联机床样机 VAMT1Y，如图 8 所示。20 世纪 90
年代开始，随着计算机技术的快速发展，各种新型

并联机构不断涌现，例如 Delta 并联机构、Par4 并联

机构和 Diamond 并联机构等，并联机器人机构的理

论和应用得到较快发展。

为了满足“一机多性能、多功能”的需求，20 世

纪 90 年代中期开始，“可重构”的思想被运用到机

构构型的设计与研究中，由此诞生了具有变拓扑和

变自由度特性的可重构并联机器人［28］。可重构机

构包含运动分叉机构、变胞机构和多模式机构等众

多子类。1996 年，奥地利机构学家 Wohlhart［29］发

 

 

图 3 并联式汽车喷漆机器人

Fig.3 Parallel⁃type spray painting robot

 

 

图 4 并联式轮胎检测装置

Fig.4 Parallel⁃type tire test device

 

图 5 并联式飞行模拟装置

Fig.5 Parallel⁃type flight simulator device

图 6 国内首台并联机器人样机

Fig.6 First parallel robot prototype in China

图 7 VARIAX 并联机床

Fig.7 VARIAX parallel machine tool

图 8 VAMT1Y 并联机床

Fig.8 VAMT1Y parallel machine tool
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现奇异性可改变机构自由度，于是提出了一类可实

现自由度变化的运动分叉机构。同期，Dai等［30］受到

折纸艺术的启发，基于生物学演变原理，提出一类可

进行自我重构的变胞机构，如图 9所示。多模式机构

则是拉瓦尔大学 Gosselin教授和孔宪文教授等［31］参

照计算机领域的术语，提出的一类可免重新装配完

成运动模式切换的机构，如图 10所示。Ye等［32］将平

面变胞机构和 4自由度支链结合，设计出一种适用于

多向增材制造的 3 支链可重构并联机构，如图 11 所

示，可实现 3T、3T1Rx、3T1Ry和 3T2R这 4种操作模

式的切换。Gan等［33］提出一种 3rTPS可重构并联机

构，如图 12所示，通过改变 rTPS支链的相位，可实现

3R、3R1T、3R2T 和 3R3T 这 4 种运动模式的切换。

Kong等［34］通过可锁铰链设计出一种 3自由度多模式

并联机构，为其他可锁铰链的多模式机构构型综合

提供了参考。可重构机构的提出为机构创新设计开

辟了新的思路和方法，对新一代智能型可重构机器

人的创新与发展具有重要意义。

2 并联机器人位置正解的研究现状

并联机器人位置反解的求解比较容易，但位置

正解问题非常复杂，目前还没有完全解决。由于位

置正解是运动学、动力学问题的基础，故吸引了众

多学者的关注［35⁃36］。

从机构结构角度来看，并联机器人可分为平台

型和台体型两大类，平台型是指静平台和动平台上

的铰链点分别位于同一平面内，台体型是指静平台

和/或动平台上的铰链点不位于同一平面内。显

然，台体型的铰链布局比平台型更一般化，因此，台

体型并联机器人的位置正解问题更复杂。现有的

求解方法主要有 3 类：数值法、封闭法和解析法，如

图 13 所示。

2. 1　数值法

数值法的核心思想是运用 Newton⁃Raphson 法

或拟 Newton 法等对机构的运动约束方程组进行数

值逼近迭代运算。Newton⁃Raphson法和拟 Newton
法的迭代模型分别如式（1，2）所示，其算法流程如

 

 

图 11 3 支链可重构并联机构

Fig.11 Three⁃legged reconfigurable parallel mechanism

 

 

图 9 可折展变胞机构

Fig.9 Foldable metamorphic mechanism

图 10 多模式并联机构

Fig.10 Parallel mechanism of multiple operation modes

图 13 位置正解求解方法流程图

Fig.13 Flow chart of forward position solution methods

图 12 3rTPS 变胞并联机构

Fig.12 3rTPS metamorphic parallel mechanism
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图 14所示。其中，实线表示 Newton⁃Raphson 法，虚

线表示拟 Newton 法。

X k + 1 = X k - F ′-1( X k ) F ( X k ) （1）
式中：X=（x，y，z，α，β，γ）T；k为迭代步数；F（́Xk）为

Jacobian 矩阵。

ì
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X k + 1 = X k - B kF ( )X k

B k + 1 = B k +
( )S k - B k y k ST

k B k

ST
k B k y k

（2）

式 中 ：Sk=Xk+1-Xk；yk=F（Xk+1） -F（Xk）；

Sk
TBk yk≠0。

车林仙［37］提出一种 6⁃CPS 正交并联机器人机

构，基于反馈混沌化的 Newton⁃Raphson 迭代算法

求解了机构的位置正解。张辉等［38］研究了 Stewart
机构的 4 种运动学正向数值求解方法，结果表明，

Newton⁃Raphson 法的通用性较好但效率较低，改

进的 Jacobian 矩阵法能够满足实时性要求。在

Newton⁃Raphson 法 的 基 础 上 ，耿 明 超 等［11］将 拟

Newton 法应用于并联机器人位置正解的求解，分

析了 3⁃RPS 和 6⁃RUS 机构的位置正解，结果表明，

拟 Newton 法由于迭代求解过程无需构造 Jacobian
矩 阵 ，因 此 计 算 量 较 小 ，计 算 效 率 比

Newton⁃Raphson 法高。两种算法的效率和迭代过

程比较分别如表 1 和 2 所示。薛剑等［39］将 6⁃3（前、

后数字分别表示静、动平台上铰链点的数目）Stew⁃
art 机 构 等 效 为 虚 拟 3⁃RPS 并 联 机 构 ，并 运 用

Newton⁃Raphson 法计算位置正解，算例结果满足

0.1 ms 控制周期的实时性要求。韩旺等［40］针对“中

国天眼”球面射电望远镜，提出一种基于线驱动并

联机构的馈源平台位姿直接测量方法，避免了机构

杆件弹性变形、铰链间隙引入的馈源平台误差。

Zhao 等［41］以动平台的瞬时速度方向作为逐次逼近

迭代路径，提出了一种新的数值求解算法，求解了

Stewart机构的位置正解。强红宾等［42］以步长矩阵

初值及等比参数为变量，提出了一种调整步长

Newton 法，算例结果表明该方法的计算时间小于

Newton 下山法。

在数值逼近迭代求解过程中，需要给定迭代初

值。如果初值位于收敛区间内，计算结果会收敛，

否则结果就会发散［43］，如图 15 所示。为了解决这

个问题，许多学者选用智能算法，其核心思想是通

过数据驱动的方式，学习机构参数与位姿之间的复

杂映射关系。Ghorbani 等［44］运用自适应网络模糊

推理算法、多层感知算法和径向基函数神经网络法

求解了 6⁃UPU 并联机构位置正解，结果表明自适

应网络模糊推理算法的计算结果更精确。潘芳伟

等［45］采用遗传算法求解了一种平面连杆式 6 自由

度并联机器人，该方法简便且具有通用性。Rol⁃
land 等［46］运用铰链点之间的误差作为目标函数，提

出了一种基于父代中心交叉算子的广义代沟模型（Gen⁃
eralized generation gap model with parent⁃centric 
recombination，G3⁃PCX）遗传算法，求解了 6⁃6 并联

机构位置正解。这些智能算法不依赖于迭代初值

表 1　3⁃RPS并联机构位置正解算法效率比较

Table 1　Efficiency comparison of forward position solu⁃
tion algorithm of 3⁃RPS parallel mechanism

序号

1
2
3
4
5

平均

Newton⁃Raphson 法

迭代次数

4
4
4
4
5

4.2

时间/ms
130
130
130
130
135
131

拟 Newton 法

迭代次数

5
5
6
6
7

5.8

时间/ms
18
18
20
19
20
19

表 2　3⁃RPS并联机构位置正解算法迭代过程比较

Table 2　Iterative process comparison of forward posi⁃
tion solution algorithm of 3⁃RPS parallel mech⁃
anism

步数

1
2
3
4
5
6
7

Newton⁃Raphson 法

α/（°）
0

27.55
29.87
29.99
30.00
—

—

β/（°）
0

27.25
29.76
29.99
30.00
—

—

zp/m
0.500 0
0.674 6
0.651 4
0.650 0
0.650 0

—

—

拟 Newton 法

α/（°）
0

27.54
29.36
29.93
29.99
29.99
30.00

β/（°）
0

27.25
29.11
29.86
29.98
29.99
30.00

zp/m
0.500 0
0.674 6
0.655 3
0.650 6
0.650 1
0.650 0
0.650 0

图 14 两种迭代算法流程图

Fig.14 Flow chart of two iterative algorithms
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的选取，但训练数据的数量和质量直接影响模型的

性能，当输入参数超出训练集的范围时，输出结果

可能完全不可信，且误差无法预估，因此并不适用

于对算法稳定性要求较高的场合。

2. 2　封闭法

封闭法的核心思想是通过消元将位置正解问题化

简为一个关于某单变量的4次以上的代数方程［47⁃48］。

Huang 等［49］ 针 对 3⁃移 动 副 移 动 副 球 副

（Prismatic⁃joint prismatic⁃joint spherical⁃joint，PPS）
并联机构，运用共形几何代数的方法，推导出一元

8 次方程。高征等［50］针对 3⁃UrRS 并联机构，以动

平台 3 个顶点之间的长度为约束条件，建立约束方

程，推导出一元 16 次代数方程。 Parenti⁃Castelli
等［51］针 对 移 动 副 转 动 副 转 动 副（Prismatic⁃joint 
revolute⁃joint revolute⁃joint，PRR）⁃3球副（Spherical⁃ 
joint，S）和 移 动 副 移 动 副 转 动 副（Prismatic⁃joint 
prismatic⁃joint revolute⁃joint，PPR）⁃3S 并联机构，如

图 16 所示，根据基本回路方程，推导出一元 16 次和

一元 12 次代数方程。Griffis 等［52］针对 3⁃3 平台型

Stewart 并联机构，如图 17 所示，运用代数消元方

法，推导出一元 16次代数方程。Lin等［53］针对 4⁃4平

台型 Stewart 并联机构，将其分为 T⁃T⁃Q⁃T⁃T⁃Q、

T⁃T⁃T⁃Q⁃T⁃Q 和 T⁃T⁃T⁃T⁃Q⁃Q 这 3 种构型，如图

18 所示，运用球面三角形余弦定理，推导出一元 16
次、一元 8 次和一元 24 次代数方程。Lin 等［54］针对

5⁃4 台体型 Stewart并联机构，根据独立支链的数目

将其分为 5⁃4A、5⁃4Ba、5⁃4Bb 和 5⁃4C 这 4 种构型，

如图 19 所示，运用余弦定理消元，分别推导出一元

16 次、一元 24 次、一元 24 次和一元 32 次代数方程。

Su 等［55］运用 Dixon 结式消元，通过构造 8 阶结式，

将 5⁃5A 台体型 Stewart 并联机构的位置正解问题

化简成一元 40 次代数方程。Zhang 等［56］针对 5⁃5B
台体型 Stewart 并联机构，通过提取约束方程的最

大公约数，构建了 10 阶 Sylvester 结式，推导出一元

24 次代数方程如下

B 12 t 12
2 + B 11 t 11

2 + … + B 1 t2 + C + D 1 t-1
2 + … +

D 11 t-11
2 + D 12 t-12

2 = 0 （3）
式中 Bi、Di（i=1，2，…，12）和 C 为关于机构结构参

数的表达式。

程世利等［57］针对 6⁃3 平台型 Stewart 并联机构

（图 20），利用旋转矩阵的正交性和归一性，增加了

5 个相容方程，并运用正交补方法进行消元，最终

化简成一元八次代数方程。Innocenti等［58］针对 6⁃3
台体型 Stewart 并联机构，运用代数消元方法将 3
个含 3 个未知量的 2 次代数方程化简成一元 16 次

代数方程，最终求得 16 组解。Wen 等［59］针对 6⁃4 平

台型 Stewart并联机构，通过构造结式，推导出一元

16 次代数方程，最终求得 32 组解。 Innocenti［60］针

对 6⁃4 台体型 Stewart 并联机构，通过消元方法将 5

 

 

图 17 3⁃3 平台型 Stewart并联机构

Fig.17 3⁃3 platform type Stewart parallel mechanism

图 15 迭代收敛性

Fig.15 Iterative astringency

图 18 4⁃4 平台型 Stewart并联机构

Fig.18 4⁃4 platform type Stewart parallel mechanisms

图 16 PRR⁃3S 和 PPR⁃3S 并联机构

Fig.16 PRR⁃3S and PPR⁃3S parallel mechanisms

图 19 5⁃4 台体型 Stewart并联机构

Fig.19 5⁃4 in⁃parallel type Stewart parallel mechanisms

476



第 3 期 叶鹏达，等：并联机器人位置正解问题的研究现状及发展趋势

个含 5 个未知量的封闭方程化简成一元 32 次代数

方程，最终求得 32 组解。黄昔光等［61］针对 6⁃5 平台

型 Stewart 并联机构，通过代数消元构造了 15 阶结

式，推导出一元 20 次代数方程。Huang 等［62］针对

对称 6⁃6 平台型 Stewart 并联机构，且动、静平台上

的铰链点分别位于两个圆上，如图 21 所示，运用代

数消元的方法构造了 15 阶 Sylvester 结式，推导出

一元 14 次代数方程。黄昔光等［63］针对一般 6⁃6 平

台型 Stewart 并联机构，运用分次字典序 Gröbner
基算法，构造了 15 阶 Sylvester结式，推导出一元 20
次代数方程，且该机构最多有 40 组解。Husty［64］运

用运动映射和结式消元方法，将 Gough⁃Stewart 平
台机构的位置正解化简成一元 40 次代数方程。

Dhingra 等［65］运用 Gröbner 基法和 Sylvester 透析消

元法相结合的思路，针对 6⁃6 台体型 Stewart 并联

机构，构造了 68 阶 Sylvester 结式，推导出一元 40
次代数方程。 Innocenti［66］针对 6⁃6 台体型构型，构

造了两个 45 阶结式，最终推导出一元 40 次代数方

程。Lee 等［67］针对 6⁃6 台体型构型，通过构造 28 阶

Sylvester 结式，推导出一元 40 次代数方程。Nag
等［68］针对 6⁃6 台体型 Stewart 并联机构，通过 Syl⁃
vester 透析消元法和快速 Fourier 变换，建立了一种

位置正解求解的几何代数框架。庄育锋等［69］针对

6⁃6 台体型构型，运用分次字典序 Gröbner基和 Syl⁃
vester结式相结合的方法，构造了 20 阶 Sylvester 结
式，推导出一元 40 次代数方程如下

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

M 20 × 20T= 0

∑
i = 0

40

si ci
3 = 0 （4）

式中：M20×20 为一个关于 c3 的 20 阶系数矩阵；T为

一个含有 20 个假想变元的列阵；si为关于输入参数

的实系数。

黄昔光等［70］针对 6⁃6 台体型构型，运用分次字

典序 Gröbner⁃Sylvester 法，构造了 18 阶 Sylvester

结式，推导出一元 40 次代数方程。Lee 等［71］针对

6⁃6 台体型构型，运用改善的透析消元法，构造了

15 阶 Sylvester 结式，结式维数进一步减小，推导出

一元 40 次代数方程。Gan 等［72］针对 6⁃6 台体型构

型，运用 Gröbner基法，构造了 13 阶 Sylvester结式，

推导出一元 40 次代数方程。Wei 等［73］针对 6⁃6 台

体型构型，运用共形几何代数的方法，建立了运动

约束方程，如式（5）所示。进一步地，通过构造 9 阶

Sylvester结式矩阵，化简成一元 40 次代数方程。

Q ′= TRQR∗T ∗ （5）

式 中 ：T= 1 - 1
2 ae∞，R= u0 + u1 e32 + u2 e13 +

u3 e21， T ∗ = 1 + 1
2 ae∞， R∗ = u0 - u1 e32 - u2 e13 -

u3 e21，u2
0 + u2

1 + u2
2 + u2

3 = 1，a= 2dt，d 为 位 移 距

离，t为运动方向。

由上述分析可知，运用各种消元方法，并联机

构的位置正解问题最终可化简为一个一元高次方

程，拓扑构型与封闭解性质的对应关系如表 3 所

示。当方程最高次数大于 4 次时，所求得的解为封

闭解，借助全局求解方法（如 Jenkins⁃Traub 算法或

特征值方法），可求得机构所有可能解。然而，封闭

法的推导过程异常繁琐。于是，有学者开始尝试添

加辅助传感器的方法，其根本目的是减少推导过程

中未知量的个数，从而降低方程的复杂程度。Chiu
等［74］借助两个辅助角度传感器和一个辅助位移传

感器 ，求解了 Stewart 机构的位置正解。 Bonev
等［75］针对 6⁃6 平台型 Stewart 并联机构，通过在动

平台上添加 3 个辅助位移传感器，如图 22 所示，将

9 个广义坐标减少至 6 个，推导出机构的封闭解。

卢文娟等［76］针对 6⁃UPS 并联机构，在一个虎克铰

处添加 2 个角度传感器，测得分支 Li的 2 个欧拉角，

基于旋转矩阵构建 12个方程，求解了机构的位置正

解。然而，由于传感器的成本较高，且在工作过程

中不可避免地存在测量噪声，严重影响了位置正解

的求解精度，故这种方法并没有得到推广应用。

图 21 对称 6⁃6 平台 Stewart型并联机构的动、静平台形状

Fig.21 Shapes of moving and fixed platforms of symmetri⁃
cal 6⁃6 platform type Stewart parallel mechanism图 20 6⁃3 平台型 Stewart并联机构

Fig.20 6⁃3 platform type Stewart parallel mechanism
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2. 3　解析法

解析法是将并联机构的位置正解化简为关于

输入变量的全解析表达式。换句话说，通过各种消元

方法，将位置正解问题化简为一元高次（次数≤4）方

程或者多元一次方程组后可得到解析解，也称为符

号解或根式解。解析解是位置正解求解中最优的、

最渴望得到的结果，对后续的实时控制、误差补偿、

故障诊断和动力学求解等工作极为重要［5］。

陈子明等［77］提出了一种新型 3⁃UPU 对称并联

机构，具有两个转动自由度和一个移动自由度。由

机构侧面为等腰梯形的特点，求得了该机构的解析

式位置正解如下

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

P= ( )B 1 + B 2 + B 3 /3
α = atan 2 ( )r23，r13

β = arccos r33

（6）

式中：Bi（i=1，2，3）表示动平台上的铰链点在静坐

标系中的坐标，P表示动坐标系原点的坐标，rij 表

示矩阵 R的第 i行第 j列元素，atan2（y，x）表示双变

量反正切函数，α、β 表示动平台的姿态。

Russo 等［78］分析了一种 3⁃UPR 并联机构，解析

求解了该机构的位置正解。Chen 等［79］提出了一种

新型 3 自由度过约束并联机构，并推导出该机构位

置正解的解析解。

机构耦合度揭示了机构拓扑结构的复杂程度，

现有研究表明，机构位置正解的求解难度与机构耦

合度指标有关，耦合度越低，位置正解求解越容易，

反之则求解越难［80］。鉴于此，尤晶晶等［81］发明了

一种耦合度为 1 的 12⁃6 台体型 Stewart 冗余并联机

构，如图 23 所示，通过相容方程的同构运算，推导

了位置正解的解析解。沈惠平等［82］运用基于方位

特征方程的并联机构拓扑结构设计理论和方法，设

计了一种零耦合度的新型 3T 并联机构，求出了机

构的符号式位置正解。Shen 等［83］设计了一类零耦

合度的两支链无伴随运动的 2T1R 并联机构，如图

24 所示，求解了机构的符号式位置正解。

由上述分析可知，虽然解析法能够获得方程在

复数域内全部根的显式表达，但仅适用于低耦合度

表 3 拓扑构型与封闭解性质的对应关系

Table 3 Corresponding relation between topological 
configurations and closed⁃form solution proper⁃
ties

拓扑构型

3⁃PPS 并联机构［49］

3⁃UrRS 并联机构［50］

PRR⁃3S 并联机构［51］

PPR⁃3S 并联机构［52］

3⁃3 平台型 Stewart并联机构［52］

4⁃4 平台型 Stewart并联机构［53］

（T⁃T⁃Q⁃T⁃T⁃Q 构型）
4⁃4 平台型 Stewart并联机构［53］

（T⁃T⁃T⁃Q⁃T⁃Q 构型）
4⁃4 平台型 Stewart并联机构［53］

（T⁃T⁃T⁃T⁃Q⁃Q 构型）
5⁃4A 平台型 Stewart并联机构［54］

5⁃4Ba平台型 Stewart并联机构［54］

5⁃4Bb 平台型 Stewart并联机构［54］

5⁃4C 平台型 Stewart并联机构［54］

5⁃5A 台体型 Stewart并联机构［55］

5⁃5B 台体型 Stewart并联机构［56］

6⁃3 平台型 Stewart并联机构［57］

6⁃3 台体型 Stewart并联机构［58］

6⁃4 平台型 Stewart并联机构［59］

6⁃4 台体型 Stewart并联机构［60］

6⁃5 平台型 Stewart并联机构［61］

6⁃6 平台型 Stewart并联机构［62］

（对称且共圆）
6⁃6 平台型 Stewart并联机构［63］

6⁃6 台体型 Stewart并联机构［64⁃73］

结式
阶数

6×6

16×16

16×16
8×8

10×10
6×6
6×6

10×10
10×10
15×15

15×15

15×15
42×42
68×68
45×45
28×28
28×28
20×20
18×18
15×15
13×13

9×9

次数

8
16
16
12
16

16

8

24

16
24
24
32
40
24
8

16
16
32
20

14

20
40
40
40
40
40
40
40
40
40
40

解的
个数

8
16
16
12
16

16

16

24

16
24
24
32
40
24
16
16
32
32
40

28

40
40
40
40
40
40
40
40
40
40
40

 

 

图 23 耦合度为 1 的 12⁃6 台体型 Stewart冗余并联机构

Fig.23 12⁃6 in⁃parallel Stewart redundant parallel mecha⁃
nism with one coupling degree

图 22 添加3个辅助位移传感器的6⁃6平台型Stewart并联机构

Fig.22 A 6⁃6 platform type Stewart parallel mechanism 
with three linear extra sensors
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并联机构。因此对于耦合度为 2、3 的并联机构，一

般不存在解析形式的位置正解。

3 位置正解求解方法的特性对比

位置正解求解方法的特性分析和对比结果分

别如图 25 和表 4 所示。

数值法具有较好的通用性，便于程式化处理，

适用于高耦合度和低耦合度并联机构。然而，数值

法在计算过程中需要给定初始迭代值，初值偏差过

大就会造成算法发散，失去稳定性，而且该方法只

能得到一组解，得不到全部可行的装配方式。

封闭法的求解过程无需给定初值，而且可计算

出机构所有可能的位置解。然而，该方法推导过程

涉及较多复杂的数学理论知识，求解过程非常繁

琐，数值稳定性问题尚未得到完全证实，不利于程

式化分析计算。另外，该方法对构型的依赖性较

强，一种构型对应一种推导方法，通用性较差。

解析法的计算过程无需给定初值，可计算出所

有可能的位置解，且便于程式化分析计算。然而，

该方法仅适用于低耦合度构型，对于高耦合度构型

（如 6⁃6 SPS、6⁃5 SPS 等）并不适用，并且也是一种

构型对应一种推导方法，通用性较差。

4 研究展望

本文详细阐述了并联机器人位置正解的研究

进展，从并联机器人本体的研究现状引入，归纳总

结了位置正解求解方法的思想及原理，对比分析了

各种求解方法的特性。

通过文献调研并结合本团队的研究经验，提出

以下 3 点展望：

（1）拓扑结构的低耦合性

鉴于并联机器人位置正解解析解的优异性，新

型低耦合度并联机器人的综合设计与研发是重要

研究方向之一。文献［79，84⁃85］设计了低耦合度

且具有解析式位置正解的并联机构，如图 26 所示，

优异的运动性能使得这些机构具有较大的工业应

用价值。针对现有的高耦合度构型，需要进一步探

究通过拓扑降耦降低机构耦合度的方法，例如设计

混合支链、设计复合运动副等方法。图 27 中列出

了一种可供参考的研究思路，即首先通过添加虚拟

图 24 零耦合度 2T1R 并联机构

Fig.24 2T1R parallel mechanisms with zero coupling de⁃
grees

图 25 位置正解求解方法特性分析

Fig.25 Characteristic analysis of forward position solution 
methods

表 4 位置正解求解方法特性对比

Table 4 Characteristic comparison of forward position 
solution methods

特性
初值依赖
全部解
稳定性
程式化
通用性

复杂程度

数值法
是
否
低

简单
好
低

封闭法
否
是

一般
复杂
差
高

解析法
否
是
高

简单
差

一般

图 26 低耦合度且具有解析式位置正解的并联机构

Fig.26 Parallel mechanisms with low coupling degree and 
analytical forward kinematics
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支链的方法，将高耦合度并联机构重构为低耦合度

并联机构。然后，基于铰链点之间的几何约束关

系，建立机构的输入位移协调方程。接着，运用消

元方法求解出虚拟支链长度，将其代入低耦合度构

型的位置正解解析解中，即可计算出高耦合度并联

机构的位置正解。该求解思路显著降低了高耦合

度并联机构位置正解求解的复杂程度。

（2）求解算法的融合性

如图 28 所示，目前非线性代数方程组的求解

方法主要有数值迭代法、Gröbner 基方法、吴方法、

结式消元法和智能算法等。运用单一方法求解会

出现初值难确定、解的个数不确定、稳定性和通用

性差等一系列问题。在诸多领域，对高精度、高效

的正解算法需求迫切。比如，APAS⁃89 航天器对

接机构正解算法的性能提升能够降低舱体对接过

程中的相对速度和碰撞力［86］；6⁃移动副移动副球副

微操作机器人正解算法的性能提升能够提高机器

人手术过程中的操作精度［87］；Hexapod 并联机床正

解算法的性能提升能够提高加工过程中刀具的定

位精度和响应速度［88］。因此，将多种算法进行融

合并取长补短，是一个重要的研究方向。

（3）正解个数的依赖性

准确获得并联机器人位置正解的个数有助于

其轨迹规划、工作空间计算和奇异性能分析。并联

机器人位置正解的个数与机构的几何结构和拓扑

结构均有关，其依赖性关系如图 29 所示。

在几何结构方面，并联机构的支链布局、动铰

链点位置关系以及动、静平台形状等因素均会影响

位置正解的个数。根据动平台的形状，平台型并联

机构可分为完全对称、半对称和非对称 3 种。完全

对称类型根据动铰链点位置关系可分为 4 种情况

图 29 位置正解个数的依赖性

Fig.29 Dependence of the number of forward position solutions

图 27 拓扑降耦思路求解位置正解的流程

Fig.27 Process of solving the forward position solution by 
topology coupling⁃reducing idea

图 28 算法的融合

Fig.28 Fusion of algorithms
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进行分类探究：正三边形、正四边形、正五边形、正

六边形；半对称类型可根据动、静平台形状是否相

似进一步探究；非对称类型可根据共线动铰链点的

个数进一步探究。根据动铰链点的位置关系，台体

型并联机构可从共线动铰链点个数和共面动铰链

点个数两个方向进行探究。

在 拓 扑 结 构 方 面 ，不 同 构 型（如 3⁃PPS、

3⁃UrRS、5⁃4A SPS、5⁃4B SPS、5⁃4C SPS、5⁃5A 
SPS、5⁃5B SPS、6⁃3 SPS、6⁃4 SPS、6⁃5 SPS、6⁃6 
SPS 等）所对应的位置正解的个数也不一样。从特

殊拓扑构型出发，探究不同拓扑构型与位置正解个

数之间的关联是一个可行的策略。因此，可从特殊

结构到一般结构的研究思路出发，逐步建立机构构

型与位置正解个数之间的关联。这对并联机构的

尺度综合、构型综合和实际应用均具有重要意义。
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