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基于凸差分的无人机分簇融合协同定位算法

彭珍妮 1， 杨歆童 2， 樊　瑞 2

（1.南京航空航天大学公共实验教学部，南京  211106； 2.南京航空航天大学电子信息工程学院，南京  211106）

摘要： 针对无人机集群定位精度要求高的问题，提出了一种基于凸差分（Difference‑of‑convex， DC ）的无人机分

簇融合协同定位算法。首先建立了基于位置信息的协同定位数学模型，然后按照凸优化算法结构，将非凸约束

转化为差分形式目标函数，提升位置信息解的精度。接着为优化迭代过程利用多维尺度分析（Multi‑dimensional 
scaling， MDS）方法提供初始位置估计，并将初始化过程加入每轮簇内定位过程。进而分析带有测距误差情况下

的定位算法，利用最大似然估计改写目标函数，减小定位误差完成位置估计。随后提出了分簇融合方法，借助公

共结点和 Procrustes 分析算法实现全局定位。通过仿真实验测量算法定位误差，与常见定位算法进行比较验证

算法有效性。结果表明，所提出的算法具有定位精度高、适合多无人机网络的特点，能有效提高无人机集群定位

性能。
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Abstract: To address the challenges of high positioning accuracy requirements in unmanned aerial vehicle 
swarm localization， a cluster‑based cooperative localization algorithm for unmanned aerial vehicles based on 
difference‑of‑convex （DC） programming is proposed. A cooperative localization mathematical model based 
on positional information is established. Then， following the structure of convex optimization algorithms， the 
non‑convex constraints are transformed into a difference‑of‑convex objective function to enhance the accuracy 
of the position solution. To optimize the iterative process， the multi‑dimensional scaling （MDS） method is 
used to provide an initial position estimate， and this initialization step is incorporated into each round of 
intra‑cluster localization. The algorithm is further analyzed under the condition of ranging errors. The 
objective function is reformulated using maximum likelihood estimation to reduce positioning errors and 
improve location estimation accuracy. Subsequently， a cluster fusion method is introduced， which utilizes 
common nodes and the Procrustes analysis algorithm to achieve global localization. Simulation experiments 
are conducted to measure localization errors， and comparisons with commonly used localization algorithms are 
made to validate the effectiveness of the proposed method. The results demonstrate that the proposed 
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algorithm features high localization accuracy， and is well‑suited for multi‑unmanned aerial vehicle networks， 
effectively enhancing the localization performance of UAV swarms.
Key words: unmanned aerial vehicle swarm； difference‑of‑convex（DC）； cluster fusion； cooperative localiza‑

tion； localization accuracy

随着无人机技术的发展，多无人机协同模式越

来越广泛地应用于各类场景，如军事侦察、灾难救

援等［1］。获得无人机的准确位置是多机协同模式

的无人机编队完成各类任务的前提。在战场、室内

等特殊情况下，全球导航卫星系统（Global naviga‑
tion satellite system， GNSS）信号可能因多种原因

被遮挡或干扰［2］，此时可选择一定比例的无人机搭

载 GNSS 设备获得自身的位置［3］，其余无人机则通

过测距设备获取自身与这些无人机的相对位置来

推算自身位置。多机协同定位能够有效提升集群

的定位精度，然而，随着无人机数量的增加，现有协

同定位方法在精度维持方面面临严峻挑战［4］。

目前基于位置信息的协同定位方法主要有多

维尺度分析方法、最大似然估计（Maximum likeli‑
hood estimation， MLE）方法、半正定规划（Semi‑
definite programming， SDP）方法等。这些方法大

多数假设网络拓扑结构稠密、锚节点数量充足，或

是集中式处理单次全图定位的问题，难以适应动

态、稀疏连接或资源受限的多无人机网络环境［5］。

多维尺度分析（Multi‑dimensional scaling， MDS）方

法成熟［6］，但在无人机通信距离有限的情况下准确

性会下降。在 MDS 算法上改进的一些算法，如最

小二乘 MDS、空间 MDS 等，这些在相对位置推导

绝对位置时的效果并不理想。SDP 通过构造并优

化目标函数，利用凸松弛方法估计节点坐标，这种

算法可以通过求解工具比如 MATLAB 中的优化

问题建模工具包［7］进行更方便的求解，算法对噪声

具有较高的鲁棒性，能够解决由通信范围有限导致

的部分距离缺失问题，但其在节点规模大或动态网

络的情况下，面临计算复杂度高的问题。

针对上述问题，本文引入凸差分［8］优化目标函

数，设计凸‑凸函数差值迭代策略，采用 MDS 算法

为局部定位提供迭代初始值以加速收敛，提出一种

基于凸差分的无人机分簇融合算法。将大规模网

络划分为节点数较少的簇结构［9］，能有效提升系统

的定位精度。

1 协同定位问题建模

假设共有 N 个无人机节点在三维空间中运

动，三维坐标为 L= [ l1，l2，…，lN ] T ∈ R 3 × N，每个向

量 l i ∈ R 1 × 3 表示每个节点在三维空间中的位置。

在网络中存在 a 个锚节点，锚节点的三维坐标为

L a = [ a1，a2，…，aNa ]
T

∈ R 3 × Na，a k ∈ R 1 × 3 表示第 k 个

节点的三维坐标，N a 表示锚点序号组成的集合，N x

表示待定位节点序号的集合。

1. 1　基于测距信息的优化问题

在忽略测量误差的情况下，有

 l i - l j

2
= d 2

ij i，j ∈ N x，i ≠ j （1）
 l i - a k

2 = d 2
ik   i ∈ N x，k ∈ N a （2）

式中 dij 和 dik 分别表示节点与节点之间、节点与锚

点之间的欧几里得距离。

为了适配 SDP 求解过程［10］，将式（1）改写为矩

阵形式

 l i - l j

2
= Tr (G ij Z ) （3）

式中G ij 和 Z分别为
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û
úúúúI3 L

LT LT L
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式（4）中的 e i 是第 i 个元素为 1 的单位向量。式（5）
中的 I3 表示 3 × 3 的单位矩阵。

同理，式（2）的矩阵形式为

 l i - a k
2 = Tr ( )G ik Z （6）

无人机协同定位问题转化为关于变量 Z的优

化问题，即

Find Z

s.t.        Tr (G ij Z ) = d 2
ij    i，j ∈ N x，i ≠ j （7）

Tr (G ik Z ) = d 2
ik    i ∈ N x，k ∈ N a （8）

Z≥ 0 （9）
Rank ( Z ) = 3 （10）

式（10）是非凸约束［11］，Z的全部特征值按降序

排列后位于第 i 位的特征值记为 λi，将式（10）改

写为

min
Z ∈ A

g ( )Z - h ( )Z （11）

式中：g ( Z )= Tr ( Z )，h ( Z )= λi Z，A表示 Z满足

其他等式约束的可行解域。通过求解式（11），可以

得到一个秩最小的半正定矩阵。

为了满足凸优化问题的求解条件［12］，g ( Z )与
h ( Z )都应是凸函数，Tr ( Z )是关于 Z的线性函数，

故为凸函数，而 h ( Z )可改写为

∑
i = 1

3

λi( )Z = sup { Tr (V T ZV ) |V ∈ R( )N + 3 × 3，
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V TV= I3 } （12）
式（12）是 Z的线性变换逐点上确界，是一个凸

函数，sup 表示逐点上确界函数。

根据芬切尔对偶性［13］，得到原目标函数的对

偶函数

min
M ∈D

g *( )M - h*( )M （13）

式中：M为 Z的共轭变量，D为式（11）中 A的对偶

空间为 g *( M )和 h*( M )分别为 g ( Z )与 h ( Z )的共

轭函数。

将 g *( M )泰勒展开为线性形式，有

g *( M ) ≈ g *( M ' ) + M-M '，∂g *( )M '  （14）

式中：⋅ 表示矩阵内积，M ' 为任意确定的 ( N +
3) × ( N + 3)矩阵，∂g *( M ' )为 g *( M )在M ' 处的次

梯度。同理可得

h ( Z ) ≈ h ( Z' )+ Z- Z'，∂h ( )Z' （15）
将求解式（11）的优化问题转化为迭代计算问

题，即每轮迭代转化为求解一个凸优化子问题，

Z t + 1 和M t 可表示为

Z t + 1 = arg min
Z ∈ C

g ( )Z - [ ]h ( Z t )+ Z- Z t，M t

（16）

M t = ∂h ( Z t ) = ∑
i = 1

3

v ivH
i + αZ t （17）

式中 v i 为 λi Z t 对应的特征向量。

1. 2　基于 MDS的无人机节点初始位置估计

为提高算法的收敛速度，本文利用 MDS 算法

为无人机节点提供初始位置估计。

定义一组无人机节点在三维空间中的真实距

离矩阵为D ij，D ij 中的元素 dij 表示节点 i、j之间的测

距值。D ik 为待定位节点 i 与锚节点 k 之间的距离

矩阵，将D ij、D ik 拼接得到全局距离矩阵D。

MDS 通过保持距离结构，在低维空间中还原

节点相对空间关系，得到初始估计值 L 0，步骤如下：

（1）将原始距离矩阵D转化为内积矩阵 E

E= - 1
2 ( I- 1

n
eeT) D2( I- 1

n
eeT) （18）

式中 e为全 1 向量。

（2）对矩阵 E进行特征值分解，得到特征值

λ1，λ2，…，λn 和对应的特征向量 v1，v2，…，vn。将这

些特征值进行降序排列，选取最大的 d 个特征值，

这里令 d = 3，记为 λ1、λ2、λ3，同时选取对应的特征

向量记为 v1、v2、v3。

（3）利用上述特征值和特征向量组合构建节点

的初始位置估计

L 0 = (V dΛ
1
2
d )T （19）

式中：V d = [ v1 v2 v3 ]，Λ d = diag ( λ1 λ2 λ3 )。

1. 3　一度中心性优化问题收敛性分析

由函数 h ( Z )线性一阶近似形式，得到如下不

等式

h ( Z )≥ h ( Z t ) + Z- Z t，M （20）
代入第 t + 1 步的优化变量 Z t+ 1，可得

F ( Zt + 1 ) ≤ g ( Zt + 1 ) - [ h ( Zt ) + Zt + 1- Zt，M t ] ≤
g ( )Zt -[ h ( )Zt + Zt- Zt，M t ]= F ( )Zt

（21）
Zt + 1 的选取保证了迭代选择的最优解必然使

得目标函数值下降或者不变，等式约束的可行解集

保证了 Zt + 1 的非负性，所以 F ( Zt ) 是单调且非负

的。由于目标函数的值不会无限降低（下界为 0），

在迭代过程中加入终止条件，经过迭代算法必然趋

于稳定，最终会收敛到最优解。

2 存在测距误差的协同定位算法

当存在测距误差时，距离约束式（7）和式（8）不

再适用［14］，需要将算法做进一步优化，解决存在测

距误差的无人机集群定位问题。

设 d̂ ij 表示第 i 个节点和第 j个节点之间的测量

距离，测量误差为 w ij；设 d̂ ik 为第 i 个节点和第 k 个

锚点的测量距离，测量误差为 w ik。

d̂ ij = dij + w ij    i，j ∈ N x，i ≠ j （22）
d̂ ik = dik + w ik    i ∈ N x，k ∈ N a （23）

式中 dij 和 dik 是节点间、节点与锚点间的实际距离，

噪 声 服 从 高 斯 分 布 ，即 w ij ~Ν ( 0，σij ) 和

w ik ~Ν ( 0，σik )，根据最大似然估计可得

L̂= arg min
L

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ∑

i，j ∈ Nx，i ≠ j

1
2σ 2

ij
( )d̂ ij - dij

2
+

∑
i ∈ Nx，k ∈ Na

1
2σ 2

ik
( )d̂ ik - dik

2ù

û

ú
úú
ú  （24）

定义

D ij =
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú1  l i - l j

 l i - l j  l i - l j

2 i，j ∈ N x，i ≠ j （25）

将误差等式约束写为

[- d̂ ij 1 ] D ij[- d̂ ij 1 ] T
= εij i，j ∈ N x，i ≠ j （26）

[- d̂ ik 1 ] D ik[- d̂ ik 1 ] T
= εik i ∈ N x，k ∈ N a （27）

式中：D ij 和 D ik 都为半正定矩阵，εij 和 εik 表示测距

误差。

距离等式约束写为

[ 0 eT
i - eT

j ] Z [ 0 eT
i - eT

j ] T = ϕij    i，j ∈ N x （28）

[ aT
k - eT

i ] Z [ aT
k - eT

i ] T = ϕik    i ∈ N x，k ∈ N a  （29）

式中：ϕij = l i - l j

2
，ϕik = l i - lk

2
。则可以得到
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最终的优化问题

min
Z ∈ B

P ( Z ) = min ∑
i，j ∈ Nx，i ≠ j

1
σ 2

ij

ε ij +

          ∑
i ∈ Nx，k ∈ Na

1
σ 2

ik

εik + Tr ( Z ) - ∑
i = 1

3

σi( )Z （30）

式中 B为满足其余约束的 Z的可行解空间，而满足

其余约束的可行解空间是凸的，因此式（30）可利用

1.1 节的方法线性迭代求解。

3 分簇融合协同定位算法

在无人机集群规模较大且分布较为稀疏的场景

中［15］，受限于通信范围和带宽资源，难以实现全局一

致的位置信息共享，为解决该问题，引入分簇机制，

将大规模无人机网络划分为若干子簇，并在每个簇

内独立执行局部协同定位。各簇可进一步通过部分

公共节点实现簇间融合，从而逐步实现全局定位。

3. 1　分簇方法

采用基于节点连通度的分簇方法。该方法无需

中心节点集中控制，适用于大规模无人机网络，本文

采用一度中心性（Degree centrality， DC）实现簇划

分。基于节点之间的距离信息构建一个图 G，其中节

点表示定位对象，边表示节点之间的连接关系。每

条边的权重由节点间的距离计算得出，节点之间的

距离小于预设的通信范围 r 时，才会在图中建立连

接。第 i 个节点的 DC 为 c ( i ) = card ( n ( i ) )，用于衡

量每个节点的局部连通性。用每个节点周期性广播

自身 DC的方法逐步完成簇划分。具体步骤如下：

（1）网络中每个节点广播其索引（在集合 N x 中

的编号）、DC。每个节点初始化自身的最大 DC值。

（2）当节点收到消息后，将收到的 DC 与自身

最大 DC 比较。若收到的 DC 大于自身最大 DC，则

更新自身的最大 DC 并记录相关索引，同时将此消

息转发给邻居节点。若小于，则终止转发。

（3）待消息传播结束后，最大 DC 节点被选为第

一个簇的中心节点，与其邻居共同组成第一个簇。

（4）簇内定位完成后，将这些节点的索引放入

已划分节点集合 W，并在相邻节点中选择更新后

DC 最大的一个节点作为下一个簇的中心节点，并

将第二个簇中的相邻节点与已划分节点集合 W 求

取交集就得到公共结点数目和索引。直到所有节

点都被加入集合 W，即完成子簇划分过程。

3. 2　簇内协同定位算法

簇内定位算法流程伪代码如下：

输入：N x，N a，节点测距信息 D ij 和 D ik，算法收

敛精度 ε，维数 dim。

输出：节点的位置估计 Ẑ。

（1） 根据D ij 和D ik 构建D
（2） 利用 MDS 算法计算节点初始位置估计

（3） 利用初始坐标构造 SDP 优化变量初始值

（4） 基于 MLE 构造优化后的目标函数

（5） 利用式（17）得到 Z的共轭变量M 0

（7） t ← 1

（8） while 
 Z t+ 1 - Z t

 Z t

> ε do

（9） Z t+ 1 ← Z t

（10） 对当前解进行特征值分解

（11） 利用式（17）得到 Z的共轭变量M t

（12） 利用式（16）求得 Z t+ 1

（13） t ← t + 1
（14） end
（15） Ẑ← Z t+ 1

最终从 Ẑ中提取位置估计 L̂。

3. 3　分簇融合

根据公共节点数，对于与相邻簇有 4 个公共节

点及以上的簇可以使用 Procrustes 分析［16］方法与

前一个簇进行融合，对应于分割的连续顺序，一般

情况下先合并公共结点大于等于 4 个的簇，最后加

入公共结点不足 4 个的簇。

对于公共节点不足 4个的簇，引入虚拟公共节点

来满足融合条件［17］。如果这类簇中具有锚点（已知

绝对位置坐标），则视为虚拟公共结点，直接进行合

并；如果没有锚点，则可以考虑利用公共结点在合并

后得到的绝对坐标与其他节点的相对位置计算，从

而计算出 4个虚拟公共结点的绝对位置估计值，参与

簇融合，获得全局位置估计，全局绝对坐标由全球定

位系统（Global positioning system，GPS）提供的锚节

点信息以及通过融合获得的相对坐标共同确定。

3. 4　算法复杂度分析

簇划分阶段：若节点总数记为 N total，每簇的平

均节点数为 N c，则总簇数约为
N total

N c
，在构建邻接关

系时，每个节点最多与其通信半径内的节点进行连

接判断，在所提出的分簇融合算法中，每个节点邻

居数量有限，规定每簇中的最大节点数量，故复杂

度为 O ( N total )。
（1）簇内定位阶段

SDP 求解问题的复杂度为 O ( N 3.5
c )，设每个簇

内的 DC 迭代平均次数为 t 次，所有簇的局部定位

总体复杂度 O ( t ⋅ N total N 2.5
c )。

（2）融合阶段

①坐标去中心化：每次去中心化计算复杂度为

O ( dim ⋅ N c )；②矩阵 SVD 分解：Procrustes分析中核

心 的 奇 异 值 分 解（Singular value decomposition， 
SVD）分解计算复杂度为 O ( dim2 ⋅ N c )；③坐标变换：

坐标变换计算复杂度为 O ( dim2 ⋅ N c )。对每个簇进

行上述操作，所有簇的融合复杂度为 O ( dim2 ⋅ N total )。

437



第 58 卷南京航空航天大学学报（自 然 科 学 版）

4 仿真结果与分析

设计仿真实验验证所提出算法的定位性能并分

析主要参数对算法定位性能的影响。考虑一个无人

机集群网络，无人机节点随机分布在一个三维空间，

每个维度坐标范围为 [ - R，R ]（R =50 m），节点的

坐标值是随机生成的该范围内的随机数。锚点是从

节点索引中任意选择的，假设锚点坐标已知。

假设无人机节点之间的最大通信范围为 r，如
果节点的欧几里德距离小于 r，则视为节点间可以

相互通信并获得距离测量值，在簇划分阶段可以设

定为邻居节点，相邻节点的数量用 DC 表示。归一

化定位误差为
∑
i = 1

N

 l̂ i - l i

2

NR
。

4. 1　算法定位性能

首先在测量误差可忽略的情况下，对本文提出

的基于凸差分的协同定位算法的定位性能进行仿真

实验。令无人机节点数 N = 100，锚点数 a = 15，通
信范围 r = 50，节点的定位结果如图 1所示。红色的

“*”表示节点真实位置，蓝色的“+”表示估计位置，可

见估计位置与真实位置基本重合，定位准确。

接下来考虑存在测距误差情况下算法的定位

性能。用方差为 0.5 的高斯噪声模拟测距误差，令

节点数量 N = 50，仿真结果如图 2 所示，可以直观

看出所提算法在存在测距误差情况下的定位精度

良好，经计算测得平均定位误差为 0.55。
为进一步验证算法性能，将所提算法与其他常

见定位算法进行比较，包括快速多维尺度分析

（Fast mult‑idimensional scaling， FMDS）［18］、增强

多 维 尺 度 分 析（Super multi‑dimensional scaling， 
SMDS）［19］。表 1 给出了 5 种定位算法在节点数量

N = 100，高斯噪声方差为 0.5 情况下平均误差与

最大误差的对比情况。从结果可以看出，所提算法

的平均定位误差为 1.33，最大定位误差为 1.8，优于

其他方法。

究其原因主要有以下几点：（1）MDS 类算法依

赖完整的距离矩阵进行特征值分解，故在节点分布

稀疏或通信距离受限的情况下，距离信息矩阵元素

缺失，导致重构位置信息矩阵准确性下降［22］；（2）
SDP 求解定位问题不考虑优化变量秩约束，约束

等式数量小于未知变量数量，导致定位精度下降；

（3）上述算法多为一次性解析解，缺乏后续误差反

馈与收敛机制，初始距离矩阵或邻接关系受到破坏

时，算法得到的结果便难以校正。

本文尝试在 EuRoC 数据集中提取真实无人机

飞行轨迹，构建三维协同定位测试场景，并对所提

算法进行测试。实验设定中包含通信模型、节点通

信范围及锚节点分布规则。每组实验均进行多轮

独立重复测试，并统计各节点误差，计算总体平均

误差如图 3 所示。

4. 2　收敛速度分析

设噪声方差为 σ 2 = 0.5，r = 50，在真实数据集

上验证使用不同的节点初始位置估计方法对收敛

速度的影响，如图 4 所示。可见，采用 MDS 初始估

计能够有效提升算法的收敛速度，在迭代初期，

MDS 初始化方法能迅速将定位误差降低至较低水

平，仅需 5 次迭代即可将平均误差从 0.012 下降至

0.007 左右，且最终误差稳定在 0.006 以下。而随机

初始化方法在整个过程中收敛速度较慢，误差下降

表 1 不同算法的定位误差

Table 1 Localization errors of different algorithms

定位算法

MDS［20］

FMDS［18］

SMDS［19］

SDP［21］

DC 分簇融合

平均定位误差/m
11.51
10.10

8.56
3.55
1.33

最大定位误差/m
18.79
18.87
17.95

9.34
1.81

图 1 理想情况下算法定位性能

Fig.1 Localization performance of algorithm under ideal 
conditions

图 2 存在测距误差情况下算法定位性能

Fig.2 Localization performance of algorithm under ranging 
errors
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趋势较缓。

4. 3　参数对定位性能的影响

为分析所提算法在不同参数条件下的定位性

能，进行仿真实验比较各算法定位性能随参数变化

的情况，结果如图 5 所示，其中 CRLB（Cramér‑rao 
lower bound）表示克拉美劳下界。在每个子图中，

仅横轴所示参数发生变化，其余参数为 4.1 节中设

定的参数。由图 5（a）可见，所提算法在不同测距

误差条件下均表现出较高的定位精度和较小的平

均定位误差，无论噪声强度如何，定位误差始终维

持在较低水平。在高噪声环境下，所提算法依然保

持误差曲线平稳、波动较小，表现出较强的鲁棒

性。图 5（b）显示了在固定测距误差条件下，不同

算法在通信范围从 60 m 扩大至 100 m 过程中的定

位性能。通信范围的扩大意味着节点间连接更密

集，有助于提高定位精度。本文算法在保证较高精

度的同时，计算复杂度更低。图 5（c，d）显示了算

法在不同节点数和锚节点数条件下的定位性能。

锚节点数量的增加可有效提升定位精度，但在锚节

点数量较少的情况下，本文算法优势更加明显。本

文方法可充分利用少量锚节点，通过迭代优化逼近

真实位置。节点数量增多时，本文算法通过分簇与

融合策略，有效控制了误差累积，在大规模网络情

况下具有优势。

图 5 算法性能随参数变化的仿真结果

Fig.5 Simulation results of algorithm performance with 
varying parameters

图 4 不同初始位置估计方法下的收敛速度比较

Fig.4 Comparison of convergence speeds under different 
initial position estimation methods

图 3 EuRoC 数据集上不同实验轮次下的三维定位误差变

化情况

Fig.3 Localization error variation across different experi‑
mental trials on the EuRoC dataset

439



第 58 卷南京航空航天大学学报（自 然 科 学 版）

5 结   论

本文提出了一种基于凸差分的无人机分簇融

合协同定位算法。仿真实验结果表明，无论是在理

想条件还是存在测距误差的条件下，该算法均具有

较高的定位精度。相比同类型算法，具有较小的定

位误差。算法在真实数据集的测试环境中也表现

稳定，且在收敛速度方面展现出优势，有效缩短了

定位计算所需时间。
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