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基于螺旋理论的 Hexaglide型并联机构奇异性分析
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摘要： 以 Hexaglide 型并联机构为研究对象，通过对并联机构的几何特性分析，得到每条支链的单位力旋量，结合

并联机构的静力平衡条件，推导出该并联机构的一阶力影响系数矩阵，基于构造零列的方法使一阶力影响系数

矩阵行列式奇异，进而确定了使该并联机构发生奇异的几何条件，通过构造行、列线性相关性的方法推导出

Hexaglide 型并联机构不会发生构型奇异的条件，在此基础上，将 3 类奇异条件统一转化为参数化表达式，定义了

可量化的几何安全距离指标，可代入优化模型用于设计阶段的奇异规避，为该机构的设计提供了理论支持和方

法依据。
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Singularity Analysis of Hexaglide Parallel Mechanism 
Based on Screw Theory

LIU Zihan， LI Chenggang， YUAN Jiaxuan， SU Yao， MA Xiaoyang
（College of Mechanical and Electrical Engineering， Nanjing University of Aeronautics & Astronautics， 

Nanjing 210016， China）

Abstract:Taking the Hexaglide⁃type parallel mechanism as the research object， the unit wrench screw of each 
limb is obtained by analyzing the geometric characteristics of the mechanism， and the first⁃order force 
influence coefficient matrix is derived based on the static equilibrium conditions. Using a zero⁃column 
construction method， the determinant of this matrix is made singular， thereby identifying the geometric 
conditions under which the mechanism becomes singular. Furthermore， by constructing linear dependencies 
among rows and columns， the conditions under which the Hexaglide mechanism does not exhibit 
configuration singularity are derived. On this basis， three types of singularity conditions are unified into a 
parametric form， and a quantifiable geometric safety distance index is defined， which can be incorporated into 
an optimization model for singularity avoidance at the design stage. This work provides theoretical support 
and a methodological foundation for the design of such mechanisms.
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相对于串联机构，并联机构具有输出精度高、

动态特性好、刚度大［1］、累积误差小且结构稳定紧

凑等优点，是机构学研究领域的主要研究方向

之一。

Hexaglide 型并联机构是瑞士苏黎世联邦理工

学院机床研究所提出的概念［2］，它与 Stewart 型并

联机构类似，但动平台是通过 6 条固定长度的支撑

杆和静平台上的滑块相连，杆的两端可通过球铰或

者虎克铰与动、静平台连接，当使用虎克铰连接时，

为了保证每条支链的自由度为 6，支撑杆应可以绕
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自身轴线旋转。

该构型的并联机构将电机固定在静平台的直线导

轨上，减轻了支撑杆的质量，也使得整个并联机构可以

沿着导轨双向快速运动，因此非常适合进行高效、精确

的操作［3］。在海上风洞模拟［4］、车辆运动仿真［5］、航空航

天、加工制造等领域［6］都有广泛的应用前景。

自并联机构问世以来，其运动学正逆解、工作

空间、动力学和奇异性等一系列问题就受到研究界

的广泛关注，其中，奇异性对求解并联机构的有效

工作空间、制定各项同性、灵活性等性能指标至关

重要，对奇异性的分析可以有效地影响和指导并联

机构的结构设计和应用［7］。Slavutin 等［8］通过融合

Aronhold⁃Kennedy 定理和 Assur 图奇异特性分析

提出了一种空间并联机构奇异性判据的新方法。

Yang 等［9］在约束奇异性分类中引入微分流形及其

空间理论，建立了一个关于约束奇异性分析的新体

系并推导出并联机构的某些奇异在特定工作场景

下可转化为有益特性的结果。Cheng 等［10］通过单

变量多项式方程建模与雅可比矩阵秩亏分析，揭示

姿态角临界值对奇异轨迹形态转变及构型空间分

类规律。Huo 等［11］借助几何代数将空间向量和旋

转表示等几何对象与矩阵乘法、矢量外积等计算方

式相结合，使得并联机构的空间几何问题统一在一

个代数系统中进行处理，用于确定并联机构的运

动、约束、自由度和奇异性。

本文以一种 Hexaglide型并联机构为例，对并联

机构的奇异进行分析，设计合理的平台铰点布局。

1 一阶力影响系数矩阵

1. 1　机构与坐标系

本文研究的 Hexaglide 型并联机构简图以及建

立的坐标系如图 1 所示。

建立世界坐标系 { O }，原点定义在 6 个下平台

铰点中心所在的平面上，动平台局部坐标系 { PO }
的原点定义在 6 个上平台铰点中心所在的平面上。

下平台的铰点坐标在世界坐标系 { O } 下表示为

Bi =[ Bi1，Bi2，Bi3 ] ( i = 1，2，…，6 )，上 平 台 铰 点 坐

标在局部坐标系 { P }下表示为 bi=[ bi1，bi2，bi3 ]( i =
1，2，…，6 )，在 世 界 坐 标 系 下 表 示 为 si =
[ si1，si2，si3 ] ( i = 1，2，…，6 )。 则 si = R∙bi + P，其

中，R为刚体旋转矩阵，P为刚体平移矢量。6 根完

全相同的支撑杆长度均设为 l，E 为相邻两个直线

导轨轴线的间距，H 为上平台与下平台在世界坐标

系下 Z 方向上的初始偏置。

xi( i = 1，2，…，6) 为上、下平台世界坐标系下

铰 点 坐 标 X 方 向 上 的 偏 差 ，选 取 |Bi1| - |si1 |>
0( i = 1，2，…，6 )，即如图 1 所示，最终可得

xi = Bi1 - si1 = αi l 2 - H 2 -( δi E + κi si2 )2

i = 1，2，…，6 （1）
式中：αi、κi 均为符号系数，δi 为偏置系数，其取值如

表 1 所示。

设定并联机构的初始状态为：上、下平台平行，

世界坐标系 { O } 的 Z 轴与局部坐标系 { P } 的 Z '轴

重合。此时，上平台的铰点在局部坐标系下坐标为

bi =[ bi1，bi2，0 ]T （2）
在世界坐标系下坐标为

si =[ bi1，bi2，H ]T （3）
下平台的铰点在世界坐标系下坐标为

Bi =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

[ xi + bi1，-E，0 ]T i = 1，6
[ xi + bi1，0，0 ]T i = 2，5
[ xi + bi1，E，0 ]T i = 3，4

（4）

需要注意的是，有对称特征的铰点布置具有稳

定性、更加规则的工作空间等优势，因此大部分并

联机构的动平台都采用等角半正六边形式铰点布

置。为了保证 Hexaglide 型并联机构的工作性能，

平台铰点布置应有一定的对称特征，并且应避免在

机构工作过程中使各支链之间轻易发生干涉。

1. 2　奇异判别矩阵

综合上文分析，Hexaglide 型并联机构的一般

构型及静力分析如图 2 所示。

图 2 中，上平台所承受的所有外力可以简化为

通过上平台一点的力 F和对该点的力矩M，将 6 个

力表示为力旋量后，由上平台处于静止状态，可以

得到螺旋方程

表 1 各系数取值表格

Table 1 Values of each coefficient

i

1
2
3
4
5
6

αi

+1
+1
+1
-1
-1
-1

δi

1
0
1
1
0
1

κi

-1
-1
+1
+1
-1
-1

图 1 并联机构简图与坐标系

Fig.1 Schematic and coordinate systems of parallel mecha⁃
nism
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∑
i = 1

6

fi$ i = F+M        $ i = Vi + ∈V 0i （5）

式中：fi 为第 i 杆受到的轴向力，$ i 为单位力旋量。

V i 为第 i 个支撑杆的单位向量，V 0i 为单位力旋量

的偶部，“∈”为对偶符号。

式（5）可简化表达为

V ⋅ f= F （6）
式中 V为初始的一阶力影响系数矩阵。进一步化

简得到最终的奇异判别矩阵

L= é
ë
êêêê ù

û
úúúús1 - B 1 … s6 - B 6

s1 × B 1 … s6 × B 6
（7）

将式（3、4）代入式（7）并经过计算后可以得到

一个下三角矩阵

L '=

é
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ê

ê

ê

ê

ê

ê
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ê
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ú

ú
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ú
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ú
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ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
H 0 0 0 0 0
H EH 0 0 0 0
H 2EH b12 - 2b22 + b32 0 0 0

H 2EH b12 - 2b22 + b42 2x2 - x1 - x4 + A 1( )b12 - 2b22 + b42

A 2
0 0

H EH b52 - b22 x2 - x5 - A 1( )b22 - b52

A 2
A 3 0

H 0 b62 - b12 x1 - x6 - A 1( )b12 - b62

A 2
A 4 A 5

（8）

式中

{A 1 = x1 - 2x2 + x3

A 2 = b12 - 2b22 + b32
（9）

A 3 = H ( b21 + x2 )- H ( b51 + x5 )+

( )x 5 - x2 + ( b22 - b52 ) A 1

A 2
·

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúH·A 6 - H·A 7 ( A 1 + A 8 )

A 2

A 9 - A 1 A 7

A 2

-

           H ( b22 - b52 ) ( A 1 + A 8 )
A 2

（10）

A 4 = H ( b11 + x1 )- H ( b61 + x6 )+

( )x 6 - x1 + ( b12 - b62 ) A 1

A 2
·

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúH·A 6 - H·A 7 ( A 1 + A 8 )

A 2

A 9 - A 1 A 7

A 2

-

           H ( b12 - b62 ) ( A 1 + A 8 )
A 2

（11）

A 5 = E ( b61 - b11 )- b12 ( b11 + x1 )+
           b62 ( b61 + x6 )+ Δ 1 （12）

其中各个中间变量分别为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

A 6 = b11 + x1 - 2( b21 + x2 )+ b41 + x4

A 7 = b12 - 2b22 + b42

A 8 = b11 - 2b21 + b31

A 9 = x1 - 2x2 + x4

（13）

矩阵中元素 A 5 的表达式非常复杂，但在后续

计算中可以排除该元素会对判别矩阵行列式值为

0 发生作用的可能性，在此只显示后续需要证明的

多项式，其他被忽略的多项式记为 ∆1。

2 奇异性分析

当一阶力影响系数矩阵行列式为零时，可以判

断并联机器人一定处于奇异位形。

观察 L'发现，一阶力影响系数矩阵的行列式

非常复杂和冗长，因此将其变化为更容易观察坐标

关系的下三角矩阵形式。

通过 L'可以清晰得到使 L'行列式为 0 的条件，

即令对角线上某一元素为 0。但得到的平台铰点

坐标关系反代入式（3）后进行矩阵计算并不能使 L

秩亏，因为在 L做高斯消元得到 L '的 过程中，L '对

角线元素为 0 得到的关系会使中间变换矩阵的某

个主元为 0，高斯消元失效，做行列变换再继续消

元后将得到不同于 L '的下三角矩阵。

下面基于 矩阵L '的 结构特性，通过构造零列

的方式推导出该矩阵的行列式为 0 的条件。

2. 1　在前 5列中构造零列

第 1 列和第 2 列只存在 E、H 两个常数项，无

法使一整列的元素全为 0。第 3 列开始出现与上

平台铰点坐标相关的变量，从中找出可以使整列

为 0 的变量关系式即可，从第 3 列中可以得到关系

式如下

图 2 并联机构静力分析

Fig.2 Static analysis of parallel mechanisms
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ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

2b22 = b12 + b32

b32 = b42

b52 = b22

b62 = b12

（14）

在第 4 列后 3 行中观察到每个元素中的 xi 与

bi2 能够一一对应，则式（15）可使第 4 列每一个元素

都为 0，则
xi = bi2    i = 1，2，…，6 （15）

第 5 列中 A3 和 A4 的表达式较长，但依然可以

得到令其为 0 的关系式。首先要排除第 3 列和第 4
列得到的关系式，避免在高斯消元的过程中由于前

一列主元为 0 而无法得到第 5 列的元素。其次，以

前文所限定的平台铰点应有一定的对称特征，根据

A 3、A 4 的多项式为线索，假设一个关系式使线性项

抵消或合并、令分式中的分子与分母形成对称结

构、构成符号相异等，指定关系式（20），第 5 列会构

成零列，则

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

bi1 = -b ( i + 3 )1

bi2 = -b ( i + 3 ) 2    i = 1，2，3
xi = -x ( i + 3 )

（16）

得到了可以约束 12 个自变量的关系式，但同

时该矩阵还受到式（1）的约束，为了避免约束矛盾，

将 式（16）中 bi2 代 入 式（1）后 ，得 到 关 系 式 xi =
-x( )i + 3 ，i = 1，2，3，与式（16）的约束相同，第 5 列得

到的上平台铰点坐标的关系式存在。

2. 2　构造第 6列为零列

第 6 列中 A5 表达式复杂，设定其为 0，得到上

平台铰点坐标的关系非常困难，可以通过前三列的

约束获取规律。

在式（8）中拥有 12 个自变量 bi1和bi2，6 个因变

量 xi。在第 3 列中，使用 4 个方程得到了 bi2 之间的

关系式（14），通过该关系看出，b32、b42、b52和b62 可以

用 b12 和 b22 表示，只要再添加 2 个约束 b12 和 b22 的方

程，6 个自变量就全部被约束。第 4 列能够得到 bi2

与 xi 之间的关系式（15），式（15）中 xi 被替换为 bi2，

此时式（1）关于每个组上、下平台铰点的 xi 的等式

变为一元二次方程，当方程满足一元二次方程有根

判别式时，可以推导出 xi = bi2 = 常数，并根据 xi 的

符号得到唯一解，此时会呈现出一个新的关系式为

xi = bi2 = -xi + 3 = -b ( i + 3 ) 2    i = 1，2，3 （17）
结合式（1，17）就可以将 6 个自变量全部约束。

第 5 列得到了 12 个自变量的关系式（16），只要给

关系式（16）中的 bi1、bi2 提供约束，就可以约束全部

12 个自变量。

第 5 列的条件已经得到全部 12 个自变量之间

的关系，只需要赋值就可以用尽矩阵的自由度。若

第 6 列引入更多独立约束条件，在保证支链不轻易

发生干涉、有一定对称特征且不能满足前几列得到

的关系式的前提下，更多独立的约束条件会导致矛

盾。比如式（12）的 3 个多项式展示了第 1 组上、下

平台铰点和第 6 组上、下平台铰点的关系，为了使

该 3 项 最 终 结 果 为 0，需 要 b11 = b61， b12 =
b62 ， x1 = x6，该关系式中的 x1 = x6 和式（1）矛盾，

因此 A 5 = 0 无法成立。

2. 3　构造行的线性相关性

通过构造行之间的线性相关性找到平台铰点

的布置特征。上一节已经通过使一列的每个元素

都为 0 来判别矩阵行列式为 0，本节需要设定一个

前置条件，即矩阵的每一个有自变量的元素都不为

0，通过确定某些自变量之间的关系并搭配确定的

系数使该列的元素之和为 0。
将 行 系 数 表 示 为 ci ( i = 1，2，…，6 )，则 只 要

满足

∑
i = 1

6

ci f i ′= 0( ci ≠ 0 ) （18）

式中 f 'i 为 L'中的第 i 个行向量。通过式（8）的前两

列常数每一列乘对应系数相加为 0 以及 A 5 ≠ 0 的

条件可以得到前置限制条件如下

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

c2 + 2c3 + 2c4 + c5 = 0

∑
i = 1

6

ci = 0

c6 = 0

（19）

在第 5 列中构造等式如下

c5 A 3 + c6 A 4 = 0 （20）
式中 c6 = 0，则式（20）变为 c5 A 3 = 0。在前面的限

制中已知 A 3 ≠ 0，则 c5 = 0。同理在第 4 列构造等

式如下

c4 L '( 4，4 )+ c5 L '( 5，4 )+ c6 L '( 6，4 )= 0 （21）
因为 c5 = c6 = 0，式（21）变为 c4 L'( 4，4 )= 0，

又 L'( 4，4 )≠ 0，则 c4 = 0。第 1~3 列重复此过程，

最终得到

c1 = c2 = c3 = c4 = c5 = c6 = 0 （22）
该结论与线性相关的定义相悖，因此无法得到

不全为 0 的系数标量使 L'的 6 行元素之间线性相

关，即 L'在不满足上文铰点坐标关系的情况下下

三角区元素都不为 0，则 Hexaglide 型并联机构不

会发生奇异。

3 结果分析与仿真

3. 1　奇异条件的构型分析

经过第 2 章的分析可以得到 3 组有一定对称

特征的上平台铰点坐标。

通过式（14）可以得到上、下平台铰点坐标为
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b1 = [ ]b11，b12，0 T

b2 = é
ë
êêêê

ù
û
úúúúb21，

b12 + b32

2 ，0
T

b3 = [ ]b31，b32，0 T

b4 = [ ]b41，b32，0 T

b5 = é
ë
êêêê

ù
û
úúúúb51，

b12 + b32

2 ，0
T

b6 = [ ]b61，b12，0 T

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

B 1 = [ ]x 1 + b11，-E，0 T

B 2 = [ ]x2 + b21，0，0 T

B 3 = [ ]x 3 + b31，E，0 T

B 4 = [ ]-x3 + b41，E，0 T

B 5 = [ ]-x2 + b51，0，0 T

B 6 = [ ]-x1 + b61，-E，0 T

（23）

则上平台铰点布置不需要在 X 方向上有任何关系，

只要满足以上的铰点坐标特征，即会出现奇异。计

算出其每条支链的方向向量为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

s1 - B 1 =[-x1，b12 + E，H ]T

s6 - B 6 =[ x 1，b12 + E，H ]T

s2 - B 2 =[-x2，
b12 + b32

2 + E，H ]T

s5 - B 5 = é
ë
êêêê

ù
û
úúúúx2，

b12 + b32

2 + E，H
T

s3 - B 3 =[-x3，b32 + E，H ]T

s4 - B 4 =[ x 3，b32 + E，H ]T

（24）

可 以 看 出 ，s i - B i 与 s i + 3 - B i + 3 关 于 YOZ 平 面

对称。

通 过 式（15）可 以 得 到 上 、下 平 台 铰 点 坐

标为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

b1 = [ ]b11，b12，0 T

b2 = [ ]b21，b22，0 T

b3 = [ ]b31，b32，0 T

b4 = [ ]b41，-b12，0 T

b5 = [ ]b51，-b22，0 T

b6 = [ ]b61，-b32，0 T

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

B 1 = [ ]b12 + b11，-E，0 T

B 2 = [ ]b22 + b21，0，0 T

B 3 = [ ]b32 + b31，E，0 T

B 4 = [ ]-b12 + b41，E，0 T

B 5 = [ ]-b22 + b51，0，0 T

B 6 = [ ]-b32 + b61，-E，0 T

（25）
由上文推导出的式（17），计算出其每条支链的

方向向量为

ì
í
î

s i - B i =[-bi2，bi2 + E，H ]T

s i + 3 - B i + 3 =[ bi2，-b ( i + 3 ) 2 - E，H ]T （26）

可以看出s i -B i与s i+ 3 -B i+ 3关于Z轴中心对称。

通过式（16）可以得到上、下平台铰点坐标为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

b1 = [ ]b11，b12，0 T

b2 = [ ]b21，b22，0 T

b3 = [ ]b31，b32，0 T

b4 = [ ]-b11，-b12，0 T

b5 = [ ]-b21，-b22，0 T

b6 = [ ]-b31，-b32，0 T

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

B 1 = [ ]x 1 + b11，-E，0 T

B 2 = [ ]x2 + b21，0，0 T

B 3 = [ ]x 3 + b31，E，0 T

B 4 = [ ]-x1 - b11，E，0 T

B 5 = [ ]-x1 - b21，0，0 T

B 6 = [ ]-x1 - b31，-E，0 T

（27）
 计算出每条支链的方向向量　

ì
í
î

s i - B i =[-xi，bi2 + E，H ]T

s i + 3 - B i + 3 =[ xi + 3，-b ( i + 3 )× 2 - E，H ]T（28）

可 以 看 出 ，s i - B i 与 s i + 3 - B i + 3 关 于 Z 轴 中 心

对称。

在满足第 5 列得到的关系式的前提下添加更

多的约束条件

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

b11 = b31

b22 = 0
b12 = -b32

（29）

则会呈现如图 3（a）结构的上、下铰点布置，6 个点

以 Y 轴为分界，3 个 1 组的分布两个圆心于 X 轴、关

于 Y 轴对称的圆上。若再加一个约束条件，即两

个圆重合，如图 3（b）所示。可以发现在初始静止

状态下，该配置的 Hexaglide 型并联机构可以明显

等效为 Stewart型并联机构，同时也满足 Stewart型
并联机构上、下平台图形相似而各对应点相连就会

发生构型奇异的结论［12］。

3. 2　仿真分析

分别建立符合 3、4、5 列铰点坐标关系的 Hexa⁃
glide 型并联机构进行仿真实验，初始状态下保持

图 3 两种类 Stewart型并联机构的布置

Fig.3 Two Stewart⁃like parallel mechanism configurations
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并联机构的上、下平台相对位置与图 1 所示基准状

态一致，在所有滑块锁止且只有重力作用的工况

下，其位姿参数时序响应如图 4 所示。可见图 4 中

( a、b、c )三者趋势相似，均在 0~2.5 s 间，上平台位

姿参数基本保持稳定，在 3 s 左右系统状态发生突

变，其中位置变化非常小，速度发生一定变化，加速

度出现急剧上升。该动力学行为表明，在现有构型

条件下，并联机构出现了奇异现象，上平台在特定

工况下产生非预期运动。

上述 3 种构型的并联机构在仿真期间均会出

现在上平台即将运动的一瞬间，仿真软件报错的情

况，查找原因后，得知该错误是因为在当前状况下，

并联机构出现了雅可比矩阵奇异，机构自由度实际

丧失，运动方程无法求解，约束不再满足，导致仿真

软件无法继续求解运动方程，这种报错同样印证了

这些构型会在初始状态下出现奇异现象。

3. 3　虎克铰在奇异中的影响

值得一提的是，如果所使用的并联机构支链中

存在双端虎克铰，应注意上平台虎克铰的轴线方向

问题，不同的布置方式会产生不同的自由度，从而

可能导致机构发生奇异［13］。特殊的布置方式在使

用速度雅可比矩阵验证时并不能发现奇异［14］，而

需要通过螺旋理论才可以找到［15］。

4 奇异条件参数化与设计优化

为了便于在设计阶段直接使用，本文利用得到

的上、下铰点坐标关系以及 s i - B i，将 3 类奇异条

件进行参数化表达。

记支链方向向量为

j i ( p )= s i ( p )- B i ( p )    i = 1，2，…，6 （30）
式中：s i和B i 分别为上铰点、下铰点在世界坐标系

中 的 位 置 ； p 为 设 计 参 数 ， p=
[ bij， Bij，E，H，L ]，i = 1，2，…，6，j = 1，2，3。

引入两个标准对称变换为

ì
í
î

R yz =[-1，1，1 ] YOZ面镜像

R xy =[-1，-1，1 ] 绕Z轴旋转180°
（31）

由式（23，24）可得到上铰点 bi2 之间的关系，并

发现 3 对支链方向向量关于 YOZ 平面对称，对应 1
和 6、2 和 5、3 和 4，具体如下

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

l1 - R yz l6 = 0
l2 - R yz l5 = 0
l3 - R yz l4 = 0

b22 - b12 + b32

2 = 0

（32）

将式（32）合并记为 S( )3 ( p ) = 0。
由式（25，26）可得到 3 对支链方向向量中心对

称或绕 Z 轴旋转 180°时，即

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

l i - R xy l i + 3 = 0 i = 1，2，3
xi - bi2 = 0 i = 1，2，…，6
bi2 + b ( i + 3 ) 2 = 0 i = 1，2，…，6
xi + x ( i + 3 ) = 0 i = 1，2，…，6

（33）

将式（33）合并记为 S( )4 ( p ) = 0。
由式（28）同样可得到 3 对支链方向向量的成

对对称关系为

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

l i - R xy l i + 3 = 0
bi1 + b ( i + 3 )1 = 0
bi2 + b ( i + 3 ) 2 = 0
xi + x ( i + 3 ) = 0
i = 1，2，3

（34）

将式（34）合并记为 S( )5 ( p ) = 0。
3 类奇异判据可整体表达为

S( n ) ( p )= 0    ∃n ∈ { 3，4，5 } （35）
为了在设计阶段系统规避奇异，将式（35）奇异

判据代入机器人设计方法中。根据 3 类奇异设定

几何安全距离为

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

d ( n ) ( p )= S( n ) ( p )
2

d ( p )= min
n ∈ { 3，4，5 }

d ( n ) ( p )
（36）

式中：d ( )n ( p )为设计参数 p到本文第 n 种奇异的距

离，d ( p )即为几何安全距离，取 3 种奇异中最小的

图 4 每列构型上平台位置、速度、加速度随时间的变化

Fig.4 Variation of position, velocity, and acceleration of 
the upper platform over time obtained from each col⁃
umn
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一个距离。在设计阶段施加 d ( p )≥ δ，δ 为最小安

全距离，以此来保证远离这 3 类奇异。

实际优化过程中，在确定构型的前提条件下，

将 3 类奇异条件转化为几何安全距离约束 d ( p )≥
δ 并融入优化模型中，结合行程、转角等工程边界，

可对设计参数进行优化。

5 结   论

本文基于螺旋理论，对 6 自由度的 Hexaglide
型并联机构建立了坐标系并设计自变量，推导出一

阶力影响系数矩阵。通过分析该矩阵的三角形式，

发现无法仅以对角线元素为 0 来判定 6 个向量的线

性相关性。提出构造零列的方法，使下三角判别矩

阵的行列式为 0，并由此推导出使整列元素为 0 的

平台铰点坐标关系。进一步归纳出 3 种会导致机

构发生奇异的铰点坐标特征。

在构造零列的基础上，又构造了行的线性相关

性条件，推导出当不满足零行条件且上下三角区的

元素均不为 0 时，机构不会发生构型奇异。仿真结

果表明，在设定初始条件下，动平台位置、速度和加

速度仍会变化；且在这些奇异构型中，各支链方向

向量呈现两两关于某平面或某轴的对称关系，这为

铰点布局设计提供了几何上的解释。

基于上述分析，本文将 3 类奇异条件统一转化

为参数化表达式，定义了可量化的几何安全距离  
d ( p )，可通过设定最小安全距离 δ，并将 d ( p )≥ δ

代入优化模型中，直接用于设计阶段的奇异规避。
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