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小 Pr数液桥的浮力‑热毛细对流线性稳定性分析
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摘要： 为研究小 Pr 数液桥的浮力‑热毛细对流线性稳定性，在常重力条件下（更贴合实际条件），结合两个不同的

加热方式对 Pr = 0.011 的硅液桥的浮力‑热毛细对流稳定性进行了研究，并与零重力时液桥的流动稳定性进行比

较。结果显示：重力存在和零重力时流动的失稳类型均为由剪切机制导致的波数为 2 的静态失稳，重力的引入并

没有改变流动的失稳模式和失稳机制。重力存在时，加热方向的不同对液桥流动稳定性的影响不同，考虑自由

液面变形时，底部加热时液桥流动的稳定性强于顶部加热时液桥流动的稳定性，不考虑自由液面变形时则与之

相反。常重力时，液桥流动的稳定性并不总是强于零重力时液桥流动的稳定性，与加热方式相关；当 Bo 不大于

0.34（底部加热）或 Bo 不大于 3.05（顶部加热）时可以忽略重力对液桥流动稳定性的影响。
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Linear Stability Analysis of Buoyancy‑Thermocapillary Convection of 
Liquid Bridge with Small Pr Number
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Abstract:To study the linear stability of the buoyancy-thermocapillary convection in a small Prandtl number 
liquid bridge， the buoyancy-thermalcapillary convection stability of silicon liquid bridge with Pr=0.011 is 
studied under constant gravity combined with two different heating methods， and compared with the flow 
stability of liquid bridge under zero gravity（real-world applicability）. The results show that：The instability 
type of flow in the presence of gravity and zero gravity is static instability with wave number 2， and the 
instability of flow is caused by shear mechanism. The introduction of gravity has not changed the instability 
mode and mechanism of flow. While gravity exists， different heating directions have different effects on the 
flow stability of the liquid bridge. When considering the free surface deformation， the stability of the liquid 
bridge flow under bottom heating is stronger than that under top heating， and the opposite is true when not 
considering the deformation of free surface. The stability of liquid bridge flow in the presence of constant 
gravity is not always stronger than that in zero gravity， which is related to the heating mode. When Bo ≤ 
0.34 （bottom heating） or Bo ≤ 3.05 （top heating）， the effect of gravity on the flow stability of the liquid 
bridge can be neglected. 
Key words:  liquid bridge； buoyancy-thermocapillary convection； stability； energy analysis

热毛细对流和浮力‑热毛细对流广泛存在于许

多工业生产和技术研究中，浮区法制备高质量单晶

硅［1］就是其中很重要的一个应用。在空间微重力

环境下，可以生产出较为大尺寸的晶体，但由于其
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特殊的生产条件，难以实现工业化的大规模生产，

实际的晶体工业化生产仍以地面为主。在地面的

浮区法生产单晶体过程中，由于重力的存在，熔体

中存在的不均匀的静压容易使得熔区塌陷，此外重

力引起的非稳定的浮力流和由流体温度梯度引起

的界面上的热毛细流的综合流动使得液桥熔区的

流动更为复杂，其流动失稳可能造成比微重力条件

下更大的晶体生长条纹，从而影响晶体生长质量。

因此，对常重力条件下浮区法制备单晶体过程中熔

区的浮力‑热毛细流动稳定性的研究显得尤为重要。

液桥模型是被广泛用于研究浮区法晶体生长

中熔体流动的简化模型。早期主要集中于对微重

力条件下液桥中热毛细对流的研究，在微重力环境

下，热毛细流在液桥流体流动中占据主导地位［2］，

液桥的自由液面被近似为直圆柱面，使得研究更为

方便。Schwabe 等［3‑4］通过实验证实了热毛细流失

稳会导致对流振荡。随后，Levenstam 等［5］对硅熔

体（Pr=0.011）浮区内的热毛细对流的数值研究表

明二维轴对称的热毛细对流失稳会先转化为三维

定常流动。Wanschura 等［6］更是结合线性稳定性分

析和能量分析，揭示了液桥流动失稳的两种失稳机

制，即当 Pr ≪1 时，流动失稳为静态失稳，由剪切机

制造成，当 0.5<Pr<5 时，为振荡失稳，由热毛细

机制造成。

在重力环境下，液桥的自由液面不再是标准直

圆柱面，而是上下不对称的“S”形曲面［7］，这给重力

条件下液桥模型的数值计算增加了难度。早期对

重力环境下液桥流动稳定性的研究主要以实验的

方式进行，而由于小 Pr 液体熔点高、易挥发、不透

明等特性，非常不利于实验研究，因此对液桥流动

稳定性的实验研究也主要针对比较大 Pr 的液体。

Barthel 等［8］和 Chun 等［9‑10］分别在液桥的地面实验

中观测到了液桥中流动从稳态到失稳过程中的过

渡现象。Cao 等［11］的实验研究发现自由液面形状

参数 dmin /d 0 对液桥内热毛细对流起振非常关键。

Hu 等［12］通过地面实验研究了液桥体积比对液桥流

动稳定性的影响，获得了具有“胖桥”（Fat bridge）
和“瘦桥”（Thin bridge）两个分支的稳定性曲线，并

且在两个分支之间出现了一个稳定性趋于无穷大

的“gap”区。随后，Masud 等［13］在常重力条件下对

多种硅油液桥中热毛细对流由稳态向振荡转变的

临界温差随液桥体积比变化的实验研究中也得到

了与 Hu 等［12］类似的结果。Wang 等［14］在高普朗特

数（Pr=28.1）液桥的地面实验中成功捕捉到了浮

力‑热毛细对流的失稳临界条件。Shevtsova 等［15］

通过对 5 个不同小组发表的 9 组高普朗特数（Pr =
68）液桥的地面实验的基础数据进行统计分析，给

出了可用于数值模拟验证用的基准数据。

早期很多学者认为重力环境下小尺寸液桥的

界面变形对液桥流动稳定性的影响是可以忽略不

计的，因而对重力存在时液桥内浮力‑热毛细流的

研究是在标准的直圆柱液桥模型上进行的。Wan‑
schura 等［16］在研究 Pr = 4 的直圆柱液桥内热毛细

管‑浮力流的稳定性时指出从底部加热液桥内的流

动稳定性比从顶部加热时强。首先在数值上对考

虑自由液面变形的液桥进行研究的是 Kozhoukha‑
rova 等［17］，但其研究的液面变形很小。Li等［18‑20］则

对具有大变形自由液面的液桥进行了数值研究，但

只对液桥内的流动结构进行了简单的研究。Lap‑
pa 等［21］则在使用三维直接数值模拟对重力条件下

低普朗特数（Pr = 0.01，0.02）液桥的稳定性进行研

究时指出，当忽略液桥自由液面变形，顶部加热时

液桥内的流动稳定性强于零重力时液桥内的流动

稳定性，底部加热时液桥内的流动稳定性则弱于零

重力时液桥内的流动稳定性，这与 Wanschura 等［16］

的结论相反；而当考虑液桥自由液面变形时，无论

哪种加热方式，重力环境下液桥的流动稳定性总是

强于零重力时液桥内的流动稳定性。Nienhüser等［22］

在重力环境下对小普朗特数（Pr = 0.02）和大普朗

特数（Pr = 4）的液桥进行数值研究时指出，小普朗

特数液桥由重力引起的自由液面变形对流动稳定

性的影响大于重力引起的浮力对流动稳定性的影

响；而大普朗特数液桥则相反。Li 等［23］则在使用

三 维 直 接 数 值 模 拟 对 另 一 低 普 朗 特 数

（Pr = 0.009）液桥进行研究时进一步指出，重力引

起的自由液面变形对液桥内流动的第一次和第二

次失稳均占主导作用。最近，Le 等［24］同样使用三

维直接数值模拟对重力环境下 Pr = 0.01 液桥的流

动稳定性进行研究时得出了与 Nienhüser等［22］相同

的结论，并指出，重力引起的自由液面变形在从液

桥底部加热时对流动的第二次失稳过程起稳定作

用，而从液桥顶部加热时则表现为失稳作用。

到目前为止，在重力环境下，以硅为代表的低

普朗特数材料无论在实验上还是数值上的研究都

很有限，而在地面进行单晶体的大规模工业化生产

时重力的影响是个绕不开的话题，硅作为单晶生长

的原材料，研究它所形成的液桥在重力条件下的流

动稳定性对提高单晶生长质量有很现实的指导意

义。本文结合不同的加热方式，对有无重力存在下

液桥内流动的稳定性以及相关的失稳机制进行了

对比研究。首先，使用高精度的谱元方法精确计算

了二维轴对称流动的基态解，然后，使用线性稳定

性分析技术对流动失稳的临界参数进行捕捉，最

后，使用扰动能量分析揭示了流动失稳的潜在机制。
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1 问题描述与数值方法

1. 1　数学和物理模型

本文所研究的液桥模型如图 1 所示，顶部为热

端（冷端），底部为冷端（热端），热端温度标识为

T h，冷端标识为 T c，两端圆盘的半径相等且同心，

标识为 R，两个圆盘距离为 H（特征尺寸），熔体保

持在两个圆盘之间，熔体边缘与盘的边缘完全贴

合，记熔区自由液面上一点到对称轴的垂直距离

r = f ( z )，其为纵坐标 z 的单值函数。所研究的熔

体为硅熔体，其相关的物性参数如表 1 所示。为了

方便对液桥模型的描述，定义高径比 Γ = H/R，体

积比 ν = V/V 0，其中 V 为熔区体积，V 0 为与两圆

盘等半径的标准直圆柱的体积。

首先，针对所研究的液桥模型有以下几个基本

假设：（1） 液桥的上下壁面以及自由液面均绝热；

（2） 硅熔体为不可压缩的牛顿流体；（3） 采用布辛

涅司克近似（Boussinesq approximation）的 Navier‑
Stokse 方程；（4） 自由液面上表面张力为温度的线

性函数，其函数关系式为 σ ( T )= σ0 - γ ( T - T 0 )，
其 中 σ0 是 参 考 温 度 T 0 下 的 表 面 张 力 ，γ =
-∂σ/∂T | T = T0 为线性表面张力系数；（5）液桥无旋

转，即周向速度为 0；（6）所有的固‑液接触面均是无

滑移的。

基于以上假设，选择用于对长度、时间、速度、

压力进行无量纲化的参数分别为 H、H 2 /υ、υ/H，

ρυ2 /H 2，并定义无量纲的温度 T* = ( T - T c ) /ΔT，

其中 ΔT = T h - T c。重力存在时，基于轴对称坐

标系（r，θ，z），控制模型中流体流动的无量纲化的

Navier‑Stokse 方程（此处略去了无量纲量的上标

“*”，后续无量纲量均略去上标“*”）为

∂u
∂t

+( u ⋅ ∇ ) u= -∇p + ∇2u+ GrTez （1）

∇ ⋅ u= 0 （2）
∂T
∂t

+( u ⋅ ∇ )T = 1
Pr

∇2T （3）

式中：u= ( u，v，w )为速度矢量，ez 代表 z 方向的单

位矢量，p 为压力，T 为温度，t 为时间，∇ 为梯度算

子 ，∇2 为 拉 普 拉 斯 算 子 ，Gr = gβΔTH 3 /υ2 为

Grashof数，Pr = υ/κ 为 Prandtl数。

上下固壁边界条件为

ì
í
î

z= 0：u= 0，T= 0( 顶部加热 )或T= 1( 底部加热 )
z= Γ：u= 0，T= 1( 顶部加热 )或T= 0( 底部加热 )

（4）
自由液面的运动、切向应力平衡以及绝热边界

条件为

r = f ( z )：

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

u ⋅ n= 0

τ z ⋅ ( S ⋅ n )= - Ma
Pr

τ z ⋅ ∇T

τθ ⋅ ( S ⋅ n )= - Ma
Pr

τθ ⋅ ∇T

n ⋅ ∇T = 0

（5）

式中：n= ( )1
N f

，0，- f '
N f

为自由液面曲线上一点的

法向量，τ z = ( )f '
N f

，0， 1
N f

为该点在（r，z）平面内的

切向量，τθ = ( 0，1，0 )为该点在（r，θ）平面内的切向

量，其中，N f = 1 + f '2 ，f '=
∂f
∂z

；S= ∇u+( ∇u )T；

Ma = γΔTH/ρυκ 为 Marangoni数。

由于重力的存在，液桥自由液面将发生较大变

形。自由液面一点到对称轴的垂直距离 r = f ( z )
会随着时间动态变化，根据文献［25‑26］中的介绍，

其形状方程由自由液面处的法向应力平衡确定，其

具体表达式为

CaPr
Ma

P s = Boz - 1
N f ( )f ″

N 2
f

- 1
f

（6）

式中 Ca = γΔT/σ0，为 Capillary 数。

相应的边界条件为

f ( 0 )= f ( Γ )= 1 （7）

图 1 重力环境下的半浮区液桥模型

Fig.1 Semi-floating zone liquid bridge model under terres‑
trial gravity

表 1 硅熔体的相关物性参数

Table 1 Relevant physical property parameters of molten 
silicon

参数

普朗特数 Pr

密度 ρ/（kg·m-3）

表面张力系数 γ/（N·m-1·K-1）

基础表面张力 σ0/（N·m-1）

热扩散系数 κ/（m2·s-2）

运动学黏度 υ/（m2·s-2）

热膨胀系数 β/K-1

数值

0.011
2 530

7×10-5

1.83×10-2

2.53×10-5

2.767×10-7

1.5×10-4
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该方程含 P s、f两个未知变量，因此还需要补充

一个控制方程才能对该问题进行求解。基于流体

的不可压特性，可引入体积守恒公式

ν = Γ-1∫
0

Γ

f 2 ( z ) dz （8）

作为补充控制方程，这里以底部半径长为单位

“1”长度，ν为体积比。

本文使用高精度的谱元方法对式（6~8）进行

离散求解以得到自由液面的形状，使用时间分裂法

形式的谱元方法对式（1~5）进行离散求解以得到

轴对称的二维基态解。

1. 2　线性稳定性分析

通过对求得的二维基态解施加一个无穷小的

三维扰动可以对基态流动的线性稳定性进行研究，

将 u= u0 + û、p = p0 + p̂、T = T 0 + T̂ 代入式（1~
3）并舍去二阶小量，可得扰动控制方程如下

∂û
∂t

+( u0 ⋅ ∇ ) û+( û ⋅ ∇ ) u0 =-∇p̂ + ∇2 û+ GrT̂ez

（9）
∇ ⋅ û= 0 （10）

∂T̂
∂t

+( u0 ⋅ ∇ ) T̂ +( û ⋅ ∇ )T 0 = 1
Pr

∇2T̂    （11）

式中：u0、p0、T 0 分别为基态速度、压力和温度，û、p̂、

T̂ 分别为扰动速度、压力和温度。

扰动边界条件为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

z = 0：û = v̂ = ŵ = 0，T̂ = 0
z = H：û = v̂ = ŵ = 0，T̂ = 0
r = 1：û = ŵf '
∂v̂
∂n

= 1
N f ( )v̂

r
- 1

r
∂û
∂θ

+ f '
1
r

∂ŵ
∂θ

- Ma
Pr

1
r

∂T̂
∂θ

∂ŵ
∂n

=-N f
Ma
Pr

∂T̂
∂τ

+ f '
∂ŵ
∂τ

- ( )f '
∂û
∂n

+ ∂û
∂τ

∂T̂
∂n

=-BiT̂

  （12）

式中 Bi 表示毕渥数，表征导热热阻与换热热阻的

比值。

扰动可以用正则模态表达，其表达式为

ϕ̂ ( r，θ，z，t )= ϕ͂ ( r，z ) eλt + ikθ + c.c （13）
式中：ϕ 代表 u、P、T 等变量；ϕ͂ ( r，z )代表扰动变量

场；c.c 代表式（13）右端项中复数虚部项的共轭；

λ = λr + iλi 为一个复数，λr 为线性增长率，λi 为振荡

频率；k表示周向失稳波数。将式（13）代入式（11）和

（12）并使用 PN × PN - 2 形式的谱元方法对方程进

行离散，可得到一个形如AX͂= λBX͂的广义特征值

问题，其中 A为离散后得到的带状非奇异矩阵，B

为离散后得到的对角奇异矩阵，其奇异性由对连续

性方程的离散引起，X͂表示待求解的扰动变量场。

对该广义特征值问题使用基于 ARPACK 程序包

内的隐式重启 Arnoldi 方法（Implicitly restarted Ar‑
noldi method）进行求解［27］，随着 Ma ( Re ) 增加，当

求得相应的特征值 λ 后，就可以对流动是否失稳做

出判断。当 λr < 0 时，意味着随着时间的推移，扰

动量最终将趋于 0，则流动处于稳定状态；当 λr > 0
时，意味着随着时间的推移，扰动量最终将趋于无

穷大，则流动处于失稳状态；当 λr = 0 时，则流动处

于第一次失稳状态的临界点，此时的 λ 即为线性稳

定性分析需要捕捉的临界特征值，对应的 Ma ( Re )
为临界 Ma ( Re )。在求得临界特征值后，若与之对

应的 λi = 0，则流动属于静态失稳，若与之对应的

λi ≠ 0，则流动属于振荡失稳，其中 λi > 0 表示振荡

向顺时针方向传播，λi < 0 表示振荡向逆时针方向

传播。

1. 3　能量分析

为了理解具体的流动失稳机制，对临界状态的

扰动能量进行分析是非常有必要的。

对扰动动量方程（9）两边点乘扰动速度 û，并

在整个计算区域内进行积分，可得扰动动能 E kin 的

变化率

1
Dk

∂
∂t

E kin = -1 + M r + M θ + M z + Iv + Bu   （14）

式中：Dk =∫V
( ∇ × û )2 dV 表示单位时间内扰动产

生的黏性耗散；M r = 1
Dk

∫ S
nz û ( )∂û

∂z
- ∂ŵ

∂r
dS 表示

单位时间内扰动热毛细力在自由液面径向做的功

与 Dk 的比值；M θ = 1
Dk

∫ S
v̂
é

ë

ê
êê
ênr( )∂v̂

∂r
- 1

r
∂û
∂θ

+ v̂
r

+ 

ù

û

ú
úú
únz( )∂v̂

∂z
- 1

r
∂ŵ
∂θ

dS 表示单位时间内扰动热毛细

力 在 自 由 液 面 周 向 做 的 功 与 Dk 的 比 值 ；M z =
1

Dk
∫ S

nr ŵ ( )∂ŵ
∂r

- ∂û
∂z

dS 表示单位时间内扰动热

毛 细 力 在 自 由 液 面 轴 向 做 的 功 与 Dk 的 比 值 ；

Iv =- 1
Dk

∫V
û ⋅( û ⋅ ∇ ) u0 dV = Iv1 + Iv2 + Iv3 + Iv4 +

Iv5 =- 1
Dk

  é
ë
ê
êê
êûû ∂u0

∂r
 + ûŵ ∂u0

∂z
 + v̂u0 v̂

r
 + ŵû ∂w 0

∂r
 +

ù
û
úúúúŵŵ

∂w 0

∂z
dV 表示单位时间内从基态速度场向扰动

速度场传递的能量与 Dk 的比值；Bu = Gr
Dk

∫V
ŵT̂dV

表示单位时间内扰动热浮力所做的功与 Dk 的比

值。这里，V 表示熔区体积，S 表示自由液面。

上述各能量项用高斯积分近似计算，若值为正

表示失稳效应，值为负则表示稳定效应。为了便于
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对各能量项的相对大小进行比较，用相应的耗散项

Dk 对各能量项进行了归一化处理。

2 结果与讨论

为进一步验证本研究计算所使用的代码的有

效性，将基于本文代码所计算的临界参数与几个已

经发表的文献数据进行了对比，如表 2 所示。可以

看到，使用本文代码计算出的 Rec与几个已经发表

的文献数据的偏差在 2% 以内，保持了很好的一致

性，充分证明了本文数值结果的有效性。

根据 Slobozhanin 等［30］，在重力存在的情况下，

当液桥的体积比 ν、高径比 Γ 和 Bo 数的组合关系超

出一定界限时轴对称稳定的液桥会发生断裂或者

从圆盘边缘剥离，这不属于本文探讨的范畴。根据

文献［30］，在 Γ = 1、ν = 1 时，Bo 数应不大于 5。本

文研究的液桥选定 Γ = 1、ν = 1，经计算，要保证硅

熔体液桥不发生上述断裂和剥离现象，则该液桥的

特征长度 H 应不大于 2 mm。本文选定液桥的特

征长度 H = 2 mm。

选择 Γ = 1、ν = 1、Bo = 5.42 对网格收敛性进

行验证。分别使用 41r × 49z（径向 10 个单元，轴向

12 个单元，单元内采用四阶多项式插值）、51r × 61z

（径向 10 个单元，轴向 12 个单元，单元内采用五阶

多项式插值）、61r × 73z（径向 10 个单元，轴向 12 个

单元，单元内采用六阶多项式插值）3 套网格对选

定参数的液桥模型的临界 Ma 进行了计算，相对

61r × 73z 的临界 Ma，41r × 49z 的临界 Ma 与其偏差

不超过 2%，51r × 61z 的临界 Ma 与其偏差不超过

1%，兼顾计算精度与效率，本文选择 51r × 61z 进行

后续计算。

本 文 研 究 的 等 径 液 桥 固 定 Γ = 1、ν = 1、
H = 2 mm( Bo = 5.42 )。根据加热方式的不同，笔

者分两个组别对 8 个工况进行了计算，具体如下：

组别组别 1 底部加热

（1） Bo = 0，Gr = 0；（2） Bo = 0，Gr ≠ 0；
（3） Bo ≠ 0， Gr = 0；（4） Bo ≠ 0，Gr ≠ 0

组别组别 2 顶部加热

（1） Bo = 0，Gr = 0；（2） Bo = 0，Gr ≠ 0；
（3） Bo ≠ 0， Gr = 0；（4） Bo ≠ 0，Gr ≠ 0

通过计算，上述 8 个工况下的临界参数见表 3。
以下将对有无重力存在时流动的失稳机制以及加

热方向对流动稳定性的影响进行重点讨论。

2. 1　失稳模态和机制

由 表 3 可 以 明 确 看 出 ，重 力 存 在（Bo ≠ 0，

Gr ≠ 0）时，无论底部加热还是顶部加热，流动的失

稳均为波数为 2 的静态失稳，这与零重力（Bo = 0，
Gr = 0）时表现是一样的。重力并没有改变液桥的

失稳模式和失稳波数，所不同的是，在重力存在的

情况下，液桥流动失稳的临界 Ma c 数相较于零重力

时有了较为明显的提升。

自由液面上扰动温度模式与扰动速度分布如

图 2 所示。重力存在（图 2（c，d））和不存在（图 2（a，
b））时在自由表面上扰动温度均形成了 2 对冷热

表 2　不同普朗特数的液桥（Γ = 1，ν = 1）在常重力/零重力下的临界失稳参数

Table 2　Critical instability parameters for liquid bridges with different Prandtl numbers （Γ = 1，ν = 1） under normal/
microgravity conditions

Pr

0.01
0.01
0.02

Bo

0（0g）

0（0g）

5.33（1g）

文献结果

作者

Lappa 等［28］

Wang 等［29］

Nienhüser等［22］

Rec

1 927
1 902
2 200

kc

0
0
0

mc

2
2
2

本文结果

Rec

1 909

2 240

kc

0

0

mc

2

2

表 3 不同工况下临界参数（Γ = 1，ν = 1）
Table 3 Critical parameters under different operating 

conditions （Γ = 1，ν = 1）

参数

Bo = 0，Gr = 0
Bo = 0，Gr ≠ 0
Bo ≠ 0，Gr = 0
Bo ≠ 0，Gr ≠ 0

底部加热

Ma c

21.0
20.8
28.7
28.7

fc

0
0
0
0

kc

2
2
2
2

顶部加热

Ma c

21.0
21.1
24.3
24.3

fc

0
0
0
0

kc

2
2
2
2

图 2 临界条件下自由液面上的扰动温度模式与扰动速度

分布

Fig.2 Disturbance temperature mode and velocity distribu‑
tion on the free surface under critical conditions
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极，这与流动失稳的周向波数为 2 相对应，且自由

液面上的扰动速度从冷极流向热极，与基态温度从

热端流向冷端方向相反，这说明无论重力是否存

在，流动失稳均属于纯水动力学现象，并不依赖

热毛细机制，此时热毛细力只起到驱动热毛细对

流的作用。

利用扰动能量分析可以充分揭示流动失稳的

机制。重力存在和不存在时的扰动能平衡如图 3
所示。不管重力是否存在，在扰动动能平衡中都是

Iv4 占据主导地位，Iv4 = -∫V
ŵû∂ r w 0 dV/Dk 表征由

基态流的轴向剪切所引起的从基态流到扰动流场

的能量传递。由图 4（a~d）左边可以看出，在液桥

中 部 靠 近 自 由 液 面（r = 0.8）和 靠 近 对 称 轴

（r = 0.4）处轴向速度的径向梯度很大，扰动速度

（图 4（a~d）右边）在这两处也比较大，使得局部扰

动动能 Iv4 在这两处产生两个极值。此外，从图 4
（a~d）右边可以看到，局部扰动总动能 Iv 所形成的

两个极值恰能很好地被 Iv4 捕捉，进一步说明了使

流动失稳的主要能量来自 Iv4。因此，上述流动失

稳均是由剪切机制导致的，相同的失稳机制在文献

［28］中也被提及。

图 3 临界条件下扰动动能平衡柱状图

Fig.3 Disturbance kinetic energy budget bar chart under 
critical conditions

图 4 临界条件下流场特征（基态流线（color）、轴向速度

（vectors）（左）与扰动速度（isolines）（右））与扰动能量分布

（局部能量项 Iv4（isolines）与局部扰动总动能 Iv 的极大值的

等值面（color）（右））

Fig.4 Flow characteristics (base flow streamlines (color), 
axial velocity (vectors) on left; perturbation velocity 
(isolines) on right) and disturbance energy distribution 
(isolines of local energy term Iv4 and isosurfaces of 
maximum local disturbance kinetic energy Iv (color) 
on right) under critical conditions
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2. 2　加热方向对流动稳定性的影响

由表 3 可知，重力条件下，不考虑自由液面变

形时（Bo = 0，Gr ≠ 0），液桥从顶部加热时的临界

Ma 比零重力时的临界 Ma 高约 0.5%，而液桥从底

部加热时的临界 Ma 比零重力时的临界 Ma 低约

1%，这与 Lappa 等［21］使用三维数值模拟对 Pr =
0.01 的不变形液桥稳定性进行研究所得出的结论

一致。Lappa 等［21］指出，重力存在时，对直圆柱液

桥顶部加热时，流体区域有稳定的热分层，因而其

稳定性强于零重力时流动的稳定性，而底部加热由

于不稳定的热分层，其稳定性低于零重力时流动的

稳定性。

重 力 存 在 时 ，考 虑 自 由 液 面 变 形（Bo ≠ 0，
Gr ≠ 0）时，根据表 3，底部加热时液桥流动的稳定

性强于顶部加热时的稳定性，这与 Lappa 等［21］使用

三维数值模拟对 Pr = 0.011 的变形液桥稳定性进

行研究所得出的结论一致，在很多液桥的地面实验

中也得到了类似的结论，与上述直圆柱液桥的结论

有所不同。

2. 3　重力对流动稳定性的影响

根据表 3，重力存在时，Pr = 0.011 的液桥流动

的稳定性明显高于零重力时液桥流动的稳定性，这

与很多文献的研究结果相同。

相较于零重力时的液桥，重力的引入给液桥带

来了两个可能影响其流动稳定性的因素，一个是浮

力效应，其强度可由 Gr数的大小来表征，另外一个

是使自由液面发生变形，变形的程度可由 Bo 数大

小 表 征 。 通 过 对 比 同 一 个 加 热 方 向 下 液 桥 在

Bo ≠ 0、Gr = 0 与 Bo ≠ 0、Gr ≠ 0 时的临界 Ma 值，

可以发现流动失稳的临界 Ma 值跟 Gr 数是否为零

无关，这说明重力存在使液桥稳定性得到提升主要

来自其引起的自由液面变形效应，其引起的浮力效

应对流动的稳定性的影响可以忽略不计。由图 3
也可以很明显地看出重力引起的扰动浮力做功几

乎为零，其对流动失稳几乎没有任何能量贡献，再

次证明了重力存在时 Pr = 0.011 的液桥稳定性的

提升主要来自其引起的自由液面变形效应。根据

Nienhüser 等［22］的研究，由于自由液面的凸形状，涡

中心的应变减小，从而增大了对流的稳定性。

以往的研究普遍认为在液桥特征尺寸很小时

重力的影响是可以忽略的，然而，尚没有文献明确

地量化这个特征尺寸，为此，本文对重力存在时不

同加热方式下液桥失稳的临界 Ma 与液桥特征尺

寸之间的依赖关系进行了研究，结果如图 5 所示。

定义重力存在时不同液桥特征尺寸下的失稳临界

Ma 值相对于零重力时的失稳临界 Ma 值的偏差

R d =
|| Ma c - Ma c0

Ma c0
× 100% （15）

式中 Ma c0 代表零重力时的临界 Ma 数。从图 5 中

可以看出，在顶部加热时，随着液桥特征尺寸增加，

液桥的 Ma c 值先减小后增加，在 H = 1 mm 时最

小，这与以往很多研究中认为重力的引入总会使液

桥流动稳定性得到增强有所区别，其相对偏差 R d

在 H = 1.5 mm 时出现比较大的爬升；在底部加热

时，随着液桥特征尺寸增加，液桥的 Ma c 值单调地

增加，相对偏差 R d 在 H = 0.5 mm 时出现比较大的

爬升。

如前所述，重力存在时，Pr = 0.011 的液桥随

着特征尺寸变化而导致稳定性的变化主要由重力

引起的自由液面变形效应引起的。底部加热时，随

着变形效应的增加（H 增加），相较于零重力条件

下，重力的存在总会使液桥的流动稳定性得到提

升，当 Bo ≤ 0.34（H ≤ 0.5 mm）时液桥流动失稳的

临界 Ma 值与零重力时液桥流动失稳的临界 Ma 值

偏差小于 2%，此时，重力对液桥流动稳定性的影

响可以忽略；顶部加热时，随着变形效应的增加（H

图 5 不同特征尺寸下液桥失稳的 Ma c 与相对偏差 R d

Fig.5 Parameter Mac and its relative deviation R d for liquid 
bridge instability at various characteristic dimensions
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增加），重力的存在并不一定使液桥的流动稳定性

比零重力时强，当 Bo ≥ 2.29（H ≥ 1.3 mm）时重力

的存在才会使液桥的流动稳定性强于零重力时液

桥的流动稳定性，无论如何，当 Bo ≤ 3.05（H ≤ 
1.5 mm）时液桥流动失稳的临界 Ma 值与零重力时

液桥流动失稳的临界 Ma 值偏差小于 2%，此时，重

力对液桥流动稳定性的影响可以忽略。

3 结   论

本文利用线性稳定性分析对重力环境下固定

Γ = 1、ν = 1、H = 2 mm ( Bo = 5.42 )、Pr = 0.011
的等径液桥流动的稳定性进行了研究，同时利用扰

动能量分析揭示了相关的失稳机制。结合不同加

热方式，通过将重力存在时的计算结果与零重力时

的计算结果进行对比，对重力环境下液桥中的浮

力‑热毛细对流进行了比较充分的研究。

研究表明，重力存在和零重力时流动的失稳类

型均为波数为 2 的静态失稳，失稳机制均为剪切机

制，重力的存在并没有对液桥流动的失稳模式和机

制产生实质性影响。

重力存在的情况下，考虑自由液面变形时，底

部加热时液桥流动的稳定性强于顶部加热时液桥

流动的稳定性，不考虑自由液面变形时则与之

相反。

重力对液桥流动的稳定性的影响主要由其引

起的自由液面变形效应导致，浮力效应对流动稳定

性的影响可以忽略不计。重力存在时液桥流动的

稳定性并不总是强于零重力时液桥流动的稳定性，

以往很多研究认为重力的引入总会使液桥流动稳

定性得到增强，与本文的研究有所区别，从图 5 中

可以看到，顶部加热时，在一定范围内，重力存在情

况下的液桥稳定性弱于零重力时的液桥稳定性，这

与自由液面变形效应与浮力效应的相对大小有关，

这一区域内尽管浮力的失稳效应很微弱，但自由液

面变形的稳定效应相对来说更小，因此导致了重力

存在时液桥的稳定性小于零重力时的稳定性。随

着 Bo 数增大（液桥自由液面变形程度增大），底部

加热时，液桥的流动稳定性单调地增加，而顶部加

热时，液桥的流动稳定性先减小后增大。

以往的研究基本是定性地认为当液桥特征尺

寸很小时重力的影响可以忽略，针对小普朗特数

（Pr = 0.011）液桥，本文定量地给出了这一可供参

考的特征尺寸的具体数值，当液桥从底部加热时，

特征尺寸 H ≤ 0.5 mm （Bo ≤ 0.34）时可以忽略重

力对液桥流动稳定性的影响；而当液桥从顶部加热

时，特征尺寸 H ≤ 1.5 mm （Bo ≤ 3.05）时可以忽略

重力对液桥流动稳定性的影响。
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