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基于 Yeo‑Johnson变换和最大熵原理的结构可靠性
分析方法

张雯静， 李洪双
（南京航空航天大学航空学院，南京  210016）

摘要： 针对航空航天、车辆等工程领域存在输入数据完全随机缺失的情况，提出了一种基于 Yeo‑Johnson 变换和

最大熵原理的结构可靠性分析方法。首先，通过 Yeo‑Johnson 变换将原始数据变换为正态化数据。再次对正态

化数据进行扩充抽样，推导 Yeo‑Johnson 逆变换，并对扩充数据进行逆变换。最后利用最大熵原理对全部数据进

行概率密度函数拟合及失效概率的计算。将本文方法应用在 3 个算例中，结果表明：该方法能够对缺失数据进行

样本扩充，有效解决因为数据完全随机缺失无法正常进行可靠性分析的情况，所提方法具有较高的可行性和工

程应用价值。
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A Structural Reliability Analysis Method with Yeo‑Johnson Transformation 
and Maximum Entropy Principle

ZHANG Wenjing， LI Hongshuang
（College of Aerospace Engineering， Nanjing University of Aeronautics & Astronautics， Nanjing 210016， China）

Abstract:A structural reliability analysis method is proposed to solve the issue of completely random missing 
input data in aerospace， vehicle and other engineering fields， with Yeo‑Johnson transformation and maximum 
entropy principle. Firstly， the original data is transformed into normalized one by Yeo‑Johnson 
transformation. Secondly， the size of data is enlarged by adding new samples generated by normal 
distribution. Then the Yeo‑Johnson inverse transformation is derived and the augmented data is converted by 
it. Finally， the maximum entropy principle is used to determine the probability density function which is 
further used to calculate failure probability. The proposed method is applied to three illustrative examples. 
The results show that the proposed method can enlarge the total number of samples in missing data and solve 
the issue of completely random missing input data in structural reliability analysis. The proposed method has a 
feasibility and engineering application value.
Key words: missing data； Yeo‑Johnson transformation； maximum entropy principle； structural reliability 

analysis； failure probability

在工程领域存在多种不确定因素，包括材料性

能参数、几何尺寸、测量误差以及制造误差等。这

些不确定性因素会严重影响结构的安全性和可靠

性，因此在对结构零部件进行分析、设计和生产的

时候需要以结构可靠性理论作为参考。对于结构

可靠性分析问题，其核心在于结构响应的功能函数
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是否达到许用值，并以此为基准结合可靠性方法来

计算结构的失效概率［1］。

在实际工程应用中，输入数据完全随机缺失的

情况对可靠性分析会造成诸多影响，例如分析结果

的可信度等。为了解决这些问题，国内外许多学者

针对性地提出了一些解决策略。比如 Rubin［2］提出

了多重插补法来处理缺失数据问题，在保留单一插

补易于理解和操作的优点的同时，通过含缺失值的

数据集中生成多个完整数据集，有效处理和分析数

据随机缺失的困难。多重插补法在处理缺失数据

时与其他插补法相比更加稳定，对缺失比例较大的

数据拟合效果较好，与真实数据误差较小［3］，但需

要较多的计算资源来处理多个数据集，且在应用时

需要谨慎考虑数据的缺失机制和模式。Breiman［4］

建议采用的随机森林方法在处理数据缺失时具有

一定的鲁棒性和灵活性，可通过节点分裂，从而减

小缺失值对分析结果的影响。但当树的数量过多

或者数据噪声较大时，仍然可能会发生过拟合。此

外，随机森林模型包含了许多超参数，还易导致调

参困难等问题。隐马尔可夫模型［5］在处理时间序

列数据中的缺失值时，通过概率推断技术来估计缺

失值，同时利用已观测到的数据来推断隐藏状态的

序列。但其性能对参数设定和初始化非常敏感，选

择不当的参数或初始值可能导致模型训练不稳定

或结果不准确。

Box 等［6］在之前研究的基础上进行拓展和修

正，进一步探讨统计数据分析中的变量转化问题。

Taylor［7］讨 论 实 现 了 分 布 对 称 的 幂 变 换，对

Box‑Cox 方法进行了稳健改进。Tibshirani［8］提出

的 Lasso 回归方法以及 Zou 等［9］提出的 Elastic‑net
回归方法都是在 Box‑Cox 方法进行优化和改进，提

高了鲁棒性和效率。Yang［10］提出一种修正的幂转

化 方 法，可 以 根 据 特 定 的 需 求 和 数 据 特 点 对

Box‑Cox 变换方法进行调整和改进，包括引入额外

参数或变换形式，以更好地适应数据的分布形态。

Abbasi 等［11］讨论了一种更简单有效的线性变换方

法，降低数据的偏态。Peterson［12］论述了一种半参

数变换方法，旨在解决在高通量数据分析中的归一

化问题，并提供了一种可靠的归一化方法。

Yeo 等［13］在 Box‑Cox 方法的基础上改善了数

据的正态性或对称性，拓展了数据转化的范围。与

传统的 Box‑Cox 方法相较，Yeo‑Johnson 方法具有

更广泛的适用性。因为 Box‑Cox 方法仅适用于处

理正值的数据，而 Yeo‑Johnson 方法可以处理包括

负值和零值在内的数据。除此之外，异常值对

Yeo‑Johnson 方法的影响相对较小并且因为引入的

可调参数，可保持数据的分布形态，具有更好的鲁

棒性和灵活性。Yeo 等［14］论述了一种基于经验特

征函数的方法来选取最佳转化方式以实现正态化，

该方法的优势在于：不受特定转化方式的限制，能

够根据数据的特征动态选择转换方式。应用该方

法可改善在正态性假设的前提下进行统计推断和

模型建立的过程。

最大熵原理是由 Jaynes［15］信息论中的熵理论和

贝叶斯推理方法相结合而提出。信息熵是信息论的

一个重要概念，表示随机变量的不确定性，熵越大表

示分布的不确定性越大，同时也表示对未知条件的

不确定性最少的情况。最大熵原理的核心思想是在

一定的约束条件下，选择满足所有约束条件的概率

分布中不确定性最大的分布。近年来，最大熵原理

在实际工程中得到了广泛应用和发展，李昊燃等［16］

为解决因为截断误差而导致的计算结果无法收敛的

问题，提出一种改进的最大熵方法，并且结合单变量

降维法进行可靠度分析。杜亦牧等［17］基于最大熵原

理的复杂系统可靠性分析方法对病毒在宿主、易感

染者和移除者等共存系统中的传播问题进行了系统

的动力学理论分析。陈晓燕［18］提出了一种基于最大

熵法的结构抗爆可靠性分析方法，研究了爆炸载荷

作用下结构的可靠性分析问题。郑宏伟等［19］提出一

种基于高阶矩最大熵法的结构混合可靠性分析方

法，解决了随机‑区间变量混合模型可靠性分析问题。

周春晓［20］提出了对整数阶矩最大熵法的改进方案，

基于非线性变换的失效概率预测精度的零熵变换准

则，获得了最大熵改进方案中对非线性变换调制参

数选区的判定依据。最大熵方法的优点是在缺乏先

验信息的情况下，最大限度利用已知给定约束条件，

建立反映数据真实情况的模型来拟合数据分布，且

最大熵方法确定的分布类型是唯一的，故利用最大

熵方法对补充后的原始数据进行可靠性分析可以最

大程度地拟合原始分布。

综上所述，已有的研究在一定程度上解决了数

据缺失问题，但计算都较为繁琐且对原始数据的要

求较高，在解决实际工程问题时计算成本较高，同

时无法直接进行可靠性分析。本文针对上述困难，

提出了一种基于 Yeo‑Johnson 变换和最大熵原理

的 结 构 可 靠 性 分 析 方 法 ，创 新 性 地 利 用

Yeo‑Johnson 逆变换结合正态分布的特征扩充原始

数据，旨在简化计算过程，保留较高的计算精度，解

决由于结构分析计算量过大造成的数据完全随机

缺失问题。

1 Yeo‑Johnson变换及逆变换

本文通过Yeo‑Johnson变换，推导了Yeo‑Johnson 
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逆变换，并提出利用 Yeo‑Johnson 逆变换结合正态

分布的特征来处理数据完全随机缺失问题。

1. 1　Yeo‑Johnson变换

Box‑Cox 变换是 Yeo‑Johnson 变换的基础，一

般用于处理数据中存在偏度的情况，将数据转换为

更接近正态分布的形式，以便进行统计分析建模并

且提高模型准确性。Box‑Cox 变换及其逆变换在

回归分析中也有着重要的应用。Box‑Cox 变换函

数表达式为

ψBC ( λ，x )=
ì
í
î

( xλ - 1 ) /λ λ ≠ 0
lg x λ = 0

（1）

式中：x 为原始数据（正数），λ为实数。

为了使 Box‑Cox 变换可以在整个实数域范围

内都可以使用。Yeo‑Johnson 变换首先对式（1）进

行修改，使其在针对正数和负数变换时的参数不

同，扩大其适用范围［13］。

ψ ( λ+，λ-，x )=
ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

[ ( x + 1 )λ+ - 1 ] /λ+ x ≥ 0，λ+ ≠ 0
lg ( x + 1 ) x ≥ 0，λ+ = 0
-[(-x + 1 )λ- - 1 ] /λ- x < 0，λ- ≠ 0
-lg (-x + 1 ) x < 0，λ- = 0

（2）

式中：λ+ 和 λ-分别表示变换在正数及零范围内、负

数范围内的变换参数，取值范围为实数。

为了使式（2）所代表的变换是平滑且连续的，

对上述变换增加约束条件：令 ψ ( λ+，λ-，x ) 关于 x

的二阶导数 ∂2 ψ ( λ+，λ-，x ) /∂x2 在 x = 0 处为连续

的，即满足［13］

lim
x → 0+

∂2 ψ ( λ+，λ-，x ) /∂x2 = lim
x → 0-

∂2 ψ ( λ+，λ-，x ) /∂x2

（3）
易知

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

lim
x → 0+

∂2 ψ ( λ+，λ-，x ) /∂x2 = λ+ - 1

lim
x → 0-

∂2 ψ ( λ+，λ-，x ) /∂x2 = -λ- + 1
（4）

由式（3，4）可知 λ+ + λ- = 2。结合式（2），令

λ+ = λ，则 λ- = 2 - λ，λ的取值范围为实数，可得

ψ ( λ，x )=
ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

[ ( x + 1 )λ - 1 ] /λ x ≥ 0，λ ≠ 0
lg ( x + 1 ) x ≥ 0，λ = 0
-[(-x + 1 )2 - λ - 1 ] /( 2 - λ ) x < 0，λ ≠ 2
-lg (-x + 1 ) x < 0，λ = 2

（5）
式（5）称为 Yeo‑Johnson 变换。 Yeo‑Johnson 变换

具有以下性质：

（1）x ≥ 0,ψ ( λ,x )≥ 0; x < 0,ψ ( λ,x ) < 0。
（2）λ > 1 时，ψ ( λ,x ) 是 x 的凸函数；λ < 1 时，

ψ ( λ,x )是 x 的凹函数。

（3）ψ ( λ,x )是 ( λ,x )的连续函数。

（4）令 ψ ( k ) = ∂k ψ ( λ,x ) /∂λk ( k ≥ 1 )，则有

ψ ( k ) =

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

[ ( x + 1 )λ{ }lg ( x + 1 )
k
- kψ ( k - 1 ) ] /λ λ ≠ 0，x ≥ 0

{ }lg ( x + 1 )k + 1 /( k + 1 ) λ = 0，x ≥ 0

-[(-x + 1 )2 - λ{ }-lg (-x + 1 )
k
- kψ ( k - 1 ) ] / ( 2 - λ ) λ ≠ 2，x < 0

{ }-lg (-x + 1 )
k + 1

/( k + 1 ) λ = 2，x < 0

（6）

即 ψ ( k ) 也是 ( λ，x )的连续函数。

（5）ψ ( λ,x )是 λ和 x 的单调递增函数。

（6）x > 0 时，ψ ( λ,x ) 是 λ 的凸函数；x < 0 时，

ψ ( λ,x )是 λ 的凹函数。

通常，使用最大似然估计来计算 Yeo‑Johnson
变换的关键参数 λ 的值。Asar 等［21］提出通过拟合

优度检验估计 Box‑Cox 变换参数。本文利用最大

似然估计法［13］计算得到 λ 的值，最大限度地提高数

据的正态性或对称性。

Yeo‑Johnson 变换如图 1 所示。图中：f ( x )表
示存在完全随机缺失问题的原始数据的概率密度

函数（Probability density function， PDF）；y 表示经

过 Yeo‑Johnson 变换后的正态化数据；φ ( y )表示变

换后正态化数据对应的概率密度函数。

由于 Yeo‑Johnson 变换可以灵活地处理不同

类型的数据，使其逐渐成为数据分析领域的重要

工具之一，目前对 Yeo‑Johnson 变换的研究和应

用较为成熟和广泛，由于调整了分布的形态，经

过 Yeo‑Johnson 变换后的数据呈正态化，与原始

数据的分布不同，所以不宜直接用于结构可靠性

分析。

1. 2　Yeo‑Johnson逆变换

利用 Yeo‑Johnson 逆变换对 Yeo‑Johnson 变换

后的数据进行处理，反推出补充的原始数据，拟合

图  1 Yeo‑Johnson 变换示意图

Fig.1 Diagram of Yeo‑Johnson transformation
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原始分布，并进行可靠性分析。

由于正态分布的特性，即均值和方差可以完全

描述该正态分布，计算正态化数据的均值 μ 和标准

差 σ，便可唯一确定变换后数据的完整正态分布信

息。因此，可以利用正态分布进行样本扩充，扩充

过程如图 2 所示。

在图 2 中，φ ( y )表示 Yeo‑Johnson 变换后的正

态化数据 y 的概率密度函数。利用正态分布抽取

足够多的扩充样本，记为 y'。y'中样本量远远高于

原 始 数 据 x 的 样 本 量 。 之 后 ，对 y' 进 行

Yeo‑Johnson 逆变换，完成原始样本扩充。由于

Yeo‑Johnson 变换为 λ 和 x 的单调递增函数，故其逆

函数一定存在，且自变量与因变量一一对应，即在

Yeo‑Johnson 逆变换过程中可保持数据的一一对

应。接下来推导 Yeo‑Johnson 逆变换过程。

将式（5）改写为

y'=

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï
ï
ï

[ ( x'+ 1 )λ - 1 ] /λ x'≥ 0，λ ≠ 0
lg ( x'+ 1 ) x'≥ 0，λ = 0
-[(-x'+ 1 )2 - λ - 1 ] /( 2 - λ ) x'< 0，λ ≠ 2
-lg (-x'+ 1 ) x'< 0，λ = 2

（7）
式中：y' 为 Yeo‑Johnson 变换后对正态分布抽样的

扩充样本，x' 为 y' 对应的原数据 x 的扩充样本，即

经过 Yeo‑Johnson 逆变换后得到的扩充样本。

由于 Yeo‑Johnson 变换是一一对应的，且在变

换过程中满足 x' ≥ 0时，y' ≥ 0；x' < 0时，y' < 0。故

对于 Yeo‑Johnson 逆变换，其定义域与 Yeo‑Johnson
变换的值域相同。Yeo‑Johnson 逆变换的前提是：

保持先前 Yeo‑Johnson 变换的正态参数 λ 不变。对

式（7）进行反演，可得 Yeo‑Johnson逆变换

x' =

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

( λy' + 1 )1/λ - 1 y' ≥ 0，λ ≠ 0
( y' )10 - 1 y' ≥ 0，λ = 0
1 -[ 1 -( 2 - λ ) y' ]1/( 2 - λ ) y' < 0，λ ≠ 2
1 -(-y' )10 y' < 0，λ = 2

（8）

需要强调的是：（1）本文研究的原始数据是完

全随机缺失的，式（8）中的 y' 是原始转化数据及扩

充样本的组合；（2）根据目前研究，本文方法仅针

对单变量，无法处理多维数据问题，对于多维数据

可以进行反复使用，从而进行可靠性分析和计算。

Yeo‑Johnson 逆变换的过程如图 3 所示。

在图 3 中，x' 表示经过 Yeo‑Johnson 逆变换后

得到的数据，其样本数量远大于原始数据，便于之

后的结构可靠性分析。

2 概率分布识别与失效概率计算

本文方法利用扩充数据集确定原始概率分布

类型，并进一步完成失效概率计算。扩充数据集首

先用于计算前四阶整数矩，并将前四阶整数矩信息

作为最大熵方法的约束条件

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

μ = 1
n ∑

i = 1

n

xi

s2 = 1
n - 1 ∑

i = 1

n

( )xi - μ
2

ske = 1
n - 1 ∑

i = 1

n

( )xi - μ
3
/s3

kur = 1
n - 1 ∑

i = 1

n

( )xi - μ
4
/s4 - 3

（9）

式中 μ、s、ske 和 kur 分别为样本的均值、标准差、偏

度和峰度。

具有概率密度函数 f ( x )的连续随机变量 x 的

前四阶整数矩为

μi =∫ xi f ( x ) dx    i = 1，2，3，4 （10）

概率密度函数 f ( x )具有非负性、归一性、可积

性等性质，由其定义及归一性可知

∫ f ( x ) dx = 1 （11）

对于随机变量 X 的信息熵定义为

H X = -∫ f ( x ) ln f ( x ) dx （12）

式中 f ( x )为随机变量 X 的概率密度函数。最大熵

方法具有唯一性、不变性、系统独立性和独立子集

等性质，在无先验信息的条件下，利用给定约束条

件，如统计矩信息，使式（12）数值最大的概率分布

函数为最佳无偏估计分布［22］。

图  2 Yeo‑Johnson 变换补充过程示意图

Fig.2 Diagram of Yeo‑Johnson transformation replenish‑
ment process

图  3 Yeo‑Johnson 逆变换示意图

Fig.3 Diagram of Yeo‑Johnson inverse transformation
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利用最大熵原理和整数矩，概率分布识别问题

可以写成优化问题形式

ì

í

î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

Find：            f ( x )

Maximize：  H X = -∫ f ( )x ln f ( )x dx

Subject to：   ∫ f ( )x dx = 1

                    ∫xi f ( )x dx = μi    i = 1，2，3，4

（13）

再利用 Lagrange 乘子法求解式（13）的优化

问题

L [ f ( x )，λ ]= -∫ f ( x ) lg f ( x ) dx -

                              ( λ0 - 1 ) é
ë
êêêê ù

û
úú∫ f ( x ) dx - 1 -

                              λi
é
ë
êêêê ù

û
úú∫xi f ( x ) dx - μi （14）

式中 L [ f ( x )，λ ]为 Lagrange 函数。Lagrange 函数

的最优解条件为

∂L [ f ( x )，λ ]
∂f ( x )

= 0 （15）

将式（14）代入式（15），可以得到如下最大熵

分布

f ( x ) = exp ( - λ0 ) exp ( - ∑
i = 1

4

λi xi) （16）

式中：λi( i = 0，1，2，3，4 ) 为 Lagrange 乘子，其中标

准化因子 λ0 为

λ0 = ln
é

ë

ê
êê
ê∫exp ( - ∑

i = 1

4

λi xi) dx
ù

û

ú
úú
ú

（17）

本文将前四阶矩信息作为最大熵原理的约束

条件，利用 Nelder‑Mead 单纯形算法［23］，计算得到

相应的 Lagrange 乘子，进而确定最大熵概率密度

函数，即结构响应的概率密度函数。给定结构响应

阈值 b，结构失效概率 P f 为

P f =∫
-∞

b

f ( )x dx （18）

由于结构响应的概率密度函数是解析的，并且是

一维函数，因此可采用高斯积分进行数值积分计算。

3 算   例

3. 1　算例 1：Weibull分布

Weibull分布是可靠性工程中最常用的概率分

布之一，是可靠性分析和寿命检验的理论基础。由

于该分布的拓展性很高且灵活性强，所以 Weibull
分布在机电类产品的疲劳可靠性分析中应用广

泛。本节利用 Weibull 分布研究本文方法的适

应性。

Weibull分布的概率密度函数可表示为

fX ( x )= β
η ( )x - r

η

β - 1

exp
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

-( )x - r
η

β

（19）

式中：β 为形状参数，控制 Weibull 分布概率密度函

数的形状；η 为尺度参数，表征分布的离散程度；r

为位置参数，是 Weibull 分布概率密度曲线在 x 轴

的起点与原点坐标的距离［24］。

Weibull分布的累积分布函数为

FX ( x )= 1 - exp
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

-( )x - r
η

β

（20）

指数分布和正态分布都可以看作是 Weibull分
布的特例。令 r = 0，η = 1.0，当 β 从 0.5 变化至 3.0
时，分布曲线形状随 β 的变化从近似指数分布变化

至近似正态分布，如图 4 所示。

针对 Weibull 分布，考虑当 r = 0、η = 1.0 时，

对 β 进行取值，取值结果如表 1 所示。

为了模拟数据完全随机缺失的情况，对不同 β

值的 Weibull 分布分别进行随机抽样，作为本例方

法的的输入数据，样本量均为 30 个。将本文方法

计算得出的 Weibull分布概率密度函数与真实概率

密度函数进行比较，结果如图 5~9 所示。

当 β ≤ 1.0 时，此时偏度大于 2.0，峰度大于

9.0，Weibull 分布近似指数分布，而指数分布的概

率密度函数仅有一个延伸至正无穷的右尾，具有高

度不对称性及较强的偏态。Yeo‑Johnson 变换及其

逆变换难于消除原始数据较强的偏态对正态化的

影响，变换后的数据仍存在一定程度偏离正态分布

的情况，使得本文方法拟合的概率密度函数与

Weibull 分布概率密度函数之间存在较大偏差，拟

合效果较差。

图 4 形状参数对 Weibull分布影响

Fig.4 Influence of shape parameters on Weibull distribution

表 1 β取值范围

Table 1 Range of β

β1

0.5
β2

1.0
β3

2.0
β4

3.0
β5

8.0
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当 β3 = 2.0 时，偏度为 0.6，峰度为 3.4，Weibull
分 布 呈 现 右 偏 ，且 分 布 的 不 对 称 性 减 弱 ，通 过

Yeo‑Johnson 变换及其逆变换将原始数据转化为正

态分布时，受到偏态影响，本文方法拟合的概率密

度函数与 Weibull分布概率密度函数之间存在一定

偏差，但与 β ≤ 1.0 的情况相较误差减小。

当 β ≥ 3.0 时，偏度为 0.2，峰度为 2.8；正态分

布的偏度为 0.0，峰度为 3.0。Weibull 分布近似正

态 分 布 ，具 有 较 高 对 称 性 和 较 小 偏 态 ，利 用

Yeo‑Johnson 变换及其逆变换时受偏态影响较小，

所以本文方法拟合的概率密度函数与真实的概率

密度函数之间误差相对较小，拟合效果较好，拟合

精度也较高。当 β5 = 8.0 时，偏度为-0.5，峰度为

3.3，本文方法拟合效果较好。

综上所述，本文方法对于偏态过大、不对称性

程度较高的分布（例如指数分布），计算结果准确度

较低；对于偏态较小、对称性较高分布，偏度范围为

［-0.5，0.5］，峰度范围为［2.7，3.3］的分布计算结

果准确度很高。

3. 2　算例 2：悬臂梁动力可靠性分析

考虑图 10 所示的悬臂梁在动载荷 F ( t ) 作用

下的结构可靠性分析问题［25］。设材料的密度为

ρ = 1，横截面积为 A，弹性模量为 E，惯性矩为 I，两

者乘积为弯曲刚度 EI，悬臂梁长度 L = 1，各输入

参数单位统一后不标注单位。

在横向载荷 p ( x，t ) 的作用下，动力学控制方

程为

ρA
∂2 ω
∂t 2 + EI

∂4 ω
∂x4 = p ( x，t ) （21）

边界条件 x = 0 为固定端，x = L 为自由端。

为了避免悬臂梁发生共振失效，要求激励频率 ω 与

图 5 Weibull分布 PDF 曲线（β1 = 0.5,η = 1.0）
Fig.5 PDF of Weibull distribution(β1 = 0.5,η = 1.0)

图 6 Weibull分布 PDF 曲线（β2 = 1.0,η = 1.0）
Fig.6 PDF of Weibull distribution（β2 = 1.0,η = 1.0）

图 7 Weibull分布 PDF 曲线（β3 = 2.0,η = 1.0）
Fig.7 PDF of Weibull distribution（β3 = 2.0,η = 1.0）

图 8 Weibull分布 PDF 曲线（β4 = 3.0,η = 1.0）
Fig.8 PDF of Weibull distribution（β4 = 3.0,η = 1.0）

图 9 Weibull分布 PDF 曲线(β5 = 8.0,η = 1.0)
Fig.9 PDF of Weibull distribution(β5 = 8.0,η = 1.0)

图 10 悬臂梁示意图

Fig.10 Diagram of cantilever
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结构的一阶固有频率 ω 1 满足
ω
ω 1

< 0.99 或
ω
ω 1

>

1.01。固有频率可由运动齐次方程确定，采用变量

分离方法可得

ω 1 = 12.362EI
ρA

× 1
L2 （22）

令功能函数为 g = ω
ω 1

，当 0.99 ≤ g ≤ 1.01时，悬

臂梁发生失效。功能函数 g的概率密度函数及失效

概率如图 11所示，阴影部分面积值为 A f，该分布的偏

度为 0.17，峰度为 3.11，在本文方法使用范围内。

激励频率、弯曲刚度、横截面积为相互独立的

正态分布输入变量，其分布参数如表 2 所示。

采用直接蒙特卡洛法（Monte Carlo sampling，
MCS）和重要抽样法（Importance sampling，IS）估

计悬臂梁的失效概率，样本数量取为 N = 1 × 105。

IS 计算时，取样本数量为 N = 1 × 104。同时采用

本文方法、随机森林和多重插补法补充样本，然后

计算该悬臂梁的共振失效概率。3 种方法分别随

机抽取样本量为 10、20 和 30 的原始样本，模拟完

全随机缺失样本情况，补充后的数据总量为 1 ×
103。随机森林法补充缺失数据时，缺失值位置随

机分布在每组样本中，决策树数量设置为 100，对
补充后的数据使用最大熵方法进行可靠性分析。

利用多重插补法对缺失数据进行补充时，缺失样本

位置也随机分布在每组样本中。先利用初始化插

值如均值插值、回归插值对初始样本进行预处理，

构建预测模型，再通过多重插补链式方程进行迭代

插补，设置迭代次数为 10 次，汇总分析结果得到插

补数据，再对补充数据利用最大熵方法进行可靠性

分析。以上计算结果均选择 95% 置信区间，结果

如表 3 所示。

当样本数量从 10 增加到 30 时，本文方法与

MCS 方法的相对误差逐渐减少。当样本数量较少

时，由于抽样的不确定性以及样本信息过少，导致

结果出现较大相对误差；当样本数量在 30 及以上

时，可以保证较小相对误差。随机森林法与本文方

法相比，在原始样本较少时，误差较大，且随机森林

法计算量大，运算时间长，模型解释性差。多重插

补法与本文方法相比，原始样本较少时，相对误差

较大，同时多重插补法需要进行多次迭代运算，较

为复杂，增加了计算量。

本算例中利用 Yeo‑Johnson 变换将非正态数

据转换为接近正态分布的数据，改善了数据的性能

和稳定性，提高了计算的计算效率。同时，利用

Yeo‑Johnson 逆变换扩充数据集，扩大了原始数据

的尺度，提供更多的数据信息，便于后续的分析计

算和验证。再将补充后的数据应用基于整数矩的

最大熵方法进行可靠性分析，得到的失效概率与直

接 MCS 方法计算悬臂梁的共振失效频率相比，相

图 11 悬臂梁功能函数 g 概率密度函数曲线

Fig.11 PDF of function g of cantilever beam

表 2 悬臂梁输入变量分布参数

Table 2 Distribution parameters of input variable of 
cantilever

变量

ω

EI

A

分布形式

正态分布

正态分布

正态分布

均值

1
0.1
1

方差

0.1
0.01
0.05

表 3 悬臂梁可靠性分析结果

Table 3 Reliability analysis results of cantilever

方法

MCS
IS

随机森林法

多重插补法

本文方法

样本数量

1 × 105

1 × 104

10
20
30
10
20
30
10
20
30

失效概率 95% 置信区间

［0.044 7，0.047 3］
［0.044 9，0.047 4］
［0.059 8，0.073 0］
［0.051 3，0.063 9］
［0.047 6，0.053 7］
［0.055 9.0.071 4］
［0.049 8，0.057 8］
［0.047 0，0.052 4］
［0.040 1，0.052 9］
［0.041 0，0.051 3］
［0.043 2，0.048 9］

与 MCS 相对误差/%
—

—

［25.25，35.21］
［12.87，25.98］
［6.09，11.92］

［20.04，33.75］
［10.24，18.17］
［4.89，9.73］

［11.47，10.59］
［9.02，7.80］
［3.48，3.27］

与 IS 相对误差/%
—

—

［24.92，35.07］
［12.48，25.82］
［5.67，11.73］

［19.68，33.61］
［9.84，17.99］
［4.47，9.54］

［11.97，10.40］
［9.51，7.60］
［3.94，3.07］
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对误差较小，说明本文方法保证了较高的计算精

度，并且极大减少了样本数量，提高了计算效率；与

随机森林法和多重插补法相比，本文方法简化了计

算过程，减少了计算时间，对相同原始样本计算时

精度更高，对本文方法的进一步研究可以探索其在

航空航天领域中对飞机结构疲劳分析的应用。

3. 3　算例 3：汽车前轴工字梁结构可靠性分析

汽车前轴是汽车的主要构造之一，利用转向节

的摆转，实现汽车转向。它主要由工字梁、转向横

拉杆、转向节、制动器、轮毂等部分构成。工字梁材

料一般选用调质处理的碳钢或 Cr 钢，设计时要满

足稳定性要求、抗震要求、刚度要求和强度要求，同

时尽量减轻重量。前轴的危险截面常发生在其工

字梁上 ，工字梁及其截面形状［26］如图 12、图 13
所示。

已 知 危 险 截 面 的 最 大 正 应 力 的 值 为 σ =
M/W x 和 τ = T/W ρ，其中 M 和 T 分别为前轴所受

的弯矩和转矩的值，单位为 N⋅mm，W x 和 W ρ 分别

为结构的截面系数和极截面系数，且有

W x = a ( h - 2t )3

6h
+ b

6h
[ h3 -( h - 2t )3 ]  （23）

W ρ = 0.8bt 2 + 0.4 é
ë
êêêê

ù
û
úúúúa3 h - 2t

t
（24）

式中：工字梁的几何参数 a、b、t、h 的单位为 mm，由

前轴的材料特性可知，该前轴的静强度极限为 σs =
460 MPa，故由静强度分析并构建模型的功能函

数为

g = σs - σ 2 + 3τ 2 （25）
功能函数 g 的概率密度函数如图 14 所示，阴

影部分面积值为 A f，该分布的偏度为-0.31，峰度

为 3.18，在本文方法适用范围内。

前轴所受的弯矩和转矩以及工字梁的几何参

数 a、b、t 和 h 为相互独立的正态分布输入变量，其

分布参数［27］如表 4 所示。

本节算例与 3.2 节算例的抽样过程相同，计算

结果如表 5 所示。由表 5 结果可得，当样本数量

N=10 时，本文方法与 MCS、IS 的相对误差超过

图 13 工字梁截面示意图

Fig.13 Cross‑section of I‑beam

图 14 工字梁功能函数 g 概率密度函数曲线

Fig.14 PDF of the functional function g of the I‑beam

图 12 汽车前轴工字梁示意图

Fig.12 Diagram of I‑beam of car front axle

表 4 工字梁输入变量分布参数

Table 4 Distribution parameters of input variable of 
I‑beam

变量

a/mm
b/mm
t/mm
h/mm

M/（N⋅mm）

T/（N⋅mm）

分布形式

正态分布

正态分布

正态分布

正态分布

正态分布

正态分布

均值

12
65
14
85

3.5 × 106

3.1 × 106

方差

0.060
0.325
0.070
0.425

1.75 × 105

1.55 × 105

表 5 工字梁可靠性分析结果

Table 5 Reliability analysis results of I‑beam

方法

MCS

IS

随机
森林
法

多重
插补
法

本文
方法

样本
数量

1 × 106

1 × 104

10

20

30

10

20

30

10

20

30

失效概率
95% 置信

区间

［0.018 9，
0.020 6］

［0.019 1，
0.020 5］

［0.026 9，
0.034 1］

［0.024 5，
0.028 9］

［0.022 9，
0.026 5］

［0.025 4，
0.033 5］

［0.022 8，
0.027 7］

［0.021 5，
0.025 9］

［0.015 3，
0.026 7］

［0.016 9，
0.023 8］

［0.017 5，
0.021 9］

与 MCS 相对
误差/%

—

—

［29.74，39.59］

［22.86，28.72］

［17.47，22.26］

［26.17，38.51］

［17.11，25.63］

［12.09，20.46］

［24.34，22.85］

［11.83，12.34］

［8.00，5.94］

与 IS 相对误
差/%

—

—

［29.00，39.88］

［22.04，29.07］

［16.59，22.64］

［25.39，38.81］

［16.23，25.99］

［11.16，20.85］

［25.66，22.93］

［13.02，12.77］

［9.14，6.39］
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20%，难以保证计算结果的精度，当样本数量 N =
30 时，与 MCS、IS 的相对误差可以控制在 10% 以

内。算例 2 和算例 3 说明：应用本文方法时，样本

数量至少要在 20 以上，若要保证较高的精度，应使

用 30 个以上样本。但 MCS 和 IS 都需足够的样本

量来保证结果收敛，计算量大且耗时长；随机森林

法和多重插补法对于缺失数据拟合效果较好，对于

样本量较少的数据无法保证分布的计算精度且计

算复杂、时间较长。而本文方法的原始输入样本数

量仅为 30 时可补充较多原始数据信息，保证可靠

性分析结果的置信性，说明了本文方法对非正态分

布在数据完全随机缺失下的可靠性分析计算具有

较高的准确性，可为类似的数据缺失可靠性分析提

供参考。上述算例本文方法均应用于独立输入变

量的可靠性分析问题，对于相关或不独立的输入变

量情况，可通过将本文方法与 Copula 模型相结合

的方式进行分析和计算。

4 结   论

针对工程领域中常见的输入数据完全随机缺

失问题，本文提出了一种基于 Yeo‑Johnson 变换和

最 大 熵 原 理 的 结 构 可 靠 性 分 析 方 法 。 通 过

Yeo‑Johnson 变换及逆变换实现原始数据的扩充，

利用最大熵原理拟合数据分布，进而完成失效概率

评估。该方法提供了一种简单而有效的可靠性分

析工具，为解决数据完全随机缺失问题提供新的选

择。利用 3 个算例验证了本方法的可行性，并得出

以下结论：

（1）本文方法适合偏度在［-0.5，0.5］，峰度在

［2.7，3.3］的中等偏度及近似对称的数据集，偏度

过大或者对称性不高可能导致分析结果较差。

（2）原始数据量大于 20 时，可以使用本文方

法；数据量大于 30 时，本文方法表现较好，可以保

证在 95% 置信水平下，失效概率评估结果具有较

高精度。
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