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基于 POD方法的水下航行器振动响应快速求解
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摘要： 采用本征正交分解（Proper orthogonal decomposition， POD）方法对具有轴承非线性的壳体‑电机‑转子耦合

系统进行模型降阶，以降低计算成本。针对壳体‑电机‑转子耦合结构采用有限元法建立起 192 自由度的转子系

统模型。介绍了 POD 法的基本原理及其在壳体‑电机‑转子耦合系统中的具体表达。通过应用 POD 方法，壳

体‑电机‑转子耦合系统分别减少到 20、18 和 15 个自由度，计算时间降低 94% 以上，且对比了简化系统和原系统

的时间历程曲线和频谱，证明了 POD 方法的高效性和准确性。
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Fast Solution of Underwater Vehicle Vibration Response 
Based on POD Method
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（1. School of Mechanics， Civil Engineering and Architecture， Northwestern Polytechnical University， Xi’an 710072， China； 
2. Shenyang Institute of Aircraft Design， Shenyang 110035， China）

Abstract: The proper orthogonal decomposition （POD） method is used to model the shell-motor-rotor 
coupled system with bearing nonlinearities to reduce the computational cost. The rotor system with 192 
degrees of freedom is modeled by the finite element method for the coupled shell-motor-rotor structure. The 
basic principle of the POD method and its specific expression in the shell-motor-rotor coupled system are 
introduced. By using the POD method， the shell-motor-rotor coupled system is reduced to 20， 18 and 15 
degrees of freedom， and the computation time is reduced by more than 94%. The time course curves and 
spectra of the simplified system and the original system are compared， which verifies the efficiency and 
accuracy of the POD method.
Key words: underwater vehicle； nonlinear system； proper orthogonal decomposition （POD） method

水下航行器是中国航海事业发展不可或缺的

一部分，具有隐蔽性强的特点，对中国的领海安全

具有重要保障作用［1］。而水下航行器的动力舱段

因振动产生的噪声严重影响其隐蔽性能，因此对水

下航行器的动力舱段的振动响应分析是实现水下

航行器减振降噪的重要一环。水下航行器的动力

舱段本质上是一个内部高速旋转的动力系统，根据

其振动的产生及传递可将其简化为壳体‑电机‑转

子耦合系统模型。壳体‑电机‑转子耦合系统的附

属零部件及连接结构众多，通常具有高维、复杂和

非线性等特点［2］，导致系统共振区域趋于复杂，振

动稳定性分析困难、参数敏感性分析效率差、响应

求解计算量巨大。对实际的壳体‑电机‑转子耦合

系统进行精确的分析是困难的，而且计算费用极其

昂贵。因此，简化的系统模型是必要的，以降低求

解难度、缩短求解时间。
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模型降阶是一种有效的简化模型的方法，常用

的降阶方法有中心流形法［3］、Lyapunov‑Schmidt
（L‑S）法［4］、Galerkin 法［5］、本征正交分解（Proper or‑
thogonal decomposition， POD）方法［6‑10］ 、模态综合

法［11］和其他降阶方法［12］。文献［13‑16］分别对这些降

阶方法在非线性动力学研究中的应用进行了总结。

POD 方法是一种有效的数据分析方法，其目

的是将高维空间映射到低维空间里。POD 方法被

广泛应用于实际工程系统的降阶问题，与其他常见

的降阶方法（如模态综合法、Galerkin 方法）相比，

具有降阶效果好、精度高等特点［17］，更加适用于高

维复杂的非线性系统模型降阶。

Lu等［18］将 POD 方法应用于具有典型故障的转

子系统模型，提出了瞬态 POD 方法，并将其用于滑

动轴承支撑的松动转子系统。Lu等［19］基于 POD 方

法分析研究了具有立方非线性的单盘转子系统。比

较了瞬态 POD 法和结构降阶法（SOR）在转子系统

中的应用［20］。Jin等［21］提出了通过插值 Grassmann流

形方法来讨论参数域降阶的问题。Al‑Shudeifat［22］

等采用 POD 方法分析了具有裂纹故障的转子系统

的响应。Lu等［23］首次将 POD 方法应用于研究一个

类似于实际航空发动机转子的双转子轴承实验台。

Pulimeno 等［24］通过 POD 学习算法的仿真方法来求

解物理问题的偏微分方程。目前用 POD 方法对电

机‑轴‑壳耦合系统进行降阶的研究较少。

1 动力学模型及降阶方法

1. 1　POD降阶方法

POD 方 法 也 称 为 Karhunen‑Loeve 分 解

（Karhunen‑Loeve decomposition，KLD）、主成分分

析（Principal component analysis， PCA）［25］，其基本

思想是保留能量占比最大的前几阶模态，通过较少

的数据量保留系统的主要信息。它的主要步骤是

将通过实验或仿真得到的数值信号构造成自相关

矩阵，求出自相关矩阵的特征向量，从中选取合适

的特征向量作为 POD 模态，用以模型降阶。

n 维复杂系统空间的变量为 z ( x，t )是通过实

验或数值模拟得到的，离散时间序列可表示为

z ( x，ti )，i = 1，2，…，N。将该信号投影到由规范

正交基 ξ= { ξ k }
n

k = 1
所构成的空间，如式（1）所示。

z ( x，ti ) = ∑
k = 1

n

uk( )ti ξ k( )x      i = 1，2，…，N     （1）

这组规范正交基应满足平方范数下的最小约束条

件［12］，并满足

min 






 







z ( )x，ti - ( z，ξ )
( ξ，ξ )

ξ       ξ
2
= 1 （2）

上述所需的正交基可以通过拉格朗日乘子来

计算。拉格朗日函数定义为［10］

J [ ξ ] =  z，ξ
2

- λ ( ) ξ
2
- 1 （3）

式中 λ 为拉格朗日乘子。设 δJ = 0，可以用变分法

求出式（3）的极值。

∫ z ( x ) z ( x' ) ξ ( x' ) dx'=λξ( x ) （4）

式（4）为第二类 Fredholm 方程，其核心是自相

关函数：R ( x，x' ) = z ( x ) z ( x' ) 。特征值 λ 是特

征 向 量 的 固 有 正 交 值（Proper orthogonal value， 
POV），表示特征向量所占能量。满足式（4）的正

交基，是本征正交模态（Proper orthogonal mode，
POM），也是下面自相关矩阵 R的特征向量，这可

以在文献［26］中证明。

R= 1
N

[ zT z ]
n × n

（5）

式中 N 表示样本数。高维复杂系统在采样时间内

的位形空间变量可以通过将原始系统投影到由对

应于具有最小阶数 m 的前几个大特征值的特征向

量所构成的子空间上来计算［13］。

z ( x，ti ) ≈ ∑
k = 1

m

uk( )ti ξ k( )x

i = 1，2，…，N；m ≪ n
（6）

1. 2　POD降阶方法在动力学系统中的应用

高维复杂系统的动力学方程通常可以表示为

Ẍ+ CẊ+ KX= F ( t，X ) （7）
式中X、K、C、F分别为位移向量、等效刚度矩阵、等

效阻尼矩阵以及与时间和位移对应的非线性函数。

在给定的初始条件下，对每一个自由度 x1 ( t )、
x2 ( t )、…、xn ( t )，都有瞬态位移响应，n 为系统的总

自由度。第 i 个自由度的瞬态位移响应表示为

x i = [ xi( t1 )，xi( t2 )，…，xi( tN ) ]
T
， i = 1，2，…，n，其

中 N 个时间序列以等间隔采样。这样就获得了

N × n 信号矩阵 X，并表示为

X=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úx1( )t1 x2( )t1

x1( )t1 x2( )t2

… xn( )t1

… xn( )t2

⋮ ⋮
x1( )tN x2( )tN

⋮
… xn( )tN

（8）

构建 X的自相关矩阵 T= X TX，并求出其特

征值和特征向量，特征值和相应的特征向量可表示

为 λ1 > λ2 > … > λn ≥ 0 和 ξ1，ξ2，…，ξn。

取前 m 个特征值所对应的特征向量，并构造成

矩阵Q=[ ξ1  ξ2  …  ξm ]，QTQ是一个 m × m 对角满

秩矩阵，其对角元素不为零。令X=QZ，可以得到

QZ̈+ CQŻ+ KQZ= F ( t，QZ ) （9）
等式（9）乘以 (QTQ )-1QT，并简化为
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(QTQ )-1QTQZ̈+(QTQ )-1QTCQŻ+
(QTQ )-1QTKQZ= (QTQ )-1QTF ( t，QZ )

（10）
等式（7）可以写为

Z̈+ Cm Ż+ Km Z= Fm （11）
式 中 Cm = (QTQ )-1QTCQ，Km = (QTQ )-1QTK，

Fm = (QTQ )-1QTF ( t，QZ )。这样就得到了 m 维降

阶系统。

1. 3　有限元模型

本 节 采 用 有 限 元 法（Finite element method，
FEM）建立了壳体‑电机‑转子耦合系统模型。如

图 1 所示，壳体‑电机‑转子耦合系统包括壳体、电

机、轴承、法兰盘、重锤，外部为耐压壳体，将其处理

为圆柱形空心梁，内部为推进轴系将其简化为实心

梁，通过激振器模拟外界激励。

本文将壳体及推进轴系使用 Timoskenko 梁模

型进行模型建立，E 为弹性模量，G 为剪切模量，υ
为泊松比，d 为内径，L 为单位长度。将推进轴系沿

轴向均分为 4 个单元（共 5 个节点），每个单元节点

上具有沿直径水平方向和沿直径竖直方向的平移

和绕其转角共 4 个自由度；将壳体沿轴向均分为 29
个单元（共 30 个节点），每个单元节点具有沿直径

水平和竖直方向的平移和绕其转角共 5 个自由度，

轴承单元节点具有沿直径水平方向和竖直方向的

平移 2 个自由度。推导壳体‑电机‑转子耦合系统的

动力学微分方程，可表示为

( M tei
+M rei

) q̈ ei
- ωG ei

q̇ ei
+ K ei

q ei
= F ei

 （12）

式 中 ：q ei
= [ xi，yi，θxi

，θyi
，xi + 1，yi + 1，θxi + 1，θyi + 1 ]

T
，为

第 i个广义坐标，M tei
和M rei

代表单元质量矩阵和惯

性矩阵，G ei
代表单元陀螺矩阵，K ei

代表单元刚度矩

阵，F ei
代表单元的广义外力矩阵，ω 为转速。

单元质量矩阵为

M tei
= ρAL

( )1 + ϕs

2 ×
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M t1 0 0 M t4 M t3 0 0 -M t5

0 M t1 -M t4 0 0 M t3 M t5 0
0 -M t4 M t2 0 0 -M t5 M t6 0

M t4 0 0 M t2 M t5 0 0 M t6

M t3 0 0 M t5 M t1 0 0 -M t4

0 M t3 -M t5 0 0 M t1 M t4 0
0 M t5 M t6 0 0 M t4 M t2 0

-M t5 0 0 M t6 -M t4 0 0 M t2

式 中 ： M t1 = 13
35 + ( 7

10 ) ϕs + ( )1
3 ϕ2

s， M t2=

( )1
105+( )1

60 ϕs+( )1
120 ϕ2

s L2，M t3=
9

10+( 3
10 ) ϕs+

( )1
6 ϕ2

s  ，  M t4 = ( 11
210 + ( )11

120 ϕs + )( )1
24 ϕ2

s L，

M t5 = ( 13
420 + ( )3

40 ϕs )+( )1
24 ϕ2

s L，M t6 =-( 1
140 + 

)( )1
60 ϕs + ( )1

120 ϕ2
s L2。

单元惯性矩阵为

M rei
= ρIL

( )1 + ϕs

2 × 
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M r1 0 0 M r4 -M r1 0 0 M r4

0 M r1 -M r4 0 0 -M r1 -M r4 0
0 -M r4 M r2 0 0 M r4 M r3 0

M r4 0 0 M r2 -M r4 0 0 M r3

-M r1 0 0 -M r4 M r1 0 0 -M r4

0 -M r1 M r4 0 0 M r1 M r4 0
0 -M r4 M r3 0 0 M r4 M r2 0

-M r4 0 0 M r3 -M r4 0 0 M r2

式中：M r1 = 6
5，M r2 = ( )2

15 + ( )1
6 ϕs + ( )1

3 ϕ2
s L2，

M r3 = ( )- 1
30 - ( )1

6 ϕs + ( )1
6 ϕ2

s L2，

M r4 = ( )1
10 - ( )1

2 ϕs L。

单元陀螺矩阵为

图 1 壳体-电机-转子耦合系统结构模型图

Fig.1 Structural model diagram of shell-motor-rotor cou‑
pled system
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G ei
= ρI

15L ( )1 + ϕs

2  × 
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0 G 1 -G 2 0 0 -G 1 -G 2 0

-G 1 0 0 -G 2 G 1 0 0 -G 2

-G 2 0 0 G 3 G 2 0 0 -G 4

0 -G 2 -G 3 0 0 G 2 G 4 0
式 中 ： G 1 = 36， G 2 = 3L - 15Lϕs， G 3 = L2 +
5L2 ϕs - 15L2 ϕ2

s，G 4 = 4L2 + 5L2 ϕs + 10L2 ϕ2
s。

单元刚度矩阵为

K ei
= ρI

L3( )1 + ϕs

 × 
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-K 1 0 0 -K 4 K 1 0 0 -K 4

0 -K 1 K 4 0 0 K 1 K 4 0
0 -K 4 K 3 0 0 K 4 K 2 0

-K 4 0 0 K 3 -K 4 0 0 K 2

式中：K 1 = 12，K 2 = ( 4 + ϕs ) L2，K 3 = ( 2 - ϕs ) L2，

K 4 = 6L。

将重锤等效为偏心圆盘，考虑圆盘相对于固定

坐标系的自由度为 qd =[ xd，yd，θxd，θyd，]， m、Jd 和 JP

分别为圆盘的质量、转动惯量和极惯性矩。法兰盘等

效为均质圆盘，通过螺栓与壳体连接，考虑其对于壳

体刚度的影响，mp为法兰盘的质量，kp为螺栓刚度。

圆盘的动力学方程可由拉格朗日方程得到
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úF xd
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（13）

将各壳体和转子单元轴段、重锤、法兰盘的动

力学方程结合起来，假设阻尼成比例，可得到转子

系统的动力学方程

M s ü s + (C s - ωG s ) u̇ s + K su s = F

F=Fs + Fg + Fe + Fb+Fr （14）
式中：M s、K s、C s 和 G s 分别为壳体、电机、法兰盘、重

锤耦合的总质量、刚度、阻尼和陀螺矩阵；C s =
α0M s + α1K s，α0 和 α1 是可以通过实验得到的常数；

各节点处受力主要包括平均分配到各节点的重力

Fg、重锤和电机产生的偏心力 Fe、轴承的赫兹接触

力 Fb、金属橡胶的非线性支撑力和外界激励 Fr。

偏心力大小表示为

Fe =[ mp1 ep1，θ̇ 2 cosθ  mp1 ep1 θ̇
2 sinθ  mp2 ep2 θ̇

2 cosθ  
mp2 ep2 θ̇

2 sinθ ⋯mm 1 em 1 θ̇
2 cosθ  mm 1 em 1 θ̇

2 sinθ  
        mm 2 em 2 θ̇

2 cosθ  mm 2 em 2 θ̇
2 sinθ⋯ ]T （15）

式中：mp、ep 分别为各重锤的质量和偏心距；mm、em

分别为各电机的质量和偏心距。

滚珠轴承的赫兹接触力如下

é

ë

ê
êê
ê ù

û
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úú
úFbxi

Fbyi

= Cbi∑
j = 1

Nbi

H ( )δij δ n
ij
é
ë
êêêê ù

û
úúúúcosθij

sinθij

H ( δij )= xi cosθij + yi sinθij - Gi （16）
式中：θij 为第 i 个轴承与第 j 个滚动体的瞬时角；δij

为第 i 个轴承与第 j个滚动体之间的接触变形；n 为

赫 兹 接 触 非 线 性（滚 珠 轴 承 n =3/2，滚 棒 轴 承

n =10/9）；H ( δij ) 为轴承的 Heaviside 函数［27］；Cbi
、

N bi
、Gi 分别为赫兹接触刚度系数、滚子个数和轴承

的径向间隙。

2 结果讨论

基于第 1 节中内容建立起壳体‑电机‑转子耦合

模型的动力学微分方程，系统结构参数来源于项

目：典型舱段振动源模拟试验平台设计。其中，推

进轴系和电机结构参数在表 1 中列出，壳体、法兰

盘、重锤和螺栓参数在表 2列出。使用 Runge‑Kutta
方法求解系统振动微分方程；使用 POD 方法将原

始系统（192个自由度）分别缩减至 15、18和 20个自

由度。表 3 展示了 3 个简化系统与原始系统的相对

误差。对比了 3个简化模型与原始模型在径向垂直

方向和径向水平方向上的时间历程曲线和频谱。

图 2 是不同电机转速下含有非线性轴承的壳

体竖直（z）方向平衡状态下的响应分岔图，从图中

可以看出，响应曲线整体分布在竖直（z）方向的负

区域内，此现象是由于系统的振动响应信号整体小

于受重力影响造成。在低转速下，系统响应较小，

随着转速的升高响应逐步增大，且增速逐渐增大。
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在 10~30 Hz 处系统的运动状态较为复杂。因此，

选取 55 Hz作为仿真过程中电机的转速。

2. 1　15自由度简化系统

用 POD 法将原系统由 192 个自由度缩减至 15
个自由度，计算时间由原系统的 6 763.83 s 降低至

293.67 s，降低 95.7%，与原系统相比，其最大误差

为 5.41%。如图 3 所示，在垂直方向和水平方向的

时程曲线误差较大，简化系统舍弃信息较多。在描

述原系统的动力学行为时，在 15 自由度简化后的

频谱中，频率成分保留了下来，15 自由度简化系统

表  3 原始模型与简化模型相对误差

Table 3 Relative errors between the original model and 
the simplified model

自由度

192
15
18
20

时间/s
6 763.83

293.67
314.83
393.83

缩减时间/%
—

95.7
95.3
94.2

误差/%
—

5.41
1.32

0.037 4

图 2 壳体竖直(z)方向平衡状态下的响应分岔图

Fig.2 Bifurcation plot of response in equilibrium in the ver‑
tical (z) direction of shell

表 1 推进轴系的结构参数

Table 1 Structural parameters of the propulsion shaft system

参数

电机质量 mr/kg
轴承座水平方向质量 mb1/kg
轴承座竖直方向质量 mb2/kg

轴弹性模量 Ez/Pa
轴密度 ρ1/( kg · m-3 )

轴泊松比

轴半径 dr/cm
轴系长度 lr/m

轴承座水平方向刚度 k1/（N · m-1）

轴承座竖直方向刚度 k2/（N · m-1）

数值

189
0.5
0.5
21

7 850
0.3

0.958
0.26

8.4×107

8.4×107

图 3 原系统和 15自由度简化系统时间历程曲线和频谱对比

Fig.3 Comparison of time course curves and spectra of the original system and the simplified 15‑degree‑of‑freedom system

表 2 壳体及零部件的结构参数

Table  2 Structural parameters of housings and components

参数

壳体密度 ρ2/kg/m3

壳体弹性模量 Ek/GPa
壳体长度 lk/m

壳体内半径 rk/m
壳体半壁厚 bk/cm

壳体阻尼比

法兰盘 1 质量 mf1/kg
法兰盘 2 质量 mf2/kg
重锤单元质量 m/kg

重锤单元极转动惯量 J/ Pa
螺栓弹性模量 E/Pa

螺栓预紧力 fp/N

数值

2 730
72

0.96 5
0.25 7
10.0
0.1
3.6
3.6

0.68 4
7.23
210
200
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的主频率幅值与原系统不具有较好的一致性。15
自由度降维系统在时域保留原系统的信息不够详
细，在频域上保留的信息较为详细。因此，15 自由
度简化系统不具有足够的精度来取代原始系统，但
当不考虑原系统的复杂动力学行为时，15 自由度
简化系统在频域上可以取代原系统。
2. 2　18自由度简化系统

用 POD 法将原系统降为 18 自由度，计算时间
由 原 系 统 的 6 763.83 s 降 低 至 314.83 s，降 低

95.3%，与原系统相比，其最大误差为 1.32%。如
图 4 所示，18 自由度的简化系统在垂直方向和水平
方向的时程曲线误差均较小。在描述原系统的动
力学行为时，18 自由度简化后的频谱中，频率成分
保留了下来。18 自由度简化系统的主频率幅值与
原系统有较好的一致性。总之，18 自由度降维系
统在时域和频域上保留了原系统的大部分信息。
因此，具有充分精度的 18 自由度简化系统可取代
原始系统。

2. 3　20自由度简化系统

用 POD 法将原系统降为 20 自由度，时间由原

系统的 6 763.83 s 降低至 393.83 s，降低 94.2%，与

原系统相比，其最大误差为 0.037 4%。如图 5 所

图 4 原系统和 18 自由度简化系统时间历程曲线和频谱对比

Fig.4 Comparison of time course curves and spectra of the original system and the simplified 18‑degree‑of‑freedom system 

图 5 原系统和 20 自由度简化系统时间历程曲线和频谱对比

Fig.5 Comparison of time course curves and spectra between the original system and the simplified 20‑degree‑of‑freedom system
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示，在垂直方向的时间历程曲线误差很小，在水平

方向的时间历程曲线误差也很小。

在描述原系统的动力学行为时，20 自由度

简化后的频谱中，频率成分保留了下来。 20 自

由度简化系统的主频率幅值与原系统有很好的

一致性。因此，20 自由度的简化系统具有足够

的精度以取代原系统。对比文献［28］使用模态

综 合 法 简 化 双 转 子 系 统 的 误 差 为 0.1%，使 用

POD 方法具有更高的精确性，可以更好地反映

原系统的信息。

3 结   论

POD 方法已成功地应用于壳体‑电机‑转子耦

合系统。通过 POD 方法将原系统分别减少到 20、
18 和 15 个自由度。POD 方法对计算成本的降低

十分明显，对比了原系统和简化系统的时间历程曲

线、频谱系统已经验证了 POD 方法的准确性。20
自由度和 18 自由度的简化系统能够准确地代替原

系统，而 15 自由度的简化系统不能够准确地反映

原系统复杂的动力学行为。
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