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摘要： 强耦合条件下，复杂系统的有限元分析受到自由度的影响计算成本高昂。虽然模态叠加技术能减少耦合

系统的自由度，但基于忽略不同子系统间高阶模态和低阶模态耦合作用的假设，若使用非耦合模态可能导致收

敛性差。基于无阻尼声振耦合方程，本文采用分片传递函数法（Patch transfer function method， PTFM）将耦合面

处理成一系列独立的分片，每个分片上所属单元节点值的平均值定义为分片传递函数，通过使用连续性关系计

算耦合系统的分片传递函数。将耦合矩阵的求逆简化为源点到响应点的传递函数，可以快速计算耦合系统响应

值。分别利用直接耦合法（Direct coupling method， DCM）和分片传递函数法计算板和空气声腔耦合模型，验证

分片传递函数法的有效性，并讨论了分片传递函数的算法原理和计算误差。
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Abstract:In the case of strong coupling， analyzing a complex system by finite element method costs so much 
due to the degrees of freedom. Although introducing modal superposition technique is able to reduce the sum 
of coupling system’s freedoms， it is still based on the assumption of neglecting the coupling influence 
between the high⁃order modes and low⁃order modes belonging to different subsystems. And it may result in 
non⁃convergence when uncoupling modes are used. Based on the undamped acoustic and vibration coupling 
equation， this paper presents a new coupling method called patch transfer function method （PTFM）， by 
which the coupling face is tackled as a series of independent patches. The patch transfer functions of each 
patch are calculated by the average value of the nodal value， then the coupling system PTFs can be obtained 
by the continuity equation. It is faster to predict the coupling system response， as the inversion of coupling 
equation is substituted for the transfer function from source to receiver. At last， with the model of plate and 
air⁃cavity coupling system， this paper reveals the accuracy of PTFM by comparing the result of direct 
coupling method （DCM）. And the theory and calculation error of the method are discussed.
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过去几十年的声振耦合研究中，有限元法［1］、

有限元⁃边界元法［2］、波函数法［3］等直接构造耦合方

程的数值方法已经发展得十分成熟，然而数值算法

的计算精度和试验值之间仍然存在差异［4］，主要有

两方面原因，一是耦合模型的计算规模，二是耦合

面的处理。对于复杂的声源边界以及声腔，为了获

得精确的计算结果，可以通过加密网格来实现，但

随之而来的问题是自由度增加，计算规模庞大，并

且方程系数矩阵不对称，不能使用稀疏对称性提升

计算效率。在工程中分析复杂声振耦合系统的数

值方法一般会使用模态叠加法［5］降低模型的计算

规模，但在分析频段范围内有效的模态叠加计算需

要取合适数量的正交模态作为基向量，且产生的截

断误差会影响计算精度［6］。另一方面的误差源于

对耦合面的处理，使用有限元方法通常需对耦合方

程组进行解耦。Kim 等［4］提出了基于模态叠加理

论和耦合系数的概念实现了方程的解耦。然而，该

方法的实质是单向解耦，必然导致系统性偏差。分

片传递函数（Patch transfer function， PTF）是一种

子系统划分方法［7］，通过线性假设和叠加原理实现

耦合方程的求解，但该方法在子系统划分［8］、误差

来源与收敛性分析［7，9］等方面仍有待探索。

本文针对无阻尼声振耦合系统，将耦合面处理

成若干独立分片，每个分片的计算域内分别包含不

同的声学和结构单元。通过所属分片的节点声压

均值和速度均值的连续性关系定义从结构激励源

到结构响应点的分片传递函数，进而解耦计算得到

耦合系统的响应。最后，以一个四边简支板和空气

声腔耦合模型作为分析对象，对比分片函数传递法

（Patch transfer function method， PTFM）、文献［4］
方 法 和 直 接 耦 合 法（Direct coupling method， 
DCM）结果以验证 PTFM 的有效性，并应用算例

讨论 PTFM 在有限元方法中求解频响函数的误差

来源。

1 模型建立

如图 1 所示，弹性结构体 Ωs和声腔 Ωa组成声振

耦合系统，结构与腔体耦合面为 Sc。

在 Ωs 上施加简谐激励，结构体 Ωs 的振动微分

方程和声场域 Ωa的亥姆霍兹方程为
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式中：F 为施加在结构上的简谐力幅值，Us表示弹

性结构位移幅值，ρ0为声场介质密度，Ks、Ka和 Ms、

Ma分别为经有限元法离散结构和声场的刚度矩阵

和质量矩阵［1］，A 表示声场对结构的耦合矩阵  ［1］。

若结构和声场形函数分别为 Ns 和 Na，耦合面外法

线向量为 n，则
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示声速，K 为绝热体积弹性系数，ρs 为弹性结构体

密度，D 为结构体弹性模量矩阵。

2 分片传递函数法

如图 2 所示，将整个声振耦合系统独立为两个

系统各自离散。两个系统间仅通过若干分片利用

速度连续性和应力边界建立耦合场传递函数。

结构和声场在耦合面的任意分片 j 上的平均

速度和平均声压满足连续性条件，即

ì
í
î

ïï
ïï

p̄ s
j = p̄ a

j = p̄ c
j

v̄ s
j = v̄ a

j = v̄ c
j

（4）

式中：
--( · ) j = 1

Sj
∬
Sj

( · ) dS 表示面域平均计算式；Sj为

分片面积；上标 a 代表声场、s 代表结构、c 代表耦合

面，即分片上的交接面。

图 1 声振耦合系统

Fig.1 Acoustic-vibration coupling system

图 2 分片传递函数子系统示意图

Fig.2 Diagram of PTF subsystem
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对于结构，第 j 个分片受到第 k 个分片的声压

激励产生平均速度响应，根据导纳 Y s
jk 线性关系，有

v̄ s
j = Y s

jk ⋅ p̄ s
k （5）

同时对于声场，有

p̄ a
j = Z a

jk ⋅ v̄ a
k （6）

式中 Z a
jk 表示声场阻抗。。因此，耦合系统结构上的

平均速度响应 v̄ s 为未耦合系统结构上平均速度响

应 v͂̄ s 和耦合时因声场作用产生的附加平均速度响

应的叠加，即

v̄ s
j = v͂̄ s

j + Y s
jk p̄ c

k （7）
声场内分片 j 的平均声压响应 p̄a 等于未耦合

声场平均声压响应 p͂̄a 与结构对声场耦合产生的平

均声压响应之和，即

p̄ a
j = p͂̄ a

j + Z a
jk v̄ c

k （8）
联立式（4~8），得到耦合面内任意分片上的平

均速度响应与未耦合结构的平均速度响应关系，并

用矩阵表示为

v̄ c = ( I - Y s Z a )-1 v͂̄ s （9）
式中：I 代表单位矩阵，Ys、Z a分别表示有限元离散

后的结构导纳矩阵和声场阻抗矩阵。通过式（9）获

得耦合面任意分片上的平均速度响应后，再由声场

阻抗关系式（6）和平均速度连续性条件式（4）计算

出声场任一点的平均声压响应。

为得到结构的 PTF，由式（5）的定义，求解每

个结构分片在单位均布压力作用下的平均速度响

应。将第 k 个分片上的均布压力激励等效为节点

压力，即

F k =
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式中 Sc/Sk表示耦合面除第 k 个分片外的面域。节

点位移响应由式（11）求得，进一步得到单元平均速

度响应。

( K s - ω2 M s )U s = F k （11）
同样地，将单个声场分片的单位平均速度激励

等效为对应的输入节点速度，可以表示为［1］
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依据式（13）计算平均压强响应，从而得到声场

的 PTF
[ K a - ω2 M a ] P = Q k （13）

分片传递函数中的结构导纳和声阻抗的计算

都是一系列分片内的平均值，因而符合声振测试要

求［10］。在实际工程中，可以用测试值计算出结构

导纳 Ys 和声场阻抗 Za，从而大大减少建模计算时

间同时也能获得与测试结果一致的仿真结果。

3 仿真算例

为了验证 PTFM 的有效性，设计一个如图 3（a）
所示的四边简支板和空气声腔耦合模型，表 1 为模

型参数。如图 3（b）所示，在结构和声场内插入节

点分别离散成平面四边形单元和六面体单元，共计

Ns个结构节点和 ns个结构单元，Na个声学节点和 na

个声学单元。

首先通过求解特征方程（1）计算该结构的低阶

模态，前九阶固有频率及振型结果如图 4 所示。特

别地，频率分别为 217.839 3 和 540.350 8 Hz 时，顶

面中心处于共振状态，且该位置处响应在实际中也

便于测量。基于此，为比较 PTFM、文献［4］方法

图 3 声振耦合模型

Fig.3 Acoustic and vibration coupling model

表 1 四边简支板‑空气声腔参数

Table 1 Parameters of four‑sided simply supported 
plate‑air acoustic cavity

参数

声腔长 L/m
声腔宽 W/m
声腔高 H/m

空气声速 c0/（m·s-1）

空气密度 ρ0/（kg·m-3）

平板厚度 h/m
平板密度 ρs/（kg·m-3）

平板弹性模量 E/Pa
平板泊松比 ν

数值

0.304 8
0.152 4
0.152 4

340
1.21

1.63×10-3

2 690
7×1010

0.3
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与 DCM 得到的平均声压响应结果，选取声腔上顶

面中心为参考点之一。另外选取体心为参考点反

映有限元方法对声场的计算情况。

以 1 Hz 为步长，分别使用 3 种方法在频率为

1~1 000 Hz 范围内对结构参考点声压进行计算。

图 5，6（Ns=91，ns=72，Na=637，na=432）分别为

声腔顶面中心参考点与体心参考点处声压随频

率 变 化 曲 线 。 图 5 曲 线 峰 值 处 的 频 率 分 别 为

218 和 540 Hz，对应图 4 耦合场的固有频率，且在该

频率下，体心处的声压曲线同样到达峰值，符合第

二阶、第四阶固有振型的对称性。综合两个参考点

的声压响应曲线，PTFM 的计算精度较文献［4］方

法更高。

对相同结构设置不同的有限元划分如表 2 所

示。为了说明在整个频带范围内的计算精度，以

式（14）计算应用 PTFM 与 DCM 在每个频率点处

平均声压响应的绝对误差（Absolute error， Ae），结

果如图 7 所示。

Ae = PPTFM - PDCM （14）

式中 P（.）分别表示两种方法的声压响应值。在整

个频带上，除曲线峰值和谷值处对应的频率点外，

两种方法得到的频响曲线几乎吻合。

图 5 声腔顶面中心声压-频率曲线

Fig.5 Sound pressure level-frequency curves at the center 
of the top surface of the cavity

图 6 声腔体心声压-频率曲线

Fig.6 Sound pressure level-frequency curves at the body 
center of the cavity

表 2 有限元节点和单元数目

Table 2 Number of finite element nodes and elements

单元划分

1
2
3
4

Ns

77
91
97

105

ns

60
72
84
96

Na

539
637
679
735

na

360
432
504
576

图 7 绝对误差⁃频率曲线
Fig.7 Ae⁃frequency curves

图 4 声振耦合模型固有模态

Fig.4 Intrinsic modes of the acoustic and vibration coupling 
model
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而在固有频率处，使用 PTFM 计算得到的声

压响应绝对误差和按式（15）得到的相对误差大小

（Relative error， Re）结果如表 3 所示。

Re = PPTFM - PDCM

PDCM
× 100% （15）

依据计算结果，两参考点声压响应相对误差相

近。根据式（9），耦合方程的振动响应是由未耦合

场结构的响应计算得到，图 8 展示了部分未耦合场

的固有频率和振型，未耦合场的固有频率始终与耦

合场固有频率有所偏差，因而存在计算误差。当划

分的单元更小时，刚度矩阵、质量矩阵的稀疏性和

式（13）求逆运算的奇异性问题显著，综合影响计算

误差。

顶面中心与体心处的谷值频率分别为 376、
657 和 502 Hz，根据机械振动理论［11］，曲线谷值对

应的频率值为该参考点的反共振频率。表 4 列出

这些振频率点的声压响应计算误差。由式（11，
13），分片上的传递关系定义为单元平均速度、平均

声压响应的比，因此对某一点一定存在近似偏差。

当提高有限元的数目时，分片单元面积减小，式

（11，13）的平均效应被削弱，但仍存在上述稀疏性

和奇异性问题影响计算精度。

虽然在频响曲线谷处的响应有所偏差但总体

的趋势是与直接法的趋势一致。其次，反共振频率

是一种局部现象，即只对个别点的测量误差有影

响，且由于计算步长为 1 Hz，对于实际工程中更宽

表 3　固有频率点计算误差

Table 3　Calculation error at natural frequency

固有频率/Hz

218

540

单元划分

1
2
3
4
1
2
3
4

绝对误差/dB
顶面中心

0.89
2.64

-3.93
-1.84

2.10
-5.30
-1.76
-1.17

体心

0.80
2.55

-4.00
-1.89

2.60
-4.93
-1.47
-0.88

相对误差/%
顶面中心

0.78
2.11

-2.93
-1.41

2.23
-4.96
-1.81
-1.29

体心

0.69
2.01

-2.93
-1.43

3.01
-5.00
-1.65
-1.07

图 8 未耦合场的固有频率及固有模态

Fig.8 Natural frequency and natural mode of the uncoupled field

表 4　反共振频率点计算误差

Table 4　Calculation error at anti‑resonant frequency

单元划分

1
2
3
4

绝对误差/dB
顶面中心

376 Hz
37.83
27.37
20.50
13.64

657 Hz
23.59

-10.66
-2.81
-8.44

体心

502 Hz
36.25
19.03

8.66
2.72

相对误差/%
顶面中心

376 Hz
-1 254.37

382.54
146.84

58.84

657 Hz
351.41

-36.30
-7.79

-23.41

体心

502 Hz
-378.43

349.31
65.92

7.63
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泛的频率间隔，精度也是可以保证的。

最后，在计算精度满足要求的情况下，使用

PTFM 计算时分片单元的类型和尺寸与结构单

元相同，单元数目远小于声学单元数目，因此由

式（11）计算的线性方程组维度较式（1）减少了 Na

个，降低了有限元计算的复杂程度。关于 PTFM
在耦合方程的降维机理有待进一步研究。综上所

述，表明了该方法的高效性。

4 结   论

本文建立了一般结构声场的无阻尼声振耦合

模型，引入了分片传递函数方法实现耦合方程的解

耦。设计了一个四边简支板和空气声腔耦合模型，

对比在声腔顶面中心和体心处文献［4］方法、分片

传递函数法和直接声振耦合有限元法的平均声压

响应结果，分析并讨论了应用 PTF 原理在共振频

率与反共振频率处的声压响应计算误差原因，验证

了该方法的有效性。
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