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可重构 3⁃RRR并联机器人的“点对点”路径规划
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摘要： 通过拓扑重构，可以提高并联机器人的静刚度、故障修复等性能，但机器人重构之后能否到达任意指定的

位姿且不经过奇异位形，尚无定论。为此，以可重构 3‑转动副转动副转动副（3‑revolute‑joint，revolute‑joint，
revolute‑joint，3‑RRR）并联机器人为研究对象，提出了一种能够实现“点对点”路径跟踪的规划算法。首先，建立

了机构重构之前的反向运动学模型，据此确定了 6 组重构序列。接着，构建了一种“四步”规划算法，适用于任意

自由度的可重构并联机器人的“点对点”路径跟踪，具有直观的几何解释，并且能够消除全部的奇异位形；通过算

例验证了规划算法的有效性。然后，基于螺旋理论，计算出各组参量下的输入、输出和局部传递指标值，据此，确

定了重构序列下的最优输入参量。最后，将“点对点”路径规划算法推广至连续路径规划的情形。
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“Point⁃to⁃Point” Path Planning for Reconfigurable 3⁃RRR Parallel Robots
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Abstract: Topological reconfiguration can improve the static stiffness and fault tolerance of parallel robots， 
but the problem of whether the robot can reach any specified pose without singular configuration has not been 
solved. Therefore， this paper takes the reconfigurable 3-RRR planar parallel robot as the research object， and 
proposes a path planning method that can realize “  point-to-point ” tracking. Firstly， the inverse kinematics 
model before reconfiguration is established， and six paths based on topological reconfiguration are found. 
Then， a “  four-step ” planning algorithm is constructed， which is suitable for “  point-to-point ” path tracking 
of reconfigurable parallel robots with any degree of freedom. It has intuitive geometric interpretation and can 
eliminate all singularities. The effectiveness of the planning algorithm is verified by an example. Further， 
based on the screw theory， the input and output transfer indexes under each input mode are calculated， and 
the optimal solution of the input mode is obtained by using the local transfer index. Finally， the “  point-to-

point ” path planning algorithm is extended to continuous path planning.
Key words: parallel robot； topological reconfiguration； path planning； screw theory； singularity

并联机器人的本质功能是输出运动或抵抗外 负载，与串联机器人相比，具有刚度大、结构稳定且
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承载能力强等优点［1］。 3‑转动副转动副转动副

（3‑revolute‑joint， revolute‑joint， revolute‑joint，
3‑RRR）平面并联机器人由静平台、动平台和 3 条

RRR 支链构成。在货物搬运、产品包装和零件装

拆等场合应用前景广阔［2‑4］。然而，由于结构特点

的限制，该并联机器人仅具有固定的输出自由度和

运动/力传递性能，难以满足不同任务和工况的需

求［5］。可重构 3‑RRR 平面并联机器人能够变拓

扑［6］，具有变性能的优点，吸引了国内外学者的

关注。

You 等［7］论证了通过拓扑重构的方式，可以增

强并联机器人的静刚度，进而提高其工作精度。

Yi 等［8］研究发现，通过拓扑重构，能够提高并联机

器人的故障修复性能，以确保机器人能够“带病”正

常工作。笔者意识到，机器人重构后的关节路径会

发生变化，这将引起操作路径的变化。此时，机器

人还能否进行路径跟踪，以及在路径跟踪时是否可

能发生奇异的问题，尚无定论。

路径规划是根据最优准则在工作空间中寻找

从初始位置到目标位置之间的最优路径［9］，不需

要考虑运动的速度、加速度、加加速度等参量。机

器人的路径规划分为“点对点”路径规划和连续路

径规划。前者指末端执行器由起始点运行至终止

点，不需要考虑中间轨迹；后者指执行器的运动路

径必须为一条指定的连续轨迹。目前，国内外学

者 对 一 般 并 联 机 器 人 的 路 径 规 划 研 究 较 为 广

泛［10‑13］，而针对可重构平面并联机器人的研究

较少。

本文聚焦于可重构 3‑RRR 平面并联机器人的

“点对点”路径规划问题。首先，建立拓扑重构之前

机器人的反向运动学模型，求解动平台铰链点坐标

和驱动副输入量。然后，确定 6 组重构序列，并以

一组序列为例，推导路径规划算法。接着，基于局

部传递指标，求解输入参量。最后，将“点对点”路

径规划推广为连续路径规划。

1 反向运动学模型

3‑RRR 平面并联机器人的实物模型和机构简

图分别如图 1（a，b）所示，主要由等边三角形的动平

台、静平台以及 3 条结构相同的有序单开链构成。

静平台上的转动副（O'、P、Q）为外副，动平台上的

转动副（J、K、N）为内副，其他转动副为中副。

如图 1（b）所示，建立惯性系｛O‑XY｝。内副至

动平台几何中心的距离为 L，静平台的边长为 L0，

远离动平台的杆的长度为 L1，邻近动平台的杆的

长度为 L2。动平台的目标位置和姿态分别为（X，

Y）、α。γ1、γ2、γ3 分别对应 LOE、LPD、LQM 与 X 轴正

方向的夹角（逆时针方向为正）。

3 个内副的坐标为
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分别列三角形 OEJ、PDK和 OMN的矢量闭

环方程
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LO ′J = LO ′E + LEJ
LPK = LPD + LDK
LO ′N = LO ′M + LMN

（2）

求解 3 个夹角，结果为
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γ1 = 2arctan -D 2 ± D 2
2 - D 2

0 + D 2
1

D 0 - D 1

γ2 = 2arctan -D 4 ± D 2
4 - D 2

3 + D 2
5

D 3 - D 5

γ3 = 2arctan -D 7 ± D 2
7 - D 2

6 + D 2
8

D 6 - D 8

（3）

式 中 ：D 0 = X 2
J + Y 2

J + L 2
1 - L 2

2，D 1=-2L 1Y J，

D 2 = -2L 1 X J， D 3=( )XK - XP
2+( )YK - YP

2+
L 2

1-L 2
2，D 4 = -2L 1( )YK - YP ，D 5=-2L 1（XK-

XP） ， D 6=( )XN - XQ

2+( )YN - YQ

2+L 2
1-L 2

2，

D 7 = -2L 1( )YN - YQ ，D 8 = -2L 1( )XN - XQ 。

至此，已推导出 3‑RRR 平面并联机器人运动

学反解的解析式，一共包含 8 组解。

图 1 3‑RRR 平面并联机器人

Fig.1 3‑RRR planar parallel robot
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2 路径规划算法

本文是通过锁定转动副的方式实现机器人的

拓扑重构。根据式（4），计算出 3‑RRR 平面并联机

构在拓扑重构后的自由度数为 1。因此，只要将同

一条支链上的中副和外副锁定，动平台就能实现定

轴转动。

F = m ( N͂ - 1 - J͂ )+ ∑
i = 1

J͂

f i （4）

式中：F 为机构的自由度数；m 为机构的阶数，对于

平面机构，等于 3；N͂ 为构件个数；J͂ 为关节个数；fi

为关节 i的自由度数。

所提路径规划算法的基本思路是：首先，在内

副中任选一个特征点，并通过拓扑重构，使得动平

台执行 3 次定轴转动，以调整其位置。然后，动平

台绕着该特征点，再执行一次定轴转动，以达到目

标位姿。

将动平台由初始位姿调整至目标位姿，共有 6
组可行的重构序列（如图 2）。图 2 中，字母代表定

轴转动的转轴，角标代表转动的次数。不失一般性

地，本文以第一条序列为例，进行详细阐述。选取

J为特征点，LJN ′、LN ′K ″、LK ″J ″、LJ ″N ″与 X 正方向的夹

角分别为 φ 1、φ 2、φ 3、φ 4。接下来，通过同一支链中

副、外副的锁定切换，对可重构 3‑RRR 平面并联机

器人进行路径规划。

2. 1　特征点位置的调整

2. 1. 1　内副的输入参量计算

动平台绕 J转动后N点的坐标N ′

N ′= [ ]X J + 3 L cos φ 1 Y J + 3 L sin φ 1

T
 （5）

动平台绕N ′转动后K点的坐标K ″

K ″= [ X J + 3 L cos φ 1 + 3 L cos φ 2

]Y J + 3 L sin φ 1 + 3 L sin φ 2 （6）

动平台绕 K ″转动后 J点的坐标 J ″（点 J ″为点 J

的目标位置）

J ″= [ X J + 3 L ( )cos φ 1 + cos φ 2 + cos φ 3

]Y J + 3 L ( )sin φ 1 + sin φ 2 + sin φ 3 （7）

显然，经过第 1、2 次定轴转动后，点 K ″应位于

圆 J ″上（图 3（a））。为直观地表示拓扑重构的形

式，设置转动副的工作模式符号（图 3（b））。

K ″的坐标满足

( x - X J ″)
2 + ( y - Y J ″) 2

= 3L2 （8）
将式（6）代入式（8），解得

φ 2 = 2arctan -m 3 ± m 2
3 - m 2

1 + m 2
2

m 1 - m 2
（9）

式 中 ：m 1 =a0 + a1 cos φ 1 + a2 sin φ 1，m 2=a1+
a3cos φ 1，m 3=a2+a3 sin φ 1，a0=（X J-X J ″）

2+（Y J-

Y J ″）
2+3L2，a1=2 3 L ( )X J- X J ″ ，a2=2 3 L（Y J-

Y J ″），a3 = 6L2。

3 次定轴转动后，特征点满足

ì
í
î

ïï

ïïïï

X J+ 3 L cos φ 1+ 3 L cos φ 2+ 3 L cos φ 3=X J ″

Y J+ 3 L sin φ 1+ 3 L sin φ 2+ 3 L sin φ 3=Y J ″

（10）
易解得

φ 3 = 2arctan -m 6 ± m 2
6 - m 2

4 + m 2
5

m 4 - m 5
（11）

式中：m 4=( )X J - X J ″+ 3 L cos φ 1

2
+（Y J-Y J ″+

3 Lsin φ 1）2，m 5=2 3 L（X J-X J ″+ 3 L cos φ 1），

m 6=2 3 L ( )Y J - Y J ″+ 3 L sin φ 1 。

φ 2、φ 3 均与 φ 1 相关，故当 φ 1 确定后，欲使得所选

取的特征点达到目标位置，共有 4组输入参量（见表 1，

图 2 路径规划算法流程图

Fig.2 Path planning algorithm flow chart

图 3 3‑RRR 平面并联机器人重构后的位置图解

Fig.3 Pose diagram of 3‑RRR planar parallel robot after re‑
construction
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所涉及的多组解用右下角标括号内的数字表示）。

2. 1. 2　外副的输入参量计算

拓扑重构之后，LQM ′、LPD″与 X 轴正方向夹角分

别为 1 γ *
3、2 γ *

2（左上角标对应“四步”重构的顺序；右

上角标作为与反解解析式的区分）。列三角形

QM ′N ′和 PD″K ″的矢量闭环方程

ì
í
î

LQN ′ = LQM ′ + LM ′N ′

LPK ″= LPD″+ LD″K ″
（12）

易得

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

1 γ *
3 = 2arctan c2 ± c2

2 - c2
3 + c2

1

c3 + c1

2 γ *
2 = 2arctan c5 ± c2

5 - c2
6 + c2

4

c6 + c4

（13）

式中：c1 = 2L 1( )XN ′ - L 0 ，c2 = 2L 1YN ′，c3=（XN ′-
L 0） 2+Y 2

N ′+L 2
1-L 2

2，c4=L 1（2XK ″-L 0），c5=L 1 ⋅

（2YK ″ - 3 L 0），c6=( )XK ″-
L 0

2

2

+( )YK ″-
3 L 0

2

2

+

L 2
1-L 2

2。

这样，调整特征点的位置时，外副Q、P、O对应

的输入参量分别为 1 γ *
3、2 γ *

2、3 γ1（表 2）。

2. 1. 3　特征角的许可范围计算

定义 LJN ′、LN ′K ″、LK ″J ″、LQM ′、LPD″与 X 轴正方向

的夹角 φ 1、φ 2、φ 3、1 γ *
3、2 γ *

2 分别为特征角 1、2、3、4、
5。锁定转动副 O ′、E后，令 LQJ、LPJ 与 X 轴正方向

的夹角分别为 μ1、μ2。若 J 副在四杆机构 JN ′M ′Q、

JK ′D ′P中均满足整转副存在条件，则特征角 1 的

许可范围应该为 0°~360°；若不满足，令 LJN ′、LJK ′与

X 轴正方向的夹角分别为 φ 4、φ 5，则需要分别在四

杆机构 JN ′M ′Q、JK ′D ′P中单独进行研究。

当 LJN ′、LJK ′ 达到极限位置时，存在矢量闭环

方程

ì
í
î

LQJ + LJN ′ = LQN ′

LPJ + LJK ′ = LPK ′
（14）

易得

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

φ 4 = 2arctan -n3 ± n2
3 - n2

1 + n2
2

n1 - n2

φ 5 = 2arctan -n6 ± n2
6 - n2

4 + n2
5

n4 - n5

（15）

式 中 ： n1=( )X J - XQ

2+( )Y J - YQ

2+3L2-

( )L 1 + L 2
2
， n2=2 3 L( )X J - XQ ， n3=

2 3 L（Y J-YQ），n4=( )X J - XP
2+( )Y J - YP

2+
3L2-( )L 1 + L 2

2
， n5=2 3 L( )X J - XP ， n6=

2 3 L（Y J-YP）。

将 φ 4、φ 5、μ1、μ2 转换成正方向所对应的夹角。若

φ 4>μ1，或者 φ 5>μ2，则将其值替换为-（360°- *）（*
为换算前的数值）。计算可得特征角 1的许可范围

min{φ 4、φ 5 - 60°}≤ φ 1 ≤ max{φ 4、φ 5 - 60°} （16）
不失一般性地，这里仅给出特征角 2、3 的许可

范围公式

min{φ 6 - 60°、φ 7}≤ φ 2 ≤ max{φ 6 - 60°、φ 7} （17）

min{φ 8 - 60°、φ 9}≤ φ 3 ≤ max{φ 8 - 60°、φ 9} （18）
式中：φ 6、φ 7 对应 N副分别在四杆机构 N ′J ′E ′O ′、

N ′K ″D″P约束下的许可角度。φ 8、φ 9 对应 K副分

别在四杆机构 K ″N ″M ″Q、K ″J ″E ″O'约束下的许

可角度。

分别锁定转动副O ′和 E、Q和M ′，若Q副、P副

在四杆机构 JN ′M ′Q、N ′K ″D″P中满足整转副存

在条件，则特征角 4、5 的许可范围应该为 0°~360°；
若不满足，当 JN ′M ′Q、N ′K ″D″P中的QM ′、PD″运
动至极限位置时，存在矢量闭环方程

ì
í
î

LJQ + LQM ′ = LJM ′

LN ′P + LPD″= LN ′D″
（19）

易得

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

ψ 1 = 2arctan -2t1 ± 2 t 2
1 - t2

t3

ψ 2 = 2arctan -2t4 ± 2t4 - t5

t6

（20）

式 中 t1=TY L 1，t2=t3（a1+2TX L 1-b1），t3=a1-
2TX L 1-b1，t4=V Y L 1，t5=t6（a2+2V X L 1-b2），t6=
a2-2V X L 1-b2，a1=T 2

X+L 2
1+T 2

Y，b1= （ 3 L+
L 2）2，a2=V 2

X+L 2
1+V 2

Y，b2=（ 3 L+L 2）2。

TX、V X、TY、V Y 分别为 LJQ、LN ′P在 X、Y 方向上

的投影。

因此，特征角 4、5 的许可范围分别为

min ψ 1 ≤ 1 γ *
3 ≤ max ψ 1 （21）

表 1　调整特征点位置时内副的输入参量

Table 1 Input parameters of the internal rotation joint 
when adjusting the position of the feature point

组别

1
2
3
4

LJN ′与 X 轴正方
向的夹角/（°）

φ 1

LN ′K ″与 X 轴正方
向的夹角/（°）

φ 2( )1

φ 2( )1

φ 2( )2

φ 2( )2

LK ″J ″与 X 轴正方
向的夹角/（°）

φ 3( )1

φ 3( )2

φ 3( )2

φ 3( )1

表 2 外副的输入参量

Table 2 Input parameters of external rotation joint

向量

LQM ′

LPD″

LOJ ″

向量与 X 轴正方向的夹角/（°）
1 γ*

3
2 γ*

2
3 γ1
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min ψ 2 ≤ 2 γ *
2 ≤ max ψ 2 （22）

2. 2　动平台姿态的调整

特征点的位置确定之后，对机器人进行一次重

构（锁定转动副 O ′、E ″），即动平台绕 J ″做定轴转

动。此时，调整 LJ ″N ‴与 X 轴正方向的夹角至 φ 4。

调整 LPD‴（LQM ‴）与 X 轴正方向的夹角，将内副的转

角转换成外副的转角。基于第 1 节的研究，在调整

动平台的姿态时，存在 4 组输入参量（表 3）。

综上，调整特征点的位置和动平台的姿态时，

均存在 4 组输入参量。

3 运动/力传递性能指标

图 4 为锁定转动副 O*、E*后可重构 3‑RRR 平

面并联机器人的机构简图。在Q'*点建立辅助坐标

系｛Q*-X´Y｝́。

令 LQ ′* M *、LM *N * 与 X ′轴正方向的夹角分别为

ϕ 1、ϕ 2。以杆Q ′*M*为原动件。Q ′*M*N*上各转动副

的旋量以及传递力旋量满足
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$Q ′* = [ ]0，0，1   ；   0，0，0
$M * = [ ]0，0，1   ；   L 1 sin ϕ 1，-L 1 cos ϕ 1，0

$N * =
æ

è

ç
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ç
ç
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ö

ø

÷

÷÷
÷
÷

÷( )0
0
1

T

，( )L 1 sin ϕ 1 + L 2 sin ϕ 2

-L 1 cos ϕ 1 - L 2 cos ϕ 2

0

T

$T ∘ $M * = 0  $T ∘ $N * = 0

 （23）

式中“∘”为旋量的互易积运算。

输入运动旋量 $I=$Q ´*，传递力旋量可用式（23）
计算得出

$T = [ cos ϕ 2 sin ϕ 2 0；

   ]0 0 L 1 cos ϕ 1 sin ϕ 2 - L 1 cos ϕ 2 sin ϕ 1

 （24）

动平台做定轴转动，故输出运动旋量为

$O = [ ]0，0，1 ； Y J *，-X J *，0 （25）
分别计算支链的输入传递指标 λ 和输出传递

指标 η
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λ = || $T ∘ $ I

|| $T ∘ $ I max

= || sin ( )ϕ2 - ϕ 1 = || cos ϕ

η = || $T ∘ $O

|| $T ∘ $O max

= || sin ω
（26）

式中：ϕ 为M*的运动方向和杆M*N*所夹角；ω 为杆

M*N*和杆 J*N*所夹角。

推导局部传递指标的解析式

κ = min{λ， η}= min{| cos ϕ |， | sin ω |} （27）

本文的几种重构构型的基本结构是相同的，故

上述结论同样适用于其他情况。λ、η 的值越接近

1，则运动/力传递性能越优异；当它们等于 0 时，代

表机器人在运动过程中发生了奇异［14］。

4 数值算例

4. 1　调整特征点位置的输入参量计算

给定动平台的目标位姿、特征点 J的初始位

置、各杆的长度等参数，如表 4 所示。

运用式（1、16），计算特征点的目标位置 J ″以

及特征角的变化范围为

J ″= [ ]414.78 508.46 T

φ 1 ∈[ - 49.30° ， 81.91°]
取 φ 1 = 33.65°。结合表 1，计算 4 组输入参量，

结果如表 5 所示。经分析，组 1、组 3 中，各角度满

足式（17、18）的数学条件，但利用式（27）进行数值

算例验证时，存在奇异位形。组 2 中，LK ″J ″与 X 正

方向的夹角不满足特征角 3 的条件，即式（18）。组

表 3 调整动平台姿态的输入参量

Table 3 Adjust the input parameters of the moving plat⁃
form attitude 1

组别

1*

2*

3*

4*

向量

LPD‴

LPD‴

LQM ‴

LQM ‴

向量与 X 轴正方向的夹角/（°）
4 γ2( )1
4 γ2( )2
4 γ3( )1
4 γ3( )2

图 4 锁定O *、E * 后的机构简图

Fig.4 Mechanism diagram after locking O * and E *

表 4 机器人的结构及位姿参数

Table 4 Structure and pose parameters of the robot

参数

动平台目标位姿

特征点 J的初始位置

L0

L1

L2

L

值/mm
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú603.08
866.06
32.23°

é
ë
êêêê ù

û
úúúú734.25

212.34
2 028.68
700.00
800.00
404.15
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4 中对应的角度均满足式（17、18），且不存在奇异

位形。

运用 Solidworks Motion 插件，并结合组 4 中的

输入参量，进行数值算例验证的具体操作步骤为：

首先，锁定 O ′、E，转动内副 J，调整 LJN ′与 X 正方向

的夹角为 33.650°。然后，锁定 Q、M ′，解除 O'、E，

转 动 内 副 N ′，调 整 LN ′K ″ 与 X 正 方 向 的 夹 角 为

136.179°。最后，锁定 P、D″，解除 Q、M ′，转动内副

K ″，调整 LK ″J ″与 X 正方向的夹角为-124.566°。
4. 2　调整特征点位置的输入参量筛选

基于第 2.1 节的研究，组 4 的输入参量可以转

换成 8 组外副的输入参量（表 6）。

研究发现，1 γ*
3( )2 、

2 γ*
2( )2 的值不满足式（21、22）的

条件，因此，组 3´、4´、5´、6´、7´、8´的输入参量均不可

行。运用组 2´的输入参量调整特征点的位置时，根

据机构的初始安装位置和机构运动的连续性，3 γ1( )2

的值不满足要求。这样，只有组 1´满足全部要求。

实 验 结 果 显 示 ，特 征 点 目 标 位 置 J ″的 坐 标 为

( 414.81 ，508.74) T
。

4. 3　调整动平台姿态的输入参量计算及筛选

基于第 2.2 节的研究，调整动平台的姿态，存

在 4 组输入参量。运用式（3），计算得到的结果如

表 7 所示。

机器人在实际运动过程中必须要保证连续性，

也即不能在不同输入空间之间“瞬间转移”。因此，

在运用 Solidworks Motion 插件进行数值算例验证

时，只有组 1*、3*、4*满足运动要求。进一步可导出

动平台位置和姿态的坐标值数据，绘出动平台的运

动路径流程图（图 5），以及拓扑重构前、后动平台

的位姿变化曲线（图 6）。

4. 4　动平台运动路径的最优解

基于第 3、4 节的结果，执行数值算例（原动件

的角速度设为恒定值 1 r/min），可绘制运用组 1*、

3*、4*的输入参量调整动平台位姿的局部传递指标

值的变化曲线（图 7）。

图 7 显示，在机构运动过程中，存在 λ=0 的情

况，这表明机构发生了奇异。利用式（28）可计算

出 Δ 1*、Δ 3* 分别为 0.142 0 和 0.101 2。因此，使用组

3*的输入参量时，各局部传递指标值与最优值的偏

离程度最低。

Δj = 1
n - 1 ∑

i = 1

n

( )X j，i - X͂
2
     Δ = min Δj （28）

式中：n 为数据个数；Xj，i 为数据；X͂ 为最优数据；Δj

为各组数据与最优数据的偏离程度。

此外，相对于其他两组输入参量，组 3*下的平

均局部传递指标值更接近 1，且该方式下的最小局

部传递指标值为 0.785 9，也更接近于 1。因此，采

用组 3*进行路径规划时，运动/力传递性能最优。

这表明，通过合理地选取重构方式，可消除机器人

在运动过程中的全部奇异位形。虽然通过驱动冗

余［15］或运动冗余［16］的方法也能够避开并联机器人

的奇异位形，但是，驱动冗余会增加机器人的协调

控制难度，运动冗余会在其他位姿处“诱导”出新的

奇异位形。

压力角作为衡量机构传力性能的标志，其值越

小，则表明机构的传力效果越好。为此，绘制了各

组输入参量下，在动平台铰链点处的压力角变化曲

线，如图 8 所示。

利用式（28）可计算出 Δ 1́*、Δ 3́*、Δ 4́*（对应组 1*、组

3*、组 4*，3 组输入参量下的压力角与最优数值的偏

离程度），它们分别为 22.451 7、8.978 9、12.457 4。
显然，组 3*下各压力角值与最优值的偏离程度最低，

并且其平均压力角也最小。因此，运用组 3*输入参

表 6　外副的输入参量

Table 6 Input parameters of external rotation joint

组别

1´
2´
3´
4´
5´
6´
7´
8´

LQM ′与 X 轴正方向
的夹角/（°）

1 γ*
3( )1 =-163.506

1 γ*
3( )1 =-163.506

1 γ*
3( )1 =-163.506

1 γ*
3( )1 =-163.506

1 γ*
3( )2 =83.221

1 γ*
3( )2 =83.221

1 γ*
3( )2 =83.221

1 γ*
3( )2 =83.221

LPD″与 X 轴正方向
的夹角/（°）

2 γ*
2( )1 =-37.145

2 γ*
2( )1 =-37.145

2 γ*
2( )1 =-176.362

2 γ*
2( )2 =-176.362

2 γ*
2( )1 =-37.145

2 γ*
2( )1 =-37.145

2 γ*
2( )2 =-176.362

2 γ*
2( )2 =-176.362

LOJ ″与 X 轴正方
向的夹角/（°）

3 γ1( )1 =123.011
3 γ1( )2 =-21.423
3 γ1( )1 =123.011
3 γ1( )2 =-21.423
3 γ1( )2 =-21.423
3 γ1( )1 =123.011
3 γ1( )1 =123.011
3 γ1( )2 =-21.423

表 7 调整动平台姿态的输入参量

Table 7 Adjust the input parameters of the moving plat⁃
form attitude 2

组别
1*

2*

3*

4*

向量
LPD‴

LPD‴

LQM ‴

LQM ‴

向量与 X 轴正方向的夹角/（°）
-76.599

159.023
166.997
111.414

表 5　调整特征点位置的输入参量

Table 5 Adjust the input parameters of the feature point 
position

组别

1
2
3
4

LN ′K ″与 X 轴正方向
的夹角/（°）
-124.564 6
-124.564 6

136.179 0
136.179 0

LK ″J ″与 X 轴正方向
的夹角/（°）
-124.566 1

136.187 3
136.187 3

-124.566 1
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量调整动平台位姿时，机构的传力效果最好。这与

利用局部传递指标所得出的结论完全吻合。

5 路径规划算法的推广

与“点对点”路径规划有所不同，连续路径规划

能 够 对 机 器 人 进 行 连 续 的 路 径 跟 踪 。 可 重 构

3‑RRR 平面并联机器人具有结构可变、自由度可

变的特点，故其连续路径规划较为困难。但如果合

理地利用上文的“点对点”路径规划算法，就能够规

划出较精确的连续路径。

如图 9 所示，点 A、B 分别为动平台的初始位

置和目标位置。其中，红色直线为已规划出的

“点对点”路径，蓝色曲线为指定的连续路径。在

蓝色曲线上插入 4 个分段点 C、D、E、F，将连续

路径划分成 5 段。这样，通过 5 次“点对点”路径

规划，将动平台由各段曲线的起始点移至终止

点，可实现连续路径跟踪。连续路径上插入的分

图 5 调整动平台位姿的流程图

Fig.5 Flow chart of adjusting moving platform pose

图 6 拓扑重构前、后动平台的位姿变化曲线

Fig.6 Pose change curves of the front and rear moving plat‑
forms are reconstructed by topology

图 7 各组输入参量下局部传递指标值的变化图

Fig.7 Change diagram of local transfer index value under 
each group of input parameters

图 8 各组输入参量对应的压力角变化曲线图

Fig.8 Pressure angle change curves corresponding to the in‑
put parameters of each group
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段点数越多，则进行“点对点”路径规划的次数就

会越多，但动平台的实际运动路径就会越接近于

指定路径。

6 结   论

（1）通过求解反向运动学方程，确定了可重构

3‑RRR 平面并联机器人的 6 组重构序列。采用锁

定同一条支链上中、外副的拓扑重构方式，使得动

平台执行 4 次定轴转动，可依次调整特征点的位置

和动平台的姿态。

（2）分别推导出 3 次重构调整特征点位置和 1
次重构调整动平台姿态时对应的输入量解析式。

研究发现，调整特征点的位置和动平台的姿态均存

在 4 组输入参量。

（3）调整特征点位置和动平台姿态的输入参量

中，分别有 1 组和 3 组输入参量既满足数学条件

又满足机构学条件。计算出 3 组输入参量下的

局部传递指标值，确定了消除全部奇异位形的最

优解。

（4）将“点对点”路径规划算法推广至连续路径

规划中。通过在连续路径曲线上插入若干个分段

点，并采用“点对点”路径规划的思想，能够实现连

续路径的跟踪，且分段点数越多，则路径跟踪效果

越佳。
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