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基于渐近均匀化的梯度板等效刚度数值计算
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摘要： 基于梯度板结构的渐近均匀化方法，简化梯度板微单胞的单胞方程及等效刚度列式，并推导其有限元求解

列式，实现梯度加筋板微结构等效刚度的高效数值求解。相比仅能处理矩形单胞的经典数值均匀化方法，该方

法可以处理一般平行四边形微结构，具有更好的普适性。数值算例通过比对梯度加筋板及其对应的等效均质板

挠度，最大挠度数值相对误差均在 5% 以内，验证了所提数值方法的正确性及可行性。
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Numerical Computation of Effective Stiffness of Gradient Plates Based on 
Asymptotic Homogenization
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Abstract:Based on the asymptotic homogenization method of gradient plates， the unit cell problems and the 
effective stiffness of gradient plates are simplified， and the finite element solution is derived to achieve the 
efficient numerical solution of effective stiffness. Compared with the classical numerical homogenization 
method which can only deal with rectangular cells， this method can deal with general parallelogram 
microstructure and has good universality. The numerical examples verifies the correctness and feasibility of 
the numerical method proposed in this paper by comparing the deflection of the gradient stiffened plate and its 
corresponding equivalent homogeneous plate， and the relative error of the maximum deflection value is 
within 5%.
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加 筋 结 构 是 一 种 轻 质［1］、高 比 强 度/比 刚

度［2⁃3］、吸能能力［4⁃5］强、高阻尼［6］、热性能［7］良好和

生物相容性［8］良好的结构，具有宏观与微观两个尺

度的结构特点，这一结构特点使其在大幅降低材料

使用率的同时能够保证结构的承载能力，诸多优点

使得加筋结构在航空航天［9⁃10］、汽车制造［11⁃12］及医

疗［13］等领域有着很大的应用前景与空间。

加筋板结构一般分为两类：周期加筋板结构

和梯度加筋板结构，由于加筋结构跨尺度的特点，

采用渐近均匀化方法处理此类结构比较好。针对

周期加筋结构已经有了比较充分的研究，20 世纪

60 年代，人们开始提出使用力学均匀化方法来模
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拟预测复合材料的等效力学性能，核心思想是使

用均质材料来代替要研究的复合材料，使它们在

力学场作用下有着相近的力学行为。基于多尺度

的渐近分析［14⁃16］和体积平均［17⁃20］的均匀化方法已

被一些研究人员用于研究周期加筋板。在基于等

效应变能的均匀化方法中，通过在非均匀材料中

施加均匀应力或应变场的边界条件，使得非均匀

材料中的应变能值与等效均匀材料中的应变能值

相等，从而得到非均匀材料的力学等效性质［21］，在

Hohe［17］的工作中，这种均匀化方法用于确定具有

六边形蜂窝夹层板的等效刚度矩阵。在 Alecci
等［18］的工作中，开发了基于等效应变能的均匀化

方法数值程序，用于评估嵌入形状记忆合金丝的

周期加筋板力学行为。在 Lebée 等［19］的工作中，

基于等效应变能的均匀化方法与弯曲梯度板理

论［22］一起使用，获得了蜂窝夹层加筋板的等效剪

切刚度张量。周期加筋结构相较于实体结构，重

量大幅降低，物理性质、力学性能也更为优异［23］。

但周期加筋结构相较于梯度加筋结构，设计自由

度较低，仍属于未优化的均质分布结构［24⁃25］，这主

要是因为周期加筋结构既没有考虑结构各部分承

载不均的情况，也没有考虑结构最优的传力路径，

未能进一步提升加筋结构的轻量化效率，使得加

筋结构的潜能未能充分发挥［13］。

周期加筋板等效刚度的求解已经有了比较完

善的发展，但目前梯度加筋板等效刚度的求解方法

的发展还不够完善。常见的梯度加筋板根据其梯

度变化方式一般可分为两类：第一类是矩形单胞内

微结构的几何参数（体分比、转角、半径等）呈梯度

变化，这类梯度加筋板由于其单胞是规则的矩形形

状，仍然可以用周期加筋板等效刚度求解方法求解

其等效刚度；第二类是通过引入映射函数来实现梯

度变化的板，这类板的单胞不再是规则的矩形结

构，一般是平行四边形结构，无法用经典的周期加

筋板等效刚度计算方法来求解其等效刚度。目前，

Zhu 等［26］已经实现了通过引入映射函数来实现梯

度变化的非均质材料等效刚度求解，并在此基础上

实现了梯度加筋材料的优化设计工作［27⁃30］。 Xu
等［31］将梯度加筋板映射为周期加筋板，在矩形单

胞域内完成了梯度加筋板等效刚度的求解工作，该

方法会导致雅可比矩阵出现在单胞方程求解的积

分当中，就会导致求解时编程复杂困难，由于雅可

比矩阵在刚度阵中出现，也无法将该方法集成到有

限元软件当中。为有效实现梯度加筋板结构等效

性质的有限元分析，本文将单胞方程及等效刚度求

解转换到平行四边形单胞域内，推导其有限元求解

列式及其在有限元软件中的数值实现流程，并将其

应用到梯度板均匀化。

1 非均质梯度加筋板等效刚度

1. 1　梯度加筋板的单胞方程及等效刚度列式

考虑如图 1（a）中 oξ1ξ2ξ3 坐标系下的梯度加筋

板，由图 1（b）周期加筋板经映射函数（式（1））映射

而成。周期板矩形单胞定义在坐标系 oy1y2y3中，如

图 1（d）所示，其中 Y 为单胞域，S'为单胞非周期边

界，矩形单胞的 4 个周期边界分别为 ω′1 -、ω′1 +、ω′2 -、

ω′2 +；梯度加筋板平行四边形单胞如图 1（c）所示，所

在坐标系为 oη1η2η3，其中 η 代表单胞的体域，S 表示

单胞非周期边界；梯度加筋板的单胞有 4 个周期边

界，分别为 ω1-、ω1+、ω2-、ω2+，映射转换前后，下标相

同的周期边界一一对应。梯度加筋板单胞与周期

图 1 梯度加筋板和周期加筋板及其单胞结构

Fig.1 Schematic diagram of gradient stiffened plates and periodic stiffened plates and their cell structures
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加筋板单胞通过雅可比矩阵 y=Jη相关联。

x1 = x1 ( ξ1，ξ2)，x2 = x2( ξ1，ξ2)，x3 = ξ3 （1）

根据文献［31］，梯度板等效刚度可通过求解定

义在如图 1（d）所示矩形单胞内的单胞方程计算得

到。单胞方程定义为
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式中：U αβ
k 和 U *αβ

k 为广义位移，在单胞域 Y 内具有

周期性；np为外法线向量；c为弹性张量。等效刚度

计算为
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其中

εαβ
mn = 1

2 (δmα δnβ + δmβ δnα)， · = 1
||Y ∫Y

· dy（4）

式中 |Y |表示单胞在 oy1y2平面内的投影面积。

单胞方程式（2）显含雅可比矩阵系数，直接对

其数值求解需要对包含雅可比矩阵的刚度阵及载

荷向量进行数值积分，编程工作量很大。为方便其

有限元求解，将式（2）转换至图 1（c）中平行四边形

单胞域 oη1η2η3内求解，表达式为
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式（5）中不再显含雅可比系数 Jij，对应梯度加

筋板的等效刚度为

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

A αβμν = ( )εαβ
ij + ∂U αβ

i

∂ηq
c ijkl( )εμν

kl + ∂U μν
k

∂ηp

Bαβμν = ( )εαβ
ij + ∂U αβ

i

∂ηq
c ijkl( )η3 εμν

kl + ∂U *μν
k

∂ηp

Dαβμν = ( )η3 εαβ
ij + ∂U *αβ

i

∂ηq
c ijkl( )η3 εμν

kl + ∂U *μν
k

∂ηp

（6）

其中

· = 1
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· dη （7）

进一步引入周期位移场Vαβ，V*αβ如下［32］
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令W αβ = U αβ + V αβ，W *αβ = U *αβ + V *αβ，将式

（8）代入式（5），单胞方程可简化为
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得到沿 η1、η2 轴方向的平面拉伸以及在 η1η2 平

面内剪切，板绕 η1、η2 轴弯曲变形以及板绕 η3 轴扭

转变形对应的差值边界条件分别为
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（11）

式中：i 均取 1 和 2，相同下标不求和。在平行四边

形单胞域内进行有限元求解具有以下优势：（1） 单
胞方程不再显含雅可比矩阵；（2） 仅需施加位移边

界条件，无需进行载荷向量的组集。

1. 2　梯度加筋板等效刚度有限元数值实现

前文已给出梯度加筋板的单胞方程及等效刚

度理论求解列式，本节推导其有限元求解列式，并

将其在有限元软件中实现。单胞方程（5）的等效积

分弱形式为

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

∫ η
cijkl

∂δW αβ
i

∂ηj

∂W αβ
k

∂ηl
dη = 0

∫ η
cijkl

∂δW *αβ
i

∂ηj

∂W *αβ
k

∂ηl
dη = 0

（12）

有限元离散后得

W αβkW αβ = 0，W *αβkW *αβ = 0 （13）

式中：k为总刚度，k= ∑
e = 1

ne

k e，ke为单元刚度，ne为离

散后的单元总数，下标 e 表示对应于第 e 个单元的

向量值，α， β=1， 2。由于位移Wαβ、W*αβ满足周期

边界条件式（11），并非独立自由度，设其独立自由

度为主自由度，如图 2 中红框区域所示，以下标 m
表示。图 2 中边界 ω′1 - 和 ω′2 - 为主自由度边界，根

据两个主自由度边界的边界条件可推算出边界

ω′1 + 和 ω′2 + 对应的边界条件，主自由度和整体自由

度的转换关系为［32］。

nW αβ = T T nW αβ
m + ΔnW αβ，nW *αβ = T T nW *αβ

m +
ΔnW *αβ （14）

式 中 T 矩 阵 为 主 自 由 度 和 从 自 由 度 的 转 换 矩

阵［32］，由 0 和 1 组成。将式（14）代入式（13）得

T T kT nW αβ
m = -T T kΔnW αβ

e ，T T kT nW *αβ
m =

-T T kΔ nW *αβ
e （15）

根据式（14，15），等效刚度的有限元求解列

式为

A αβμν = 1
|| η
( nW αβ ) T

k nW μν，Bαβμν =

1
|| η
( nW αβ ) T

k nW *μν，Dαβμν = 1
|| η
( nW *αβ ) T

k nW *μν

（16）
式中：α、 β、 μ、 ν=1，2；| η |表示单胞在 oη1η2η3 坐标

系下的投影面积，满足

| η |= |Y |· | J | （17）
令 F αβ = kW αβ，F *αβ = kW *αβ，其中 Fαβ、、F*αβ 为

节点力。则式（16）可以改写为

A αβμν = 1
|| η
(W αβ ) T

F μν，Bαβμν = 1
|| η
(W *αβ ) T

F μν =

1
|| η
(W αβ ) T

F *μν，Dαβμν = 1
|| η
(W *αβ ) T

F *μν （18）

下面给出等效刚度在有限元软件中的数值实

现步骤：

步骤步骤 1 创建如图 1（c）所示的单胞及其有限

元模型，并进行网格划分；

步骤步骤 2 在有限元软件中通过添加耦合约束

对周期边界根据式（11）施加模型位移边界条件，限

制刚体位移，进行静力分析，提取节点位移Wαβ、 
W*αβ （α， β=1， 2）；

步骤步骤 3 将位移Wαβ、 W*αβ施加至单胞，数值分

析得到节点力 Fαβ、 F*αβ （α， β=1， 2）；

步骤步骤 4 根据式（18）求解得到梯度加筋板的

等效刚度。

图 2 主自由度区域

Fig.2 Master degrees of freedom region
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2 数值算例

基于 1.2 节数值求解流程，采用 ANSYS 软件

APDL 编程实现等效刚度的计算。算例的单位均

为无量纲参数；并通过板的挠度云图来验证等效刚

度计算结果的正确性。

2. 1　凹角蜂窝板等效刚度验证

算 例 1 为 如 图 3 所 示 的 凹 角 蜂 窝 板 ，其 在

oy1y2y3 坐标系下，l11=17.32，l12=60，h11=10，h12=
1，肋板厚度一致均为 t11=2；雅可比矩阵系数分别

为 J11=0.578，J12=-0.333，J22=1.155，J33=1；映射

变化后的尺寸可根据映射关系求出。

采用 solid186 单元进行模型网格划分，梯度加

筋板单胞等效刚度的计算结果如表 1（结果已通过

网格收敛性验证）所示。Wang 等［33⁃34］采用均匀化

方法做过类似的工作，根据 Wang 等提出的方法对

该算例进行等效刚度数值求解，经过网格收敛性验

证之后得到结果。对比本文方法及 Wang 等的方

法得出的结果可知，相对误差均在 5% 以内，验证

了该方法的可行性。

为验证等效刚度的正确性，分别创建加筋板模

型和均匀化后的均质板模型，两种板边界条件均为

四边固支，在板的中心处施加大小为 F=10-4的集

中力，仿真后得到的位移云图如图 4 所示。可以看

出，两者位移云图吻合很好，图 4（a）中最大位移为

3.826，图 4（b）中最大位移为 3.866，相对误差为

1.04%。

2. 2　Kagome板等效刚度验证

算例 2 为如图 5（a）所示的 Kagome 加筋板单

胞，尺寸参数为 l31=l32=40，h31=10，h32=1，肋板厚

度一致均为 t31=1。雅可比矩阵映射系数为 J11=
0.500，J12=-0.289，J22=0.577，J33=1；通过坐标转

化 后 得 到 梯 度 板 平 行 四 边 形 单 胞 ，如 图 5（b）
所示。

图 3 映射前后蜂窝板单胞模型

Fig.3 Cell model of honeycomb plates before and after mapping deformation

表 1 凹角蜂窝板模型等效刚度计算结果

Table 1 Calculation results of equivalent stiffness of concave honeycomb plate model

参数

本方法

Wang 等［33⁃34］

误差/%
参数

本方法

Wang 等［33⁃34］

误差/%

A1111

1.34
1.35
0.75
B2222

1.06e-1
1.03e-1

2.91

A1122

3.07e-1
3.11e-1

1.30
B2212

5.41e-2
5.93e-2

0.37

A1112

-1.43e-2
-1.52e-2

1.40
B1212

3.78e-2
3.73e-2

1.34

A2222

1.17
1.18
0.85
D1111

7.03
7.12
1.28

A2212

3.09e-2
3.34e-2

1.62
D1122

1.50
1.59
1.33

A1212

4.14e-1
4.16e-1

0.48
D1112

8.32e-1
9.07e-1

3.00

B1111

1.08
1.10
1.85
D2222

7.60e-1
7.91e-1

4.08

B1122

-2.40e-1
-2.64e-1

1.67
D2212

3.36e-1
3.65e-1

2.68

B1112

-1.34e-1
-1.48e-1

2.99
D1212

2.75e-1
2.87e-1

4.36
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经网格收敛性验证后的等效刚度系数如表 2
所示。同时根据 Wang 等提出的方法对该算例进

行等效刚度数值求解，经过网格收敛性验证之后得

到结果。对比本文方法及 Wang 等方法得出的结

果可知，相对误差均在 5% 以内，验证了该方法的

可行性。

类似地，对均匀板及加筋板施加四边固支边界

条件，在板的中心处施加大小为 F=10-4 的集中

力，仿真后得到的位移云图如图 6 所示。可以看

出 ，两个云图同样吻合 ，图 6（a）中最大位移为

0.685 6，图 6（b）中最大位移为 0.658 1，相对误差为

4.01%。

2. 3　凹角蜂窝梯度板整体等效刚度验证

为验证本文方法可适用于梯度板结构，考虑采

用如图 7（a）所示的凹角蜂窝按照式（19）映射函

数［31］构造的梯度板如图 7（b）所示。

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

y1 = - ξ̄ 2
1 + ξ̄ 2

2 arctan ( η1 - ξ̄1

η2 -
-
ξ̄2 )

y2 = ξ˭ 2
1 + ξ˭ 2

2 arctan ( η1 - ξ˭1

ξ˭2 - η2 )
（19）

式中：ξ̄1= ξ̄2=-700，ξ˭1=-800，ξ˭2=700，梯度板单

胞尺寸同图 7（a），l51=34.64，l52=60，h5=9.5，映射

后梯度加筋板尺寸为 1 200×1 200×9.5。
均匀化后的板采用 Kirchhoff 矩形板单元进行

网格划分，单元等效性质根据 2.2 节方法求解，有

限元分析后位移云图如图 8（a）所示。梯度加筋板

采用 shell181 壳单元进行网格划分，四边固支，并

在中点处施加大小为 F=10-4的集中载荷，有限元

分析后挠度位移云图如图 8（b）所示。可以看出，

均匀化板与梯度加筋板的位移云图一致，均匀化板

最大挠度为 0.431 0，梯度板最大挠度为 0.426 8，两
者相差 0.98%，验证了等效刚度的正确性。

图 4 凹角蜂窝板模型仿真验证结果

Fig.4 Simulation verification results of concave honeycomb 
plate model

图 5 映射前后 Kagome 板模型

Fig.5 Kagome plate model before and after mapping deformation
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2. 4　Kagome梯度板整体等效刚度验证

为验证本文方法可适用于梯度板结构，考虑采

用如图 9（a）所示的凹角蜂窝按式（20）映射函数［31］

构造的梯度板，如图 9（b）所示。

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

y1 = - ξ̄ 2
1 + ξ̄ 2

2 arctan ( η2 - ξ̄2

η1 - ξ̄1 )
y2 = ξ˭ 2

1 + ξ˭ 2
2 arctan ( η2 - ξ˭2

ξ˭1 - η1 )
（20）

图 9 Kagome 梯度加筋板单胞及整体模型

Fig.9 Cell and overall model of Kagome gradient stiffened 
plates

表 2 Kagome板模型等效刚度计算结果

Table 2 Equivalent stiffness calculation results of Kagome plates

参数

本方法

Wang 等［33⁃34］

误差/%
参数

本方法

Wang 等［33⁃34］

误差/%

A1111

1.71
1.79
4.68
B2222

6.40e-1
6.52e-1

1.88

A1122

4.28e-1
4.35e-1

1.64
B2212

-9.71e-2
-9.97e-2

2.61

A1112

5.49e-2
5.30e-2

3.58
B1212

3.64e-1
3.56e-1

2.25

A2222

1.25
1.28
2.40

D1111

19.2
18.7

2.67

A2212

-2.37e-2
-2.47e-2

-4.05
D1122

3.09
3.19
3.24

A1212

4.70e-1
4.86e-1

3.40
D1112

1.75
1.83
4.57

B1111

3.00e-1
2.94e-1

2.04
D2222

4.16
4.34
4.33

B1122

4.86e-1
4.71e-1

3.18
D2212

-6.10e-1
-6.21e-1

1.80

B1112

2.79e-1
2.91e-1

4.30
D1212

2.36
2.46
4.24

图 6 Kagome 板模型仿真验证结果

Fig.6 Simulation verification results of Kagome plates

图 7 凹角蜂窝板单胞及整体模型

Fig.7 Single cell and integral model of concave honeycomb 
plates

图 8 两种方法获得的凹角蜂窝梯度加筋板位移云图

Fig.8 Displacement cloud plot of concave honeycomb gradi⁃
ent stiffened plates calculated by two methods
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式 中 ：ξ̄1= ξ̄2=-600，ξ˭1=700，ξ˭2=-600，l61=
34.64，l62=60，h6=9.5，映射后梯度加筋板尺寸为

960×960×9.5。
均匀化后的板采用 Kirchhoff矩形板单元进行网

格划分，单元等效性质根据 2.2 节方法求解，有限元

分析后位移云图如图 10（a）所示。梯度加筋板采用

shell181 壳单元进行网格划分，四边固支，并在中点

处施加大小为 F=10-4的集中载荷，有限元分析后挠

度位移云图如图 10（b）所示。可以看出，均匀化板与

梯度加筋板的位移云图一致，均匀化板最大挠度为

0.062 1，梯 度 板 最 大 挠 度 为 0.064 1，两 者 相 差

3.22%，验证了等效刚度的正确性。

3 结   论

基于梯度加筋板结构的渐近均匀化方法，通过

映射函数的雅可比矩阵，将其单胞方程由矩形单胞

域转换为平行四边形单胞域，避免了雅可比系数显

式出现在单胞方程中，从而简化了单胞方程的求

解。在此基础上推导了单胞方程的有限元列式及

其在有限元软件中的求解流程，实现了一般平行四

边形单胞等效刚度的有限元数值求解。

分别对凹蜂窝梯度加筋板以及 Kagome 梯度

加筋板进行数值分析，并通过对比均匀化板和梯度

加筋板的位移云图验证了本文方法的正确性。
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