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基于高阶间断伽辽金方法的两相流数值模拟

黄健健， 欧阳文轩， 吕宏强
（南京航空航天大学航空学院，南京  210016）

摘要： 基于高阶间断伽辽金方法对可压缩两相流问题进行了数值求解。计算区域采用非结构网格划分，对于欧

拉方程以及 Level Set 方程分别使用牛顿法以及龙格库塔方法进行迭代求解，并通过统一算法进行数据交换，实

现统一框架下 Level Set 方程在可压缩流场中的求解。最后，通过经典二维算例对本文所提算法展开验证。通过

Zalesak 圆盘等算例验证了算法的高分辨率、质量守恒性及其在处理大变形问题上的优势，然后对左行激波通过

氦气气泡的数值模拟，验证了本文算法对流场两相流界面复杂形状的高精度捕捉能力。
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Numerical Simulation of Two‑Phase Flow Based on High‑Order 
Discontinuous Galerkin Method

HUANG Jianjian， OUYANG Wenxuan， LYU Hongqiang
（College of Aerospace Engineering， Nanjing University of Aeronautics & Astronautics， Nanjing 210016， China）

Abstract: The compressible two⁃phase flow problem is numerically solved based on the high order 
discontinuous Galerkin method. The calculation area is divided into unstructured grids， the Euler equation and 
the Level Set equation are solved iteratively by Newton method and Runge Kutta method， respectively. And 
the unified algorithm is used for data exchange to realize the solution of the Level Set equation in the 
compressible flow field under the unified framework. Finally， the algorithm developed in this paper is 
validated by a classical 2⁃D example. The Zalesak disk and other examples are given to verify the high 
resolution of algorithm， mass conservation and advantages in dealing with large deformation problems. Then， 
the numerical simulation of left⁃running shock wave by helium bubble verifies the high accuracy of the 
algorithm in capturing the complex shape of the two⁃phase flow interface in the flow field.
Key words: discontinuous Galerkin； compressible flow field； two⁃phase flow； Level Set； interface capturing

两相流数值模拟一直是计算流体力学研究领

域的热点与难点，其中的困难之处在于气液界面的

存在、变形以及界面处流体物性的变化，进而导致

了气液相界面追踪的不准确性。两相流运动界面

的捕捉，关键在于对瞬时变化的流场，如何准确地

给出界面复杂的几何外形与位置坐标。

对两相流相界面的数值模拟主要分为两类方

法：界面追踪方法和界面捕捉方法。这两种方法的

主要区别在于，界面追踪方法是显式的，通过特殊

的标记方法直接表达流体相界面的几何形状和空

间位置；界面捕捉方法则是通过引入标量函数，比

如流体体积法（Volume of fluid， VOF）中的流体体

积函数以及 Level Set 方法中的界面函数等来代表

流体界面两侧不同的流体介质，然后再通过给定的
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算法求解出准确的流体界面。

在诸多运动界面的捕捉方法中，基于 Euler 网
格的 Level Set 方法在近些年引起广泛关注。Lev⁃
el Set 方法是由 Osher 和 Sethian 在 1988 年的首先

提出的［1］。经过研究，为了保证 Level Set函数值一

直是到界面的距离，必须在每次时间迭代之后对其

进行重新初始化，从而保证计算的准确性。Sethi⁃
an 团队［2⁃5］通过研究，提出了快速行进算法（Fast 
marching method，FMM）方法，成功地对 Level Set
函数进行了重新初始化，并进行了数值验证，快速

自适应窄带［6］方法的提出提高了 Level Set 方法准

确性及求解效率。随后 Sussman 等［7］通过约束重

新初始化技术，极大地改善  了 Level Set 方法的质

量守恒性，提高了计算结果的精度。

近年来，间断伽辽金方法在求解计算流体力学

问题上获得了长足的发展［8⁃9］。 1973 年，Reed 和

Hill［10］在求解中子输运方程（时间无关的线性双曲

型方程）问题的论文中，首次提出了间断伽辽金方

法。 1982 年，Chavent 和 Salzano［11］将 Godunov 数

值通量引入到间断伽辽金方法中，成功地求解了非

线性双曲型问题。在 20 世纪末，Cockburn 和 Shu
等［12⁃17］提出了著名的龙格⁃库塔间断伽辽金（Runge 
Kutta discontinuous Galerkin， RKDG）方法，在求

解非线性双曲型问题的研究上取得突破性的进

展。并且将 Shu 和 Osher［18］于 1988 年提出的显式

TVD 二阶龙格⁃库塔格式做出了改进，在时间和空

间上都达到了高阶精度。在 2005 年，蔚喜军和周

铁［19］采用 RKDG 有限元方法求解了二维可压缩

Euler 方程，验证了间断伽辽金方法的高精度特性

以及在处理复杂几何区域及边界的优势。随着时

间的发展，间断伽辽金方法逐渐被国内外学者所关

注，现已应用到包括空气动力学、电磁学、计算声学

和水动力学等多个领域。

间断伽辽金方法具备多种优点，具备守恒、稳

定的数学特性，而且可以通过改变多项式阶数提高

精度，很容易拓展到高阶；同时因其高分辨率捕捉

的特性，可以有效处理求解两相流问题中出现的压

力、密度等流场物理量的间断。本文通过高阶间断

伽辽金方法求解 Level Set 方程，再将其与流场求

解器进行耦合，对两相流问题进行数值模拟。通过

典型算例验证高精度间断伽辽金格式对两相流流

场界面的捕捉能力。

1 控制方程

1. 1　欧拉方程

对于可压缩欧拉方程，它的偏微分形式可以写

成如下的数学形式

∂U
∂t

+ ∇ ⋅F (U ) = 0 （1）

式中：U为守恒变量，F为无黏通量。

1. 2　Level Set方程

Level Set 方法提出了一个界面函数 φ ( x̄，t )。
任意时刻的相界面就是此函数的零等值面。在此

构造函数 φ ( x̄，t )，使得在任意时刻，运动界面 Γ ( t )
恰是 φ ( x̄，t )的零等值面

Γ ( t ) ={ x̄ ∈ Ω：φ ( x̄，t ) = 0} （2）
式中 Ω 为计算区域。

φ 值应满足在 Γ ( 0 ) 附近为法向单调，在 Γ ( t )
上为 0。一般可取 φ ( x̄，0)为 x̄ 点到界面 Γ ( 0 )的符

号距离

φ ( x̄，0) =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

d ( )x̄，Γ ( )0 x̄ ∈ Ω 1

0 x̄ ∈ Γ ( )0
-d ( )x̄，Γ ( )0 x̄ ∈ Ω 2

（3）

式中：d ( x̄，Γ ( 0 ) )表示 x̄ 点到 Γ ( 0 ) 的距离；Ω 1、Ω 2

为两种不同的流体介质区域。

可压流场中 Level Set方程的守恒形式为

∂φ
∂t

+ u ( x̄，t ) ⋅ ∇φ = 0 （4）

式中 u表示流体界面处的速度。

为了保证数值求解的准确性，要求 φ ( x̄，t ) 始
终保持点 x̄ 到界面 Γ ( 0 ) 的距离。一般数值计算方

法求解 Level Set方程通常会对 φ ( x̄，t )进行重新初

始化。但是采用间断有限元方法则可以避免这一

复杂的计算过程或者较长时间计算不用进行重新

初始化操作［20］。

2 离散方法

2. 1　空间离散

2. 1. 1　欧拉方程离散

采用间断伽辽金法对方程式（1）进行空间离

散，将计算域剖分为非重叠单元 Ωe 的集合，在方程

式（1）左右两边同时乘上任意测试函数并且积分，

同时代入测试函数的高阶表达式，得出

∂
∂t ∫

Ωe

ϕjU h dΩe + ∫
∂Ωe

ϕj F i (U -
h ， U +

h ) ⋅ n e dσ -

                 ∫
Ωe

∇ϕj ⋅F i (U h ) dΩe = 0 （5）

式中：ϕj为对应的基函数，σ为计算区域边界，n e表示单

元边界的外法矢。在边界积分的处理上，采用LLF格

式求解无黏数值通量 F i (U -
h ， U +

h )⋅n e，其中，U -
h 和

U +
h 分别表示交界面左单元和右单元的变量值。
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2. 1. 2　Level Set 方程离散

采用间断伽辽金有限元方法对方程式（4）进行

空间离散，可得

∑
j = 1

N ∂φj

∂t ∫
Ωe

ϕj ϕi dΩe + ∑
j = 1

N

φj∫
Ωe

u ( x，t ) ⋅ ∇ϕj ϕi dΩe =

             ∑
j = 1

N

n j ⋅ ( )fj - fj
* ∫

∂Ωk

ϕj ϕi dσ    ∀i （6）

式中：单元变量 φ h=［ϕ 1，ϕ 2，ϕ 3，…，ϕn］［φ 1，φ 2，φ 3，

…，φn］T，其中 ϕi( i = 1，2，⋯，n ) 为基函数，待求单

元未知量为 φ= [φ 1，φ 2，φ 3，⋯，φn ]。
2. 2　时间离散

2. 2. 1　欧拉方程隐式时间离散

对式（5）数值积分后，可以得到

M
du
dt

= R ( u ) （7）

式中：u为全局自由度矢量，将其写成向量的形式

为：u= [ u1，u2，…，u k，…，uNele ] T
，u k 表示单元 k 的

自由度，Nele 代表单元数，M为质量矩阵，R ( u )=
[ R 1，R 2，…，R k，…，RNele ]T 为全局的残值矢量，每

个变量 R k 则对应着该单元的残值矢量。

对方程式（7）取新的 t n + 1 时间步，得到隐式方

法的一般形式

M
du
dt

= R ( un + 1 ) （8）

采用向后欧拉差分法，得到

M
un + 1 - un

Δt
= R ( un + 1 ) （9）

式中 Δt为时间步长。定义新的残值为

R e ( un + 1 )=M
( un + 1 - un )

Δt
- R ( un + 1 ) （10）

定义 Δu= uk + 1 - uk，同时在每个时间步 t n + 1

采用 Newton 法进行迭代求解，直到第 k 个时间步

残值 R e ( uk )趋于 0。
u( 0 ) = u( n )

ì
í
î

AΔuk + 1 = -R e ( uk )
uk + 1 = uk + cΔuk + 1

    k = 1，2，…，kmax

un + 1 = u( k + 1 )

（11）

式中：c ∈[ 0，1] 为阻尼因子，A= ( ∂R e

∂U ) k

为第 k 个

牛顿迭代步的雅可比矩阵。

2. 2. 2　Level Set 方程离散

针对 Level Set 方程，残值项取 t n 时间步变量

进行计算，可以得到显式方法的一般形式

M
dφ
dt

= R (φn) （12）

为了得到高精度的数值解，文中采用多步

Runge⁃Kutta 方法对方程式（12）进行数值求解，该

方法在 t n 时间步和 t n + 1 时间步之间计算多个中间

步的数值解，然后根据这些数值解和权重计算得到

t n + 1 时间步的数值解［21］。本文采用了较为常用的 3
步 Runge⁃Kutta 方法，有

φ( 1 ) = φn + ΔtM-1R (φn )

φ( 2 ) = 3
4 φ

n + 1
4 [φ

( 1 ) + ΔtM-1R (φ1 )]

φ( n + 1 ) = 1
3 φ

n + 2
3 [φ

( 2 ) + ΔtM-1R (φ2 )]
（13）

显式格式求解时为保证格式的稳定性需要限

制时间步长，即

c
Δt
Δx

< 1
2p + 1 （14）

式中：c 代表问题中的最大波速（流场中即是最大

速度），Δx 表示网格的最大尺寸，p 为多项式的阶

数，后面算例中时间步长取 Δt允许的最大值。

3 计算流程

统一的间断伽辽金算法就是将流场解算器与

Level Set 方程的求解耦合到一起，本文采用文献

［22］提到的 Simple Fix 方法来实现二者的耦合。

统一算法的求解流程如下：

Step 1 初始化流场物理量速度、压力和 Lev⁃
el Set 函数，密度及比热常数 γ，并且利用 Heaviside
函数进行光滑化处理。

Step 2 令 i = 0，1，…，N ( t 0 → t N )
（a）使用流场解算器求解流场物理量；

（b）根据速度求解 Level Set方程，得出 φi + 1；

（c）根据新的 φi + 1 以及界面两侧单元的比热常

数 γ，计算下一步的比热常数 γi + 1，计算比热常数的

具体公式为

H ε(φ)=

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

0 φ < - ε

1
2 ( )1 + φ

ε
+ 1

π sin ( )πφ
ε

-ε ≤ φ ≤ ε

1 φ > ε

（15）
γ = H ε γ1 + ( 1 - H ε ) γ2 （16）

式中：ε = αΔx（一般 α > 1），Δx 为网格尺寸。

（d）根据更新的 γi + 1 和流场物理量以及距离函

数 φi + 1，进行下一步迭代。

Step 3 输出数据。

4 算例测试

4. 1　二维两相流界面的追踪

4. 1. 1　平移速度场

此算例来自文献［20］，主要模拟不同尺寸的
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圆形气泡在常数流场的运动过程，用来验证本文发

展的高阶间断有限元求解 Level Set 方程的高分辨

率特性。求解区域范围为［-1，1］×［-1，1］，整个

求解区域总共包含 800 个三角形网格单元，网格划

分如图 1 所示，使用的网格尺寸为 h = 0.05，初始位

置气泡的圆心坐标是（0，0.6），气泡半径 r = 0.025，
用气泡直径 d = 2r 表示界面尺寸，保证界面尺寸

小 于 网 格 尺 寸 。 求 解 区 域 内 的 速 度 场 为 ux =
0，uy = -1，从速度场来看，气泡将向下进行垂直

运动，使用的阶数为 p = 4。

图 2 为 d = h 时，t=0，0.5，0.8，1 时刻气泡的形

状和位置。图 2 显示当网格尺寸小于界面的尺寸

时，气泡在不同时刻下的外形都能够保持圆形，本

文算法在此情形下仍有较高的分辨率，能够捕捉到

清晰的气泡界面。保持求解区域的网格和速度场

不变，进一步缩小气泡的半径，重复进行上面的求

解过程。图 3（a，b）依次为 d = h、d = 0.5h 时的计

算结果。结果表明，当网格尺寸 d = 0.5h 时，开始

时刻还能很好地捕捉到界面，但是随着时间的推

移，界面逐渐破损，直至无法准确捕捉。此外，为了

验证本文算法的质量守恒性，加大气泡的半径使得

网格尺寸 d > h，再次重复上述求解过程。图 4（a，
b）依次为 d = 1.5h、d = 2h 时的计算结果。图 4 显

示在计算过程中气泡几乎没有任何的质量损失，在

不同时刻均能保持初始时的形状，而一般的算法会

由于数值耗散的出现导致界面产生畸变。

4. 1. 2　Zalesak 圆盘算例

Zalesak 圆盘［20］为中间存在一个长方形缺口的

圆，通过捕捉它在不同时刻的几何外形来验证本文

所发展算法的高精度特性。本算例的主要难点在

于尖角会被磨平，数值耗散过大时，缺口往往会消

失。计算区域为半径为 50 的圆形区域，圆心坐标

为（50，50），共 6 500 个三角形网格单元，如图 5 所

示，Zalesak 圆盘的圆心坐标为（50，75），圆盘半径

为 r = 15，圆盘内部存在一个长为 25、宽为 5 的长

方形缺口，初始时刻的圆盘如图 6 所示，旋转速度

场为 ux = 2π ( y - 50 )，速度场 uy = -2π ( x - 50)，
从速度场可以看出圆盘将在给定的速度场下以点

（50，50）为中心进行顺时针旋转。

图 1 平移速度场计算网格(800)
Fig.1 Translation velocity field calculation grid(800)

图 2 不同时刻气泡的位置和形状（d = h）

Fig.2 Position and shape of bubbles at different time （d = h）

图 3 不同时刻气泡的位置和形状（d ≤ h）

Fig.3 Position and shape of bubbles at different 
time（d ≤ h）

图 5 网格单元示意图（6 500）
Fig.5 Grid cell diagram（6 500）

图 4 不同时刻气泡的位置和形状（d > h）

Fig.4 Position and shape of bubbles at different 
time（d > h）
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图 7 为圆盘在 1/4、1/2、3/4 和 1 圈后的结果，

从结果可以看出，其与文献［22］中的结果类似，基

本上可以捕捉到与初始值一样的流场界面，可以体

现出采用高阶间断有限元方法求解 Level Set 方程

在捕捉界面时的优越性。

4. 1. 3　剪切速度场

模拟二维气泡在剪切流场中的运动过程［20］，

气泡将会在速度场的作用下产生变形。计算区域

为［0，1］ ×［0，1］，初始时刻气泡圆心位于（0.5，
0.5），气泡半径为 r = 0.15，计算区域的速度场为

ì
í
îïï

ux = sin ( 2πy ) sin2( )πx

uy = -sin ( )2πx sin2 ( πy )
（17）

计算区域划分 1 700、10 000、30 000 三套不同

的非结构网格。首先针对 10 000 网格情形下，在不

同时刻，对发生变形的气泡界面进行捕捉，验证本

文算法对大变形问题的处理能力，再通过不同网格

量对比，探究不同网格量对气泡界面捕捉的准确

性，网格图如图 8 所示。

图 9 为网格量为 10 000、p = 3 时，二维气泡剪

切过程在不同时刻下的计算结果。可以看出，在剪

切流场的作用下，随着时间的推进，界面逐渐被扭

曲旋转，从最初的圆形逐渐被拉伸至一圈圈的细纺

丝状，并且随着时间的增加，尾端越来越细，在 t =
4 时，界面的拉伸状态最显著。可以看出，在当前

网格数为 10 000、p = 3 的情形下，本文算法能够清

晰地捕捉到各个时刻的界面。

图 10、11 为 p = 3 的情况下，不同网格量在 t =
4 时的计算结果。3 套网格都较为清晰地描述出了

流场中界面的形状，但是在网格量为 1 700 时，只能

捕捉到大致的界面形状，界面断裂现象比较严重，

对于界面尾部位置，并不能很好地进行捕捉，与

30 000 网格数的流场对比，10 000 网格数的流场下

对于界面尾部的尖端已经能很精细地捕捉，再加密

网格意义不大。

求解此算例还有一个难点就在于反剪切同样

时间后能否恢复成原来的形状，图 12、13 为两套网

格算例下反剪切同样时间后的界面位置。

图 6 不同时刻圆盘的位置和形状（t = 0）
Fig.6 Position and shape of disc at different time（t = 0）

图 7 不同时刻圆盘的位置和形状

Fig.7 Position and shape of disc at different time (t=0.5,
1,1.5,2)

图 9 二维气泡剪切过程（网格单元 10 000, p = 3）
Fig.9 2⁃D bubble shear process (Grid cell 10 000, p = 3)

图 8 网格单元示意图(10 000)
Fig.8 Grid cell diagram(10 000)

277



第 56 卷南  京  航  空  航  天  大  学  学  报

从图 12、13 可以看出，在 p = 3 情况下，反剪切

同样的时间之后，由于数值误差的存在，会导致无

法准确恢复到之前的形状。从两套网格的对比上

来看，1 700 网格单元的结果与初始形状差距较大，

而 10 000 网格单元的结果由数值误差导致的质量

损失较小。

4. 2　二维可压缩流的数值模拟

对二维激波通过气泡的过程进行数值模拟来

验证本文算法的有效性。当马赫数为 1.22 的激波

通过气泡时，气泡将发生复杂的形变，需要高精度

的数值格式来精确地模拟捕捉运动界面。

图 14 给出了初始时刻左行激波与单个气泡进

行作用的示意图。求解区域为［0，325］×［-44.5，
44.5］，气泡中心位于（175，0），半径为 r = 25，初始

激波位于 x = 225 处，向左进行传播。

求解区域使用三角形网格进行划分，求解时，

计算域左侧与右侧分别采用出流和入流边界条件，

上下边界取固壁边界条件。

计算域中气泡内气体为氦气，外部为理想气

体。其中，氦气的比热常数大于气泡外理想气体的

比热常数，密度小于理想气体的密度，计算的初始

条件如式（18）所示。
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ï
ï
ïï
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x > 225：ρ = 1.376 4，u = -0.394，v = 0，
                    p = 1.569 8，γ1 = 1.4
x ≤ 225：ρ = 1，u = 0，v = 0，p = 1，γ1 = 1.4，

( )x - 225 2 + y 2 ≤ 625：ρ = 0.138，u = 0，v = 0，
                    p = 1，γ1 = 5/3

（18）
计算的网格单元为 18 000，如图 15 所示。

图 16 为不同时刻捕捉到的不同流体界面的几

何形状。T=20 时，激波对氦气气泡产生的影响比

较小，此时界面依然是接近于初始时圆形的形状。

T=30 时，氦气气泡受到影响，迎风面变形比较大，

背面受影响较小，此时整体呈现出接近椭圆的形

状。随着时间推进，流体界面受到的影响逐渐加

深，迎风面开始出现凹陷，如 T=70、100 时所示。

最终随着界面的进一步凹陷，呈现出如 T=180 时

所示的形状。

图 12 t = 8 时的界面形状（网格单元  1 700）
Fig.12 Interface at t = 8 (Grid cell 1 700)

图 13 t = 8 时的界面形状（网格单元  10 000）
Fig.13 Interface at t = 8 (Grid cell 10 000)

图 11 t=4 时的界面形状（网格单元  30 000）
Fig.11 Interface at t = 4 (Grid cell 30 000)

图 10 t=4 时的界面形状（网格单元  1 700）
Fig.10 Interface at t = 4 (Grid cell 1 700)

图 14 激波通过气泡示意图

Fig.14 Diagram of shock waves passing through bubbles

图 15 网格单元示意图（18 000）
Fig.15 Grid cell diagram(18 000)
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文献［23］通过实验研究了激波与圆形氦气泡

的相互作用，结果如图 17 所示，与实验结果对比可

以发现，本文计算结果（图 16）与实验观察到的气

泡几何外形和物理位置几乎完全相同。在 t=20
时，此时激波刚刚到达氦气泡，与气泡右边进行接

触，界面受到轻微变形。当 t=50，向左运动的激波

进入氦气气泡后，由于氦气气泡内的密度比较低，

声速大，因此，激波进入气泡所在位置后，激波马赫

数降低，但是运动速度加快，与气泡邻近的平面激

波产生分叉，同时，气泡右侧产生了一簇稀疏波。

在 t=100 时，从图中可以看出分叉激波在上下壁

面产生反射，气泡发生畸变，并且气泡右边的畸变

更加明显。到达 t=180 时刻，气泡界面此时的变

形已经相当的明显。

总的来说，激波从右往左通过氦气泡，氦气泡

会在激波的作用下从右往左进行运动，并且气泡的

界面会发生畸变，气泡界面从右边开始逐渐向内凹

陷，从一开始的圆形逐渐发展成半圆形，随着时间

的推移，影响进一步的加深，凹陷也变得愈加明显，

这与文献结果相同。

5 结   论

两相流运动界面追踪的数值模拟有着深刻的

现实意义和重要的应用价值。本文采用数值模拟

的手段对两相流运动界面的处理进行了详细的分

析和探讨，得出以下结论：

（1）采用多个数值算例对 Level Set 方程的求

解进行验证，平移流场说明本文算法针对界面尺寸

小于网格尺寸的情况下，仍然能很好地捕捉到运动

界面；Zaleask 圆盘算例说明本文算法能很好地解

决不规则区域上不规则界面运动问题；剪切速度场

算例说明在求解大变形运动界面上具有优势。在

给定流场的情况下，用高阶间断伽辽金求解的

Level Set 方程可以准确地捕捉到介质的运动界

面。验证了采用间断伽辽金方法求解 Level Set 方
程在捕捉运动相界面的优越性。

（2）将 Level Set 方程和欧拉方程耦合求解二

维多介质可压缩流问题，即左行激波与气泡相互作

用问题。在激波通过氦气气泡时，在激波的作用下

在气泡右边出现凹陷，随即产生一系列复杂的变

形，与实验结果吻合。
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