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一种无人机极点区域约束系统输出反馈滤波设计
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摘要： 针对参数变化引起的系统不稳定情况，研究其闭环极点处于区域约束下滤波问题，提出了基于输出反馈的

滤波系统设计方法。在被控系统及反馈滤波系统同时存在不确定性的情况下，以线性矩阵不等式形式给出输出

反馈滤波系统的可解性条件，使其闭环系统渐近稳定，滤波误差输出对干扰的抑制性能指标小于给定上界，并把

闭环系统极点配置于复平面上指定区域。运用该方法对某型警用无人飞行器纵向运动进行仿真验证，闭环系统

的极点均分布在预期界限，系统趋于稳定，达到了设计目标，表明了该方法的有效性。
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A Design and Simulation of Robust Filtering Control for Pole Constraints 
System of Unmanned Aircraft
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Abstract: For the instability of the system caused by parameter changes， this study investigates the filtering 
problem of closed-loop pole placement under region constraints，and a filtering system design method based on 
output feedback is proposed. In the presence of uncertainties in both the controlled system and the feedback 
filtering system， the solvability condition of the output feedback filtering system is given in the form of linear 
matrix inequalities. This condition ensures asymptotic stability of the closed-loop system， suppression of 
filtering error output with respect to changes below a given upper bound， and the proper placement of closed-

loop system poles in a specified region on the complex plane. This method is used to simulate and verify the 
longitudinal motion of a certain type of police unmanned aircraft. The distribution of closed-loop system poles 
is within the expected limits， indicating that the system is asymptotically stable and achieves the design 
objective. This demonstrates the effectiveness of the proposed method.
Key words: output feedback； pole constraints； filtering control

在无人飞行器试飞等实际工程中，会出现因状

态测量传感器故障及误差或其他原因而产生的状

态测量不准确甚至数据丢失等现象，以至无法及时

有效控制而造成损失。理想情况下，一套辅助方案

作为应急切换，可以确保试飞继续进行或引导飞行

器安全着陆。针对这一问题，提出一种利用输出反
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馈系统对被控系统进行反馈控制，并用反馈系统的

输出跟踪估计被控对象的输出，作为应急辅助控制

方案替换原有的控制方法，以便及时有效地对无人

飞行器进行控制或保证其能够安全返回，以减少

损失。

国内外对于输出反馈、滤波、被控输出的跟踪

估计及控制的研究已取得相当丰富的成果，但对于

控制器不确定性的问题仍然存在求解过程繁琐、动

态响应差、结论形式复杂等局限。文献［1］针对加

性滤波器参数变化，设计了线性连续系统的 H ∞ 滤

波器，但是 H ∞ 设计几乎不能考虑暂态特性和闭环

极点位置，且求解较为繁琐。文献［2］基于观测器

状态切换系统，结合特征根连续变化原理和圆盘区

域极点约束设计了求解简单的状态反馈控制器，利

用极点配置确保了闭环的通用性和可分配性，但控

制器的不确定性并未考虑，实际应用时存在局限

性。文献［3］提出了一种运用递归最小二乘算法进

行不确定性集合估计和同时参数识别的参数估计

策略。文献［4］利用相对简单的方法设计一种极点

配置控制器，考虑时延下界选取合适的 Lyapunov
泛函及改进的 Jensen 不等式，在执行器故障出现

时，给出了系统稳定的容错条件，但容错控制仍含

有一定的保守性。文献［5］采用了一种自适应更新

定律来更新有约束系统的不确定参数，通过同时考

虑估计的参数集和系统约束条件，并利用 min‑max
方法来优化问题，保证了递归可行性和闭环稳定

性。但这种方法计算复杂，优化实现会较为困难。

文献［6］设计了先验极点配置方法，使主极点的部

分子集配置于预期位置，在有限时间延迟内，其余

极点位于复平面的左半平面。文献［7］提出了一种

针对有参数不确定的约束系统的自适应预测控制

策略，对于具有特定模型结构的单输入离散时间线

性系统效果显著。但由于最大误差上界的不确定

性，导致很难保证闭环可行性和稳定性。文献［8］
将时滞系统模型转换为无时滞项的系统，并通过预

测控制与最优控制解决系统摄动，但增加了建模复

杂度，降低了控制器控制效果。文献［9］针对常微

分方程，讨论了当系统输入和观测器增益变化时参

数和状态的估计，并将观测器增益求解问题转化为

线性矩阵不等式（Linear matrix inequality，LMI），

将不确定参数作为状态和时间的非线性参数化函

数。然而对这类未知状态中含有不确定参数的系

统， 利用传统观测器匹配条件并不能对其不确定

参数实施解耦。文献［10］提出了一种基于等价输

入干扰的鲁棒控制方法，可以对系统不可测量状态

和模型匹配不确定性进行估计，降低了观测器阶

数，提高了控制鲁棒性，但需要跟踪误差的高阶求

导，增加了实施难度。文献［11］中提出了一种基于

命令滤波的输出反馈控制方法，将传统的滤波替换

为有限时间滤波，获得了更快的响应速度和更高的

收敛精度，但是并没有讨论执行器故障和误差等情

况。文献［12］应用动态递阶控制方法研究一类非

线性大系统的输出反馈镇定问题，基于扰动观测器

设计子系统的反馈控制器，各控制器经协调信号互

相关联、协作，实现了系统的镇定控制。为了消除

反馈控制系统设计中的复杂项，通常引入滤波技术

来解决项的爆炸问题，降低控制系统的在线计算

量，反馈镇定控制难以解决这一问题。

基于输出反馈的滤波控制运用在无人飞行器

飞控系统中，对系统的动态性能也有较高的要求。

本文考虑模型及滤波系统的不确定性，以及更广泛

的二次矩阵不等式区域，运用线性矩阵不等式方

法，给出了输出反馈滤波控制系统的设计方法。该

方法的研究对相关实际问题的解决具有重要意义。

1 问题描述

考虑状态空间描述的无人飞行器线性化模型
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ẋ ( )t = ( )A+ ΔA x ( )t +
     ( )B+ ΔB u ( )t + Dω ( )t

y ( )t = C 1 x ( )t

z ( )t = C 2 x ( )t

（1）

式中：x∈ R n 为系统状态向量，u∈ R p 为控制输入，

ω ∈ R r 为干扰信号且能量有界，z∈ R d 为可控输

出，y ( t ) ∈ R q 为测量输出，A、B、C 1 和 C 2 为已知的

系统矩阵。

构造形式如下的全阶输出反馈滤波系统
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ẋ k( )t = ( )A k + ΔA k x k( )t +
         ( )B k + ΔB k y ( )t

u ( )t = C k1 x k( )t

z k( )t = C k2 x k( )t

（2）

式中：x k ∈ R n 为反馈控制系统的状态向量，z k 为 z

的跟踪，A k、B k、C k1 和 C k2 为待求矩阵参数。设模型

和滤波系统不确定参数 ΔA、ΔB和 ΔA k、ΔB k 范数

有界［13］，且具有以下摄动形式
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H [F 1 F 2 ] （3）

式中：E 1、E 2 和 F 1、F 2 为已知具有适当维数的常阵，

H是满足 H T( t ) H ( t ) ≤ I的未知实矩阵。则滤波

误差动态系统为
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ẋ̄ ( )t = ( )Ā+ ΔĀ x̄ ( )t + D̄ω ( )t

e ( )t = z ( )t - z k( )t = C̄x̄ ( )t
（4）

其中
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C̄= [C 2 -C k2 ]

ΔĀ= é
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= Ē 1HF̄ 1 + Ē 2HF̄ 2

Ē 1 = é
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E 2

F̄ 1 = [F 1 F 2C k1 ]，F̄ 2 = [F 2C 1 F 1 ]
对上述闭环系统（4）的动态性能，本文考虑的

二次矩阵不等式区域 D是满足下式的复平面上的

复点集［6］

D= { z∈ C：R 11 + R 12 z + RT
12 z∗ + R 22 zz∗ < 0 }

式中：R 11、R 12、R 22 ∈ R d × d，R 11、R 12 为对称矩阵，d

称为区域 D的秩，z、z∗ 属于复数集。可见，D为关

于实轴对称的凸区域，左半复平面及左半复平面任

意圆盘区域都是此类区域的特例。

定义 1［14］ 若矩阵 A的特征值均位于复平面

上的区域D中，即 σ ( A) ⊂ D，则称A为D稳定的。

定义 2［14］ 考虑模型（1）及所有容许的不确定

性（3），若存在反馈跟踪系统（2），在给定标量 γ > 0
时，使得：

（1）外部扰动为零时，跟踪误差（4）渐近稳定；

（2）初始条件为零时，系统（4）具有 H ∞-γ 性

能， G zω < γ，其中  G zω 表示为 ω到 z的闭环传

函阵；

（3）系统（4）是D稳定的。

则系统（2）可称为是模型（1）的基于输出反馈的鲁

棒 H ∞ 跟踪控制系统。

通过求解为模型（1）设计出形式如式（2）的跟

踪控制系统。

引 理 1［15］ 给 定 H ∞ 性 能 指 标 γ > 0，矩 阵

A ∈ C n × n 是 D稳定当且仅当存在一个对称正定矩

阵 P= P T > 0，使得

D ( P，A) = R 11 ⊗ P+ R 12 ⊗ ( PA) +
  RT

12 ⊗ ( AT P ) + R 22 ⊗ ( AT PA) < 0 （5）
引理 2［16］ 设Φ为给定的一个对称矩阵，H和

G 是 适 当 维 数 的 矩 阵 ，那 么 对 所 有 满 足

F T( t ) F ( t ) ≤ I的矩阵函数 F ( t )，使得不等式

Φ+ HF ( t )G+ G TF T( t ) H T < 0

成立的充要条件是存在一个标量 ε > 0，使得

Φ+ εHH T + ε-1G TG< 0

成立。

引理 3（Schur 补引理）［17］ 设 Ψ 1 = Ψ T
1 ，Ψ 3 =

Ψ T
3 ，则 矩 阵 不 等 式 é

ë
êêêê ù

û
úúúúΨ 1 Ψ 2

∗ Ψ 3
< 0 成 立 ，等 价 于

Ψ 3 < 0，Ψ 1 - Ψ 2Ψ-1
3 Ψ T

2 < 0。

2 主要结果

定理 1 闭环系统（4）是二次 D 稳定的，当且

仅当存在对称阵 X> 0和标量 ε1、ε2 > 0，使得
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úΘ 11 Θ 12 Id ⊗ XF̄ T
1 Id ⊗ XF̄ T

2

∗ Θ 22 0 0
∗ ∗ -ε1 I 0
∗ ∗ ∗ -ε2 I

< 0 （6）

成立。取 R 22 = LLT，令 P= X-1，其中

Θ 11 = R 11 ⊗ X+ R 12 ⊗ ĀX+ RT
12 ⊗ XĀT +

   ε1R 12RT
12 ⊗ Ē 1 Ē T

1 + ε2R 12RT
12 ⊗ Ē 2 Ē T

2

Θ 12 = L⊗ XĀT + ε1R 12 L⊗ Ē 1 Ē T
1 +

   ε2R 12 L⊗ Ē 2 Ē T
2

Θ 22 = -Id ⊗ X+ ε1 LT L⊗ Ē 1 Ē T
1 +

   ε2 LT L⊗ Ē 2 Ē T
2

证明：用 X对式（5）进行全等变换，代入系统矩

阵 A
⌢⌢
，运用 Schur补引理及引理 2 即得证，其中 A

⌢
=

Ā+ ΔĀ。

定理 2 设 R 11、R 12、R 22 > 0，对闭环系统（4）
和区域 D及实数 γ > 0，若存在标量 ε1、ε2 > 0 和正

定对称矩阵 X> 0，使得
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úΓ 11 Γ 12 Id ⊗ XF̄ T
1 Id ⊗ XF̄ T

2

∗ Γ 22 0 0
∗ ∗ -ε1 I 0
∗ ∗ ∗ -ε2 I

< 0 （7）

成立，则系统（4）满足定义 2 中性能（1）、（2）和（3）。

其中

 Γ 11 = Θ 11 + γ-1R 12 ⊗ (XC̄ TC̄X )+

γ-1R 12 ⊗ ( D̄D̄T)          
Γ 12 = Θ 12

Γ 22 = Θ 22

证明：首先式（7）成立一定有式（6）成立，所以

闭环系统（4）是 D稳定的。其次，由定理 1 证明过

程的逆过程可得式（7）等价于

D (P，A⌢ )+ γ-1R 12 ⊗ (XC̄ TC̄X )+

             γ-1R 12 ⊗ ( D̄D̄T)< 0

由 R 11、R 12、R 22 > 0及 P、X> 0可得

 AT
⌢
P+ P A

⌢⌢
+ γ-1 PD̄D̄T P+ γ-1C̄ TC̄< 0

再通过界实定理［17］得，系统（4）渐近稳定且具有

H ∞ 性能。证毕。

以下推导基于输出反馈的滤波系统（2）的设

计方法。式（7）关于矩阵变量 X 是非线性的，先利

用 Schur补引理将式（7）等价表示为
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其中
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∗ ∗ ∗ -γI

Ψ 11 = R 11 ⊗ X+ R 12 ⊗ ĀX+ RT
12 ⊗ XĀT

Ψ 2 =
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0 0 0 0
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Ψ 3 = diag { - ε1 I，- ε2 I，- ε-1
1 I，- ε-1

2 I }
由此可得出如下结论。

定理 3 给定二次矩阵不等式区域 D及常数

γ > 0，对闭环系统（4），考虑式（3）形式的摄动，若存

在常数 εi > 0 ( i = 1，2)，正定对称阵 S、T ∈ R n × n，以

及矩阵 U、V ∈ R n × n，Y ∈ R n × n，Z ∈ R n × q，N 1 ∈ R n × p

和N 2 ∈ R n × m，使得式
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< 0 （9）

成立，则系统（4）满足性能定义 2 中指标（1）、（2）和

（3）。其中
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Φ 17 = é
ë
êêêê ù

û
úúúúSE 1

E 1
，Φ 18 = é

ë
êêêê

ù
û
úúúúVE 2

0

证明：将 X和 X-1 分解为

X= é
ë
êêêê ù

û
úúúúT U

U T ∗
，X-1 = é

ë
êêêê

ù
û
úúúúS V

V T ∗

式中 S、T ∈ R n × n，U、V ∈ R n × k，S、T为正定对称矩

阵，“∗”表示任意矩阵块。取

X 1 = é
ë
êêêê

ù
û
úúúúS I

V T 0
X 2 = é

ë
êêêê ù

û
úúúúI T

0 U T

则有 XX 1 = X 2 且

VU T = I- ST （10）
用 diag { X 1，X 1，I，I，I，I，I，I }对不等式（8）实施

全等变换，结合式（10），并令

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

W= VA k，Z= VB k

N 1 = UC T
k1，N 2 = UC T

k2

Y= SAT+ ZC 1T+ SBN T
1 +WU T

（11）

即可得到式（9）。

综上所述，式（9）是关于矩阵变量 S、T、Y、Z、

N 1、N 2、U和V的线性矩阵不等式。再在式（10）的

约束下结合式（11）即可求出使闭环系统（4）满足定

义 2 中性能（1），（2）和（3）的输出反馈滤波系统（2）
各增益矩阵A k、B k、C k1 和 C k2。

3 算例与仿真

考虑某型警用无人飞行器在高度为 30 m、速

度为 5  m s时，纵向运动参数

A=
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú-2.528 5 -0.105 1 0.487 5
0.506 3 -2.102 7 -0.009 6

-0.258 3 0.301 8 -2.758 6

B=
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú-2.086 3
1.068 3

-5.590 2
，D=

é

ë

ê

ê
êêê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú-0.528 5
0

-1.058 3
C 1 = [-0.2 0.3 0.2 ]
C 2 = [ 0.3 -0.2 0.2 ]

不确定部分参数

E 1 = [ 0.6 0.8 0.7 ] T
，E 2 = [ 0.04 0.06 0.08 ] T

F 1 = [ 0.5 0.5 0.5 ]，F 2 = 0.8
预期将闭环系统（4）的极点配置于左半复平面

的圆盘区域 D ( - 4，3.6)，干扰抑制指标 γ = 0.5。
根据定理 2，适当选择 ε1、ε2 > 0 的值，在式（9）存在

可行解的条件下，使系统（4）满足定义 2 中性能指

标（1）、（2）和（3）的输出反馈滤波系统（2）各增益

矩阵为

A k =
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú-1.590 4 -3.104 0 0.617 3
0.801 1 -2.619 3 1.216 9

-0.258 7 0.012 7 -2.971 4

B k =
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú24.895 4
16.708 4

-6.016 2
C k1 = [-0.002 3 0.020 2 -0.361 3 ]
C k2 = [ 0.030 2 -0.137 5 -1.182 4 ]

取 H ( t ) = sin ( t )，t 为 任 意 实 数 ，从 而 满 足
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H T( t ) H ( t ) ≤ I，得闭环系统（4）在各时间点的极

点群分布如图 1 所示。

在无外部扰动情况下，给定系统初始状态，闭

环系统（4）状态响应如图 2 所示。由图 1 可知闭环

系统的极点均分布在指定的区域内。由图 2 可

知，系统是渐近稳定的，从而达到了设计目标。由

图 3 可知，系统的跟踪误差是收敛的，在有限时间

内收敛于零的邻域，说明本文所设计的方法是有

效的。

4 结   论

考虑被控系统及反馈滤波系统同时存在不确

定性的情况下，闭环系统渐近稳定，滤波误差输出

对干扰的抑制性能指标小于给定上界，并把闭环系

统极点配置于复平面上指定区域。以线性矩阵不

等式形式得出输出反馈滤波系统的可解性条件，给

出了极点区域约束滤波系统的设计方法。运用该

方法对某型警用无人飞行器纵向运动进行仿真验

证，仿真结果也表明了该方法的有效性。
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