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考虑滑移的螺栓连接动力学建模方法
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摘要： 螺栓连接结构受载时经常会出现滑移，这种滑移会影响结构的动力学性能，继而对结构的性能和寿命造成

影响。本文以双螺栓连接结构为对象，通过实验和数值仿真手段研究滑移对结构模态特性的影响。实验结果表

明，预紧力的增大会导致共振频率上升，而随着激励幅值增大，共振频率下降且每个周期能量耗散量对模态力的

梯度增大。基于实验结果，结合考虑滑移的 Iwan 模型理论，建立非线性动力学模型，应用四阶龙格库塔法进行求

解。根据计算结果对宏观滑移情况下的结构模态进行分析，发现此时二阶弹性模态中的共振频率下降量增大，

能量耗散量对模态力的梯度降低。该数值计算模型可以很好地表征螺栓连接结构的模态特性，且计算效率高。
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Dynamics Modeling Method of Bolted Connection Considering Slip

YANG Haoran， AN Luling， ZOU Liyang， LIANG Zhonghan， LIUZhitong
（College of Mechanical & Electrical Engineering， Nanjing University of Aeronautics & Astronoultics ，Nanjing 210016，China）

Abstract: Slip often occurs when the bolted connection structure is loaded， and this slip will affect the 
dynamics performance of the structure， and then affect the performance and life of the structure. In this paper， 
taking the double⁃bolt connection structure as the object， the influence of slip on the structural modal 
characteristics is studied by experiments and numerical simulations. The experimental results show that the 
increase of the preload will lead to the increase of the resonant frequency， and with the increase of the 
excitation amplitude， the resonant frequency decreases and the gradient of the energy dissipation per cycle to 
the modal force increases. Based on the experimental results， combined with the Iwan model theory 
considering slip， a nonlinear dynamics model is established， and the fourth⁃order Runge⁃Kutta method is used 
to solve it. According to the calculation results， the structural mode under the condition of macro⁃slip is 
analyzed， and it is found that the resonance frequency drop in the second⁃order elastic mode increases， and the 
gradient of the energy dissipation to the modal force decreases. The numerical calculation model can well 
characterize the modal characteristics of the bolted connection structure， and the calculation efficiency is high.
Key words: bolted joint； dynamics characteristics of connected structures； Iwan model； energy dissipation

在飞机技术状态检查鉴定中发现飞机结构中

紧固件失效占机体结构失效的比例约为 20%［1⁃2］。

振动是导致机械连接失效的重要因素，连接结构的

阻尼具有负载相关性［3］。文献［4］对飞行器径向连

接螺栓振动断裂进行分析，认为螺栓断裂的原因是

低频共振疲劳。上述问题频繁发生且机制复杂，本

文从连接结构动力学特性的角度，研究考虑滑移的

螺栓连接结构动力学仿真方法。

与机床，汽车等结构中螺栓主要通过螺栓预紧

力提供的摩擦力传载不同，飞机由于其对质量的敏

DOI：10. 16356/j. 1005⁃2615. 2023. 05. 019

基金项目：国家自然科学基金（51975280）；教育部工程研究中心基本科研业务费（NJ2022006）。

收稿日期：2023⁃02⁃27；修订日期：2023⁃05⁃16
通信作者：安鲁陵，男，教授，博士生导师，E-mail：anllme@nuaa.edu.cn。

引用格式：杨浩然，安鲁陵，邹礼洋，等 . 考虑滑移的螺栓连接动力学建模方法［J］. 南京航空航天大学学报，2023，55（5）：

924⁃932. YANG Haoran， AN Luling， ZOU Liyang， et al. Dynamics modeling method of bolted connection considering slip
［J］. Journal of Nanjing University of Aeronautics & Astronautics，2023， 55（5）：924⁃932.



第 5 期 考虑滑移的螺栓连接动力学建模方法

感性，往往需要螺栓自身传载［5⁃6］，不可避免的是传

载过程中螺栓连接结构中出现滑移，当滑移发生时

螺栓连接是飞机结构的重要阻尼源，且滑移导致阻

尼具有一定的非线性［7］。然而，阻尼在螺栓连接中

的振幅依赖性难以预测。对于许多系统，线性黏性

阻尼模型似乎捕捉了接近低振幅下的结构响应，但

随着响应级别的增加，阻尼会显著变化［8］。为了建

立考虑滑移的非线性动力学模型，Iwan［9⁃10］最先提

出了描述连接结构滞回行为的数学模型，其核心思

想是将连接系统视为由一系列黏着或滑移状态的

带有弹簧的滑块组成，这些弹簧刚度系数相同、滑

块阈值不同的单元被用来描述因被连接件表面粗

糙度和塑性变形导致的非线性行为，但这种模型系

统每个接头是离散的，每个离散的接头需要特定参

数，这些参数缺乏实际意义难以确定。在此基础

上，Segalman［11］为了便于确定相关参数，开发了更

有实际意义的四参数 Iwan模型，该模型捕捉到了螺

栓受载后的滑移效应，并已被证明重现了在广泛的

测试和建模活动中观察到的真实搭接接头的行为，

包括在微滑移阶段观测到的幂律能量耗散。Segal⁃
man等［12］从不同的过零点开始的脉冲测试中获取速

度时间响应数据。通过这种方式对数据进行后处

理，他观察到 400~600 Hz 范围的高振幅在几个周

期后显著下降，认为大部分的能量耗散发生在瞬态

的早期。Li等［13］在此基础上提出了新的计算方法，

使用六参数 Iwan模型，更准确地捕捉螺栓受剪切载

荷下的滑移行为。在过去的十年中，四参数 Iwan模

型已经被用于预测具有少量连接结构的振动，但该

模型在处理存在大量接头的结构时使用效果不好。

这是由于当对单个关节建模时，每个关节可能需要

一组独特的参数，这意味着必须推导出过多的参数

来描述感兴趣的系统。另一方面，当响应中有少量

模态活跃时，最近的测量表明，一个更简单的模型

可能就足够了，Segalman 等［14⁃15］在模态框架中应用

了四参数 Iwan 模型来描述来自螺栓连接结构的实

验数据。Brake［16］为了提高计算效率，使用了缩减

固定 Iwan 模型，在计算 Iwan 模型中滑块的滑移情

况时，不采用具体的滑块，而是用一个概率分布来

描述滑块的滑移状态。Fantetti等［17］研究了微动磨

损对结构动力学的影响，Li等［18］在考虑了磨损的基

础上，分析了磨损对高预紧力螺栓的切向滑移性能

的影响，发现宏观滑移会导致明显磨损，导致宏观

滑移力减小，并提出了新的本构模型。Lacayo 等［19］

使用有限元仿真与集中质量法仿真对脉冲激励下

的模态 Iwan模型局限性进行了研究，发现阻尼在微

观滑移阶段可以增长两个数量级，且模态 Iwan模型

的准确性与该模态是否占据主导性有关，解耦后的

有效阻尼可能存在几十个百分点的误差。 Jewell
等［20］使用准静态模态分析方法对螺栓连接结构进

行有限元试验，仿真记录了螺栓节点的接触压力和

形变，一定程度上反映了试验中与载荷相关的共振

频率与阻尼比的变化。近年来中国相关研究人员

也对接头的动力学建模方法进行了研究，但研究内

容主要集中在螺栓结合面的建模方法上，例如文献

［21］对机床螺栓结合面力学特性机理研究与应用。

本文旨在针对飞机方向舵中使用的被连接件

是复材与钢的单搭接螺栓连接结构开发一个模型，

该模型可以捕捉模态特征的变化，同时保持线性模

型主体的简单性。由于模型的非线性与连接中的

滑移相关，当发生微滑移时，结构的整体响应通常

近似为线性；当发生宏观滑移时，紧固件中出现塑

性变形同时螺栓夹紧力发生变化，影响结构刚度和

能量耗散系数，导致整体响应出现非线性。本文针

对本实验对象建立了并联黏性阻尼的 Iwan 模型，

并结合试验验证了模型的有效性。

1 考虑滑移的连接结构动力学模型

建立滑移的连接结构动力学模型的基本思路

是使用 Iwan 模型来描述因螺栓连接黏滑效应导致

的动力学非线性问题。为了提高模型在线性段的

阻尼和共振频率的准确性，本文将 Iwan 模型与黏

性阻尼与弹簧并联使用。

1. 1　Iwan模型

离散的 Iwan 模型中单个接头单元的载荷位移

关系 FN ( u ) 如图 1 所示。螺栓连接中的滑移是逐

步出现的且与载荷幅值相关，Iwan 模型由 Jenkins
单元并联而成，单个 Jenkins 单元由滑块和带有阈

值的弹簧串联而成。ϕi 为第 i 个弹簧伸长量阈值，

x ( t，ϕi )为 t时刻第 i个滑块位移，k 为与该滑块串联

的弹簧刚度系数，单个滑块受力小于 kϕi 时不出现

滑动，或者说当宏观滑动量超过单个弹簧伸长量阈

值时该滑块发生局部滑移，当宏观滑动量超过所有

弹簧伸长率阈值时该滑块发生宏观滑移，即有

ì
í
î

ïï
ïï

u ( t )> ϕi，x ( t，ϕi )> 0，u ( t )- x ( t，ϕi )= ϕi

u ( t ) ≤ ϕi，x ( t，ϕi )= 0，u ( t )- x ( t，ϕi )= u ( t )
（1）

满足螺栓黏滑行为的 Iwan 模型中 Jenkins 单

元的概率密度满足图 2（a）所示分布，并且如图 2
（b）所示，在局部滑移情况下外部激励幅值与能量

耗散的对数之间存在线性关系［11］。图 2 中 R 和 x

为弹簧伸长量阈值的截断幂律分布相关系数；ϕmax

为幂律分布截断处弹簧伸长量阈值；S 为狄拉克函

数强度值；Fe为载荷幅值；D 为能量耗散。
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Jenkins 单元的密度 ρ ( ) 定义为一个截断的幂

律分布，在宏观滑移的阈值 ϕmax 处以强度为 S 的狄

拉克函数终止。式（2）中 H ( · ) 为单位阶跃函数。

根据胡克定律将符合式（2）分布的 Iwan 模型的载

荷位移关系写成积分形式如式（3）所示，将式（1）代

入式（3）得到式（4），即有

ρ ( ϕ )= Rϕχ [ H ( ϕ )- H ( ϕ - ϕmax ) ]+
      Sδ ( ϕ - ϕmax ) （2）

FN ( u ( t ) )=∫
0

∞

ρ ( ϕ ) [ u ( t )- x ( t，ϕ ) ] dϕ =

∫
0

ϕmax

Rϕχ [ u ( t )- x ( t，ϕ ) ] dϕ + S [ u ( t )- x ( t，ϕmax ) ]

（3）

FN ( u ( t ) )=
ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

R
χ + 2 ϕmax

χ + 2 + R
( χ + 1 )( χ + 2 )

u ( t )χ + 2 +

Su ( t )    u ( t )∈ ( 0，ϕmax ]
R

χ + 2 ϕmax
χ + 2 + Sϕmax    u ( t )∈ ( ϕmax，+ ∞ )

（4）
Segalman［14］认为 4 个参数 R，S，ϕmax 和 χ 可以

转换为更有物理意义的参数 FS，KT，χ 和 β。这里，

FS 指启动宏观滑移滑移所需的力，KT 是刚发生局

部滑移的切线刚度，χ和 β 为能量耗散相关系数，有

S = KT β
β + 1 （5）

ϕmax = FS ( χ + 2 )
( χ + 1 )( KT - S )+ S ( χ + 2 )

（6）

R = ( χ + 2 )( FS - Sϕmax )
ϕχ + 2

max
（7）

对于多个螺栓的连接结构动力学建模问题，考

虑接头滑移问题，F J ( u )为由单个节点力 FN ( u )组
成的矩阵，使用矩阵 F J ( u )引入离散接头单元中的

节点力，该结构的机械运动动力学方程可以写成

Mü+ Cu̇+ K∞u+ F J ( u )= F ext （8）
式中：M、C和 K∞ 分别为质量、阻尼和宏观滑移时

的结构刚度矩阵，u、u̇和 ü分别为位移、速度和加

速度向量。矢量 F ext 表示随时间变化的外部载荷。

由于 Iwan 模型在不出现滑移和出现宏观滑移时整

体响应近似线性，当出现宏观滑移时，Iwan 模型中

所有弹簧的伸长量均达到阈值，转化为线性动力学

模型，此时连接结构的共振频率和振型可通过求解

线性刚度矩阵式（9）的特征值和特征向量得到

( K∞ - ω 2
∞rM ) φ∞r = 0 （9）

使用模态变换（式（10~12））对动力学方程组

进行解耦，式（8）可写成式（13）的形式，有

u= ϕ∞ q，u r = φ∞r qr （10）

ω∞ =
K∞

M
（11）

C c = 2Mω∞，ζ∞ = C
C c

（12）

q̈ r + 2ζ∞rω∞r q̇ r + ω∞r
2 qr + φT

∞rF J (ϕ∞ q r )= φT
∞rF ext

（13）
式（10）中：ϕ∞ 为出现宏观滑移时的振型；q 为模态

转移；φ∞r 为宏观滑移时 r 阶模态振型；qr 为 r 阶模

态位移；ω∞ 为出现宏观滑移时连接结构共振频率；

C c 为出现宏观滑移时连接结构阻尼系数；ζ∞ 为出

现宏观滑移时连接结构阻尼比。

基于模态耦合作用可以忽略的基本假设，F ext

图 1 Iwan 模型

Fig.1 Iwan model

图 2 使用 4 个参数 R,S,ϕmax 和 χ描述的 Iwan 模型

Fig.2 Four parameters parallel Iwan model using R,S,ϕmax 
and χ
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为 r 阶非线性接头力，接头单元中的节点力是可以

写成模态坐标下的函数，写成模态形式为 F̂N ( qr )，
外部激励可以写成模态力形式 φT

∞rF ext = F̂ e。

q̈ r + 2ζ∞rω∞r q̇ r + ω∞r
2 qr + F̂N ( qr )= F̂ e（14）

式（13）可写成式（14），其中 ω∞，r 为模型中所有

接头出现宏观滑移时的各阶共振频率。这时 Iwan
模型被转化为模态 Iwan 模型，其中 F̂N ( qr )可以用

模态坐标下的 4 个参数 F̂ s、K̂T、χ̂、β̂ 表示。图 3 中，

F̂ s 指模态坐标下启动宏观滑移滑移所需的力，K̂T

为模态坐标下刚发生局部滑移的切线刚度，χ̂ 和 β̂

为模态坐标系下能量耗散相关系数，用模态坐标下

的 Iwan 模型可以只针对感兴趣的模态进行分析，

根据结构模态试验结果确认 F̂ s、K̂T、χ̂、β̂，避免多个

螺栓连接情况下难以确定每个螺栓连接处节点力

的困难。

1. 2　模态坐标下 Iwan模型中待定参数计算方法

为 了 确 定 模 态 Iwan 模 型 中 模 态 四 元 数

{ K̂T，F̂S，χ̂，β̂ }，需要对连接结构进行实验，并根据

实验结果进行拟合。实验需要使用锤击法测量自

由振动下低阶模态频率变化以及能量耗散系数。

自由振动下加速度响应信号近似为

a ( t )= eP ( t ) cos ( ω ( t ) t ) （15）
式中：eP ( t ) 为响应包络线；ω ( t )为瞬时频率，通过计

算过零点的时间差得到；P ( t ) 通过识别加速度峰

值和一阶线性拟合峰值的对数来确定；通过对动能

的变化峰值 Ek求导，计算动能峰值后乘以周期，以

估算单个周期能量耗散系数 D，有

Ek =MaP =MωeP ( t ) （16）

D ≈ dEk

dt
2π
ω

= 2π
ω

dP ( t )
dt

Ek （17）

式中：aP 为单个周期内加速度信号幅值。

χ̂ 通过与低外载荷水平（Low force levels）下的

能量耗散 D 对数和模态力 F̂ e，r 对数的数据拟合

得到

χ̂ = lg D lg F̂ e，r - 3 （18）
当所有接头未出现滑移时，Iwan 模型整体响

应近似线性，模态 Iwan 模型中所有弹簧刚度系数

之和为 K̂ 0，r = K̂T，r + K̂∞，r，此时连接结构的共振频

率 和 振 型 可 通 过 求 解 刚 度 矩 阵 得 到 ( K 0 -
ω 2

0r M ) φ 0r = 0，由于模态归一化后模态质量为单位

矩阵，如图 4 所示，每个模态的模态关节刚度可使

用式（19）近似求得

K̂T，r = K̂ 0，r - K̂∞，r = ω 2
0，r - ω 2

∞，r （19）
而 F̂S 选取拟合曲线斜率绝对值最大的点处对

应的模态力。

在确定 K̂T，F̂S，χ̂ 后，β̂ r 可以参考式（20）进行确

定。式（20）的推导过程详见参考文献［16］。但实

际拟合过程中发现使用该公式确定的 β̂ 往往偏大，

因此确定该参数时需要根据实际情况进行调整。

F̂S，r =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú4 ( χ̂ r + 1 ) K̂ χ̂r + 2
F̂S，K̂T ( )β̂ r + χ̂ r + 1

χ̂ r + 2

χ̂ r + 1

Ĉ r K 3 + χ̂ r
∞，r ( 2 + χ̂ r ) ( 3 + χ̂ r ) ( 1 + β̂ r )χ̂ r + 2

1
χ̂r + 1

（20）

2 双螺栓连接结构动力学实验

该实验是为了验证上述理论的有效性，参考模

型垂尾结构中的几何尺寸与材料属性，使用两个螺

栓将结构连接起来，在自由边界条件下完成测试，

从而分析螺栓预紧力和外载荷幅值对连接结构动

力学响应的影响。

2. 1　实验设计

本实验结构由钢制被连接件，复材被连接件，

两个螺栓和螺母构成，各零件的尺寸如图 5 所示。

实验中，两个 M6 螺栓会被使用不同扭矩 5、10、

图 3 模态坐标下使用并联黏性阻尼的 Iwan 模型

Fig.3 Iwan model with parallel viscous damping in modal 
coordinates

图 4 模态 Iwan 模型中 F̂S,K̂T 的估算方法

Fig.4 Estimation method of F̂S,K̂T in modal Iwan model
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13 N⋅m 拧紧，并用力锤施加不同冲击载荷，实验中

使用的拧紧扭矩和力锤测量的冲击力如表 1 所示。

本实验使用的力锤灵敏度 3.73 mV/N，加速度传感

器灵敏度 48.41 mV/G，采样率 10 240 Hz，分析频

宽 4 000 Hz，采样点数 32 768，Δf = 0.313 Hz，采样

时长 3.2 s，冲击力平均类型为 3 次激励的线性平均

（标准差小于 10 N）。实验结构与边界条件的照片

如图 6 所示。

2. 2　实验步骤

（1）对试样建立自由边界条件，使用橡皮绳将

被测试样固定起来，保证用于支承系统的弹性频率

远低于试件结构的最低分析频率。

（2）使用力锤对试样施加外载荷，使用加速度

传感器测量时域响应，改变冲击力的大小得到 10
组不同冲击力下全部测点的时域响应。

（3）拆下螺栓，通过改变拧紧力矩的方法改变

预紧力，由于使用的是自锁螺母，自锁扭矩约为

2 N⋅m，3 种不同拧紧扭矩分别为 5、10 和 13 N⋅m，

针对不同预紧力重复步骤 2。
（4）对时域信号进行快速傅利叶变换，得到前

3 阶共振频率，进行滤波后计算能量耗散系数，结

合前文的方法计算低阶模态的模态 Iwan 模型参

数，以及不同预紧力下的模态 Iwan 模型参数。

2. 3　实验结果分析

首先为了验证螺栓连接动力学特性具有负载

相关性，对拧紧扭矩为 13 N⋅m 的 T13 组加速度时

域信号进行快速傅利叶变换，得到前 3 阶共振频

率。T13 组中 1 阶与 3 阶共振频率随冲击力的增大

呈下降趋势，冲击力从 76 N 增加到 770 N 的过程

中 ，2 阶 共 振 频 率 由 1 077 Hz 逐 渐 降 低 为

1 073.2 Hz，下降速率平稳，说明连接结构在较大冲

击力下不能视为连续体，螺栓与被连接件间出现微

观滑移，并反映在共振频率上，共振频率有负载相

关性。为了进一步研究拧紧扭矩对共振频率的影

响，对 T10 组和 T5 组数据进行快速傅里叶变换，

得到的频谱与 T13 组进行对比，选取负载水平一

致的 T13⁃9，T10⁃9，T5⁃9 组的频谱进行对比，结果

如图 7 所示。实验结果表明螺栓连接共振频率与

扭矩有关，共振频率随扭矩增大而增大，扭矩从

7 N⋅m 增大到 13 N⋅m 时，1 阶共振频率从 479.3 Hz
增大到 507.5 Hz，2 阶共振频率由 1 033.4 Hz 增大

到 1 073.8 Hz，3 阶共振频率由 2 527.1 Hz 增大到

2 572.3 Hz，说明拧紧扭矩对共振频率影响较大。

表  1 实验组编号和冲击力平均值

Table 1 Experimental group number and average 
impact force

编号

T13⁃1
T13⁃2
T13⁃3
T13⁃4
T13⁃5
T13⁃6
T13⁃7
T13⁃8
T13⁃9

T13⁃10

冲击
力/N

76
92

152
211
269
324
543
658
661
770

编号

T10⁃1
T10⁃2
T10⁃3
T10⁃4
T10⁃5
T10⁃6
T10⁃7
T10⁃8
T10⁃9

T10⁃10

冲击
力/N
720

1 010
1 680
2 160
3 160
3 940
4 550
5 320
6 370
7 450

编号

T5⁃1
T5⁃2
T5⁃3
T5⁃4
T5⁃5
T5⁃6
T5⁃7
T5⁃8
T5⁃9

T5⁃10

冲击
力/N
560

1 630
2 580
3 060
3 760
4 560
5 900
6 420
7 580

图 5 试样尺寸和传感器位置

Fig. 5 Sample size and sensor position

图 6 实验结构与边界条件的照片

Fig.6 Photographs of experimental structures and boundary 
conditions

图 7 不同拧紧扭矩下结构共振频率实验结果

Fig. 7 Experimental results of structural resonance frequen⁃
cies under different tightening torques
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对 T13 组进行模态分析发现，2 阶共振频率随

着冲击力的增大单调递减，1 阶和 3 阶共振频率总

体趋势下降但存在突变，导致突变的机理还有待分

析，本文为了描述实验中观测 2 阶模态共振频率变

化的现象，基于前文理论，使用式（15~20）对模态

Iwan 模型参数进行估算，计算结果如表 2 所示，但

由于未观察到宏观滑移阶段，K̂∞ 仅为一个估测值，

根据大冲击力下的共振频率进行估算。

对比不同扭矩下的模态 Iwan 参数发现，K̂∞ 随

预紧力增大有增大的趋势，其代表的物理意义是随

着预紧力增大，结构整体的刚度也有所增大；K̂T 随

着预紧力增大有下降趋势，其代表的物理意义是预

紧力增大会降低因锤击力幅引起共振频率的偏移；

滑移力相关的参数 F̂S 随着拧紧扭矩的增大有所增

大，其代表的物理意义是预紧力越大时需要更大的

外力才能使接头产生滑移；随着预紧力增大，χ̂ 和 β̂

呈上升趋势，说明随着预紧力增大，相同外载条件

下局部滑移阶段的能量耗散速度增大，模态伊万模

型的阻尼非线性增强。

3 数值仿真模型

前文已经介绍了如何根据考虑滑移的动力学

模型推导出模态 Iwan 模型的阻尼和共振频率的表

达式，并设计实验验证了复材与金属螺栓连接结构

中存在动力学非线性问题，发现螺栓预紧力和激励

幅值会改变共振频率和阻尼。根据模态 Iwan 模型

理论，计算了实验结构对应的模态 Iwan 模型参数。

本节主要介绍如何建立基于 Iwan 模型的连接结构

数值仿真模型，并使用该模型描述实验中观测到的

动力学特性的变化。

本文建立了一个并联黏性阻尼的三质量螺栓  
连接动力学模型，如图 8 所示，模型由 3 个不同质量

的滑块、黏性阻尼单元、相同刚度的线性弹簧和离

散 Iwan单元组成，使用式（8）描述该模型，模型中使

用的矩阵如式（21~24）所示，将式（4）代入式（24），

用于描述由螺栓滑移引发的非线性，其中离散 Iwan
模型参数由表 2中模态伊万参数转化得到，有

M=
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

úm 1 0 0
0 m 2 0
0 0 m 3

（21）

K∞ =
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú2k -k 0
-k 2k -k

0 -k k
（22）

C=Mϕ∞ diag [ 2ω∞r ζ∞r ] ϕT
∞M （23）

F j ( u )=
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ü

ý

þ

ïïïï

ïïïï

0
FN ( u2 - u3 )

-FN ( u2 - u3 )
（24）

该问题的数学模型是 2 阶常微分方程组，为计

算其数值解，本文使用 4 阶龙格库塔法对该非线性

动力学方程进行求解，若要获得 4阶龙格库塔格式，

需要对 13个待定系数进行求解，此处取其中一个简

单解从而得到适用于本方程组的 4 阶龙格⁃库塔公

式［22］，如式（25）所示，其中
du
dt

= v，h为步长。

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

L 1 = f ( ti，ui，vi )
L 2 = f ( ti + 1/2h，ui + 1/2vi h，vi + 1/2L 1 h )
L 3 = f ( ti + 1/2h，ui + 1/2vi h +

1/2L 1 h，vi + 1/2L 2 h )
L 4 = f ( ti + h，ui + vi h + L 2 h，vi + L 3 h )
vi + 1 = vi + 1/6h ( L 1 + 2L 2 + 2L 3 + L 4 )
ui + 1 = ui + vi h + 1/3h ( L 1 + L 2 + L 3 )

（25）
结构初始状态为静止状态，u0 = 0，v0 = 0，频

率分辨率 0.1 Hz 以上，步长 h = 1e - 5 时仿真精

度可以满足要求。选取实验中 T13⁃1 组中测试

得出的共振频率作为未出现滑移时的共振频率，

对 M，K∞ 进行调整以满足数值仿真结果与实验

结果具有相同的前 3 阶共振频率，对实验 T13⁃1
组 响 应 信 号 进 行 带 通 滤 波 ，通 频 带 为 1 000~
1 100 Hz 得出响应信号的衰减速率 ，对仿真中

ζ∞，2 进行调整，使仿真中加速度响应信号衰减速率

与实验中保持一致。仿真中使用的参数为 m 1 =
2，m 2 = 0.43，m 3 = 1.1，ζ∞2 =[ 1，1，1 ]T ⋅ e - 2，k =
1.12e6。

图  8 三质量螺栓连接动力学模型

Fig.8 Dynamics model of three⁃mass bolted joint

表  2 不同拧紧扭矩下的 2阶模态 Iwan参数

Table 2 Iwan parameters of second‑order mode on dif‑
ferent tightening torque

拧紧扭矩/（N⋅m）

K̂∞

F̂S

K̂T

χ̂

β̂

7
1.01e6
1345
6.1e4

-0.32
2.2

10
1.08e6
1612
6.3e4

-0.26
2.4

13
1.12e6
2321
4.2e4

-0.22
4
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4 仿真与实验对比分析

通过对比实验与仿真结果发现前 3 阶模态共

振频率随着模态力增大出现下降，由于前 3 阶模态

的模态特性变化规律具有很高的相似性，本文主要

介绍 2 阶模态变化情况。如图 9、10 所示，2 阶共振

频率的实验与仿真结果一致性较好，模态阻尼比在

锤击力较小时与实验结果一致性最好，当锤击力较

大时仿真中的阻尼比相较实验结果偏小。对比

T13⁃1 与 T13⁃10 组 2 阶共振频率，发现冲击力从

76 N 增大到 770 N 时共振频率下降了 3.8 Hz，如图

9 所示。仿真分析的共振频率在局部滑移阶段与

实验结果吻合度达到 99% 以上，可以反映出外载

荷变化对共振频率的影响，证明了仿真方法在共振

频率方面的有效性。虽然 2 阶共振频率出现了下

降，却并未达到理论分析中的平稳段，可能是由于

本实验结构受到的锤击力有限，共振频率并没有下

降到极值，即并没有完全达到宏观滑移。作者使用

局部滑移阶段与实验结果一致性很好的模型对达

到宏观滑移后的共振频率进行预测，发现达到完全

宏观滑移时 2 阶共振频率下降约 20 Hz。图 11 中

给出了实验与仿真模型在不同外部激励下得到的

模态能量耗散与模态力之间的关系。实验结果表

明在局部滑移阶段能量耗散系数的对数与模态力

的对数线性相关，仿真分析与实验结果一致性很

好，仿真分析中斜率约为 2.71，略小于 Iwan 模型理

论中的斜率为 χ̂ + 3，说明仿真中加入并联的黏性

阻尼可以更准确地与实验结果相对应。仿真分析

的能量耗散在局部滑移阶段与实验结果吻合度达

到 98% 以上。根据仿真分析和实验结果可以看

出，随着外部激励的增大，能量耗散量相较于对数

线性模型有所增大，但仿真分析结果发现当模态力

达到 103后函数梯度短暂增大后下降，达到稳定后

能量耗散系数的对数与模态力的对数线性相关，且

斜率小于局部滑移阶段。本算例计算耗时 6.56 s，
在保证精度的同时具有很高的计算效率。

总体来说并联黏性阻尼与 Iwan 模型的三质量

螺栓连接动力学模型可以准确地模拟实验观测到

的共振频率以及能量耗散系数的变化，证明了相关

理论的有效性。

5 结  　论

（1）本文对异质材料螺栓连接结构的动力学非

线性进行实验研究，测试了螺栓预紧力及锤击力幅

对结构动力学特性的影响。研究结果表明：一方面

螺栓预紧力的增大会导致结构共振频率增大。另

一方面模态力存在阈值，达到阈值时滑移对模态特

性的影响不可忽略，当低于阈值时共振频率不变，

能量耗散量的对数与模态力的对数线性相关，当模

态力高于阈值时，锤击力的增大会导致共振频率减

小，关节阻尼出现非线性，每个周期能量耗散量对

模态力的梯度增大。

（2）本文针对实验中观测到的非线性现象进

行数值仿真方法研究，结合带有黏性阻尼的 Iwan
模型理论对测试对象进行了基于集中质量法的动

图 9 拧紧扭矩为 13 N⋅m 的螺栓连接结构在不同冲击力下

共振频率实验与仿真结果

Fig.9 Experimental and simulation results of resonance fre⁃
quency of bolt⁃connected structure with a torque of 
13 N⋅M under different impact forces

图 10 2 阶共振频率与模态力关系的实验与仿真结果

Fig.10 Experimental and simulation results of the relation⁃
ship between the second⁃order resonance frequency 
and the modal force

图 11 2 阶模态能量耗散与模态力关系的实验与仿真结果

Fig.11 Experimental and simulation results of the relation⁃
ship between second⁃order modal energy dissipation 
and modal force
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力学建模。结合理论对异质材料螺栓连接的模态

Iwan 模型参数进行确定，使用常系数 2 阶微分方程

的 4 阶龙格库塔求解方法对数学模型进行求解。

在局部滑移段，仿真结果中结构共振频率特性可以

达到 99% 以上的准确率，能量耗散特性可以在对

数尺度达到 98% 以上的准确性。根据该仿真模型

对宏观滑移阶段结构模态特性进行预测，发现 2 阶

共振频率下降约 20 Hz，模态力达到 103后，模态力

对能量耗散量的函数梯度短暂增大后下降，达到稳

定后能量耗散系数的对数与模态力的对数线性相

关，且梯度小于局部滑移的线性段。此外仿真分析

在保证精度的前提下，具有很高的计算效率。综上

所述，为了减少飞机中螺栓连接失效频次，需要在

设计阶段考虑滑移和预紧力变化对连接结构频响

特性的影响，认识到复杂螺栓连接结构中特征频率

不足以描述其实际的共振频率，实际的共振频率用

特征频段描述更为准确，此外滑移发生时与阻尼相

关的结构能量耗散系数需要根据试验结果进行修

正，模态力与能量耗散系数的关系是非线性的，需

要针对装配后的螺栓连接结构进行动力学特性测

试，才能根据载荷谱更准确地对连接结构寿命进行

测算。本文提供了一种考虑滑移的螺栓连接动力

学建模方法，可用于对考虑滑移问题的螺栓连接模

态特性进行数值分析。

本文采用的 Iwan 模型具有计算量小、分析结

果准确的特点，可以对其动力学特性进行表征。但

其仍有一些问题，如实验中触发宏观滑移的锤击力

阈值较高，但力锤提供的能量输入较低，持续时间

较短，实验结果只体现出了局部滑移阶段模态的变

化，并没有反应宏观滑移后的模态变化；模型中的

参数确定较为困难，部分参数需要在理论分析的基

础上结合经验进行调节；该模型基于模态是不耦合

的假设，模态之间的耦合作用被忽略。在后续的研

究中作者将重新设计测试结构，增大能量输入，使

其发生宏观滑移，进一步研究模型中参数的确定方

法，不断总结经验得出更恰当的参数确定方法，同

时对模态之间的耦合作用进行研究。
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