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非线性准零刚度系统分岔控制方法

蔡福建， 邵敏强
（南京航空航天大学机械结构力学及控制国家重点实验室，南京  210016）

摘要： 以超稳定车载隔振平台为依托，建立环绕式侧向弹性支撑构成的准零刚度系统，研究该系统的非线性动力

学特性和振动主动调节方法，以获得优异的振动隔离效果。根据系统总体刚度和位移关系确定系统结构参数，

采用谐波平衡法求解获得系统动力学响应规律和非线性幅频响应函数。进一步对系统的非线性分岔特性进行

主动控制方法研究，获得准零刚度系统的分岔控制方法，通过选取适当的控制参数消除系统分岔。仿真结果表

明：分岔控制方法在合适的控制参数下能有效消除分岔以及达到振动抑制的效果。
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Bifurcation Control Method for Nonlinear Quasi‑zero Stiffness System

CAI Fujian， SHAO Minqiang
（State Key Laboratory of Mechanics and Control of Mechanical Structures，Nanjing University of Aeronautics & Astronautics， 

Nanjing 210016，China）

Abstract: Relying on the ultra‑stable vehicle‑mounted vibration isolation platform， a quasi‑zero stiffness 
system composed of wrap‑around lateral elastic supports is established， and the nonlinear dynamic 
characteristics of the system and the active vibration adjustment method are studied to obtain excellent 
vibration isolation effect. The structural parameters of the system are determined according to the relationship 
between the overall stiffness and displacement of the system， and the harmonic balance method is used to 
obtain the dynamic response law and nonlinear amplitude‑frequency response function of the system. The 
nonlinear bifurcation characteristics of the system are further studied on the active control method， the 
bifurcation control method of the quasi‑zero stiffness system is obtained， and the bifurcation of the system is 
eliminated by selecting appropriate control parameters. The simulation results show that the bifurcation 
control method can effectively eliminate the bifurcation and achieve the effect of vibration suppression under 
the appropriate control parameters.
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超稳定车载隔振系统对精密仪器、设备在车辆

高速行驶过程中能否正常运行具有重要作用，能够

提供稳定的动力学环境。传统线性隔振器由线性

弹簧与阻尼并联而成，其隔振频带为 2 倍以上的

隔振器固有频率。现实情况通常是外界的低频激

励相对高频激励幅值大很多，为了隔离低频振动，

需要将弹簧刚度降低，但对于具有较大负载的情

况，为了保证有良好的承载能力，又不能将弹簧刚

度设置过低。1957 年 Molyneux［1］首次提出了将垂

向弹簧与倾斜弹簧并联组成一个准零刚度隔振器，

其中垂向弹簧具有正刚度，倾斜弹簧可提供负刚

度。准零刚度隔振器具有高静刚度、低动刚度特
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性，即在平衡位置附近具有非常低的动刚度，同时

能够承受较大的设计载荷。Kovacic 等［2‑4］也深入

研究过这种三弹簧类型的准零刚度隔振器，其考虑

侧向弹簧为非线性弹簧，并分析当激励为非对称外

激励时系统的分岔、混沌等非线性动力学行为。准

零刚度隔振器具有如下几个特点［5］：（1）隔振系统

固有频率低，隔振频带宽；（2）具有较大的静刚度，

结构变形较小，承载能力好；（3）结构的合理设计能

灵活地调整系统刚度。基于准零刚度隔振器的优

秀隔振性能，其在低频与超低频隔振方面具有广泛

的应用前景。

现有研究结果表明准零刚度系统能够有效提

高对低频振动的隔离效果，大大拓宽隔振系统有

效频带范围。然而，准零刚度系统由于侧向弹性

结构提供的负刚度作用，导致系统存在非线性特

性，在特定条件下会产生分岔、混沌等非线性动力

学行为，导致准零刚度系统难以在实际工程中广

泛应用。为了能够进一步提高准零刚度系统的稳

定性能，消除不稳定非线性动力学行为，考虑从主

动控制方面对系统进行振动控制方法研究。在非

线性系统控制研究方面，钱长照等［6］研究了时滞

参数对受简谐激励的 van der Pol‑Duffing 系统分

岔响应的影响，结果表明选择合适的时滞参数能

改变分岔曲线拓扑形态与分岔点的位置。蔡克红

等［7］研究分析了一个含励磁控制的简单电力系统

的分岔现象，并设计了静态负反馈控制器。仿真

结果表明该控制器能有效延迟系统鞍结分岔从而

提高系统稳定性。杨庆超等［8］研究了准零刚度隔

振系统倍周期分岔，以及运用延拓法得到随机激

励及阻尼变化时的倍周期分岔规律。符文彬等［9］

设计了一种含参非线性分岔控制器对弱非线性的

强迫 Duffing 系统进行主共振分岔控制。计算结

果表明此方法能有效消除系统主共振时的鞍结分

岔，降低响应幅值。

结合已有研究结果，本文以超稳定车载隔振平

台为依托，建立环绕式侧向弹性支撑构成的准零刚

度系统，研究其非线性动力学特性和分岔调节主动

控制方法，通过选取合适的控制参数来消除系统的

分岔现象，使系统稳定并实现有效的振动抑制，为

准零刚度系统在车载超稳隔振平台方面的应用提

供理论基础。

1 准零刚度系统特性分析

1. 1　准零刚度系统模型

环绕式侧向弹性支撑构成的准零刚度系统模

型简化如图 1 所示，其由 1 根垂向弹簧、4 根侧向弹

簧以及 4 个侧向阻尼并联组成，并与质量块、基座

串联，图 1 所示为系统处理平衡位置时的状态。侧

向弹簧原长为 l0，压缩至平衡位置后长度为 l，刚度

为 k2；垂向弹簧原长 H 0，压缩至平衡位置后长度为

H，刚度为 k1；侧向阻尼大小为 c；质量块质量为 m。

垂向弹簧、侧向弹簧以及侧向阻尼一端均铰接于基

座上，另一端铰接于承载质量块的平台上，并且使

用垂向导杆限制质量块只能在垂直方向上运动。

1. 2　理论建模

以侧向弹簧处于水平状态时质量块所处位置

为原点，垂向弹簧伸长方向为 y 轴正方向建立空间

直角坐标系。以质量块 m 为隔振对象，平衡位置

处质量块所处的位置为零势能点，当质量块位移为

y 时侧向弹簧的长度为 l1，可以得到质量块的动能

与势能

T = 1
2 mẏ 2 （1）

V = 1
2 [ k1 y 2 + 4k2( l0 - l1 ) 2 ] （2）

系统的拉格朗日量为

L = T - V = 1
2 mẏ 2 - 1

2 [ k1 y 2 + 4k2( l0 - l1 ) 2 ]  （3）

式中 l1 = l 2 + y 2 。将拉格朗日量代入拉格朗日

方程
d
dt

∂L
∂ẏ

- ∂L
∂y

= 0 得系统在 y 方向的自由振动

方程

mÿ +( k1 + 4k2 ) y - 4k2 y
l0

l 2 + y 2
= 0 （4）

对于侧向阻尼可用如下方法求得：

图 1 环绕式侧向弹性支撑准零刚度系统模型

Fig.1 A quasi‑zero stiffness system model composed of 
wrap‑around lateral elastic supports
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A 点的速度矢量 vA = dOA
dt

= ẏ ⋅ j，其在 BA 上

的投影为

vA ⋅ BA
|| BA
= ( 0，ẏ ) ⋅ (- l，y )

l 2 + y 2
= yẏ

l 2 + y 2

对应的阻尼力为

F c = -c ⋅ vA ⋅ BA
|| BA
⋅ BA

|| BA
= - cyẏ

l 2 + y 2 (- l，y )

单 个 阻 尼 的 阻 尼 力 在 y 方 向 的 分 力 为

F cy = F c ⋅ n y ⋅ n y =

     - cyẏ
l 2 + y 2 (- l，y ) ⋅ ( 0，1 ) ⋅ ( 0，1 )= ( )0，- cy 2 ẏ

l 2 + y 2

将侧向阻尼力加入动力学方程中，有

mÿ + 4 cy 2 ẏ
l 2 + y 2 +( k1 + 4k2 ) y - 4k2 y

l0

l 2 + y 2
= 0

（5）
式（5）为隔振系统自由振动的动力学方程。

引入如下参数

u = y
l
，K = k2

k1
，L 0 = l0

l

ωn = k1

m
，ζ = c

2mωn
，τ = ωn t

则 有 ẏ = dy
dt

= d( ul )
d( τ/ωn )

= ωn l
du
dτ

= ωn lu̇，将 以 上

参数代入式（5）可得系统无量纲自由振动方程为

ü + 8ζ
u2

1 + u2 u̇ + u - 4K ( L 0

1 + u2
- 1) u = 0  （6）

系 统 自 由 振 动 方 程 中 的 非 线 性 项 为

8ζ
u2

1 + u2 u̇ 和-4K
L 0

1 + u2
u 两项，由于这两个非

线性项较为复杂，动力学方程也无法求得解析解。

在实际应用中，往往只关注平衡位置附近系统的振

动情况，因此在平衡位置处对非线性项泰勒展开并

只截取到三阶项对动力学方程处理。在平衡点

u=0 处，有

u2

1 + u2 = u2 + o ( u4 )， u

1 + u2
= u - u3

2 + o ( u3 )

将其略去三阶以上高阶小量代入系统自由振动动

力学方程并化简，则有

ü + 8ζu2 u̇ + ( 1 - 4KL 0 + 4K ) u + 2KL 0 u3 = 0 （7）
1. 3　系统静态特性

未简化的系统式（6）中，质量块所受的静力理

论值为弹簧力

f t = u - 4K ( L 0

1 + u2
- 1) u （8）

未简化系统静态刚度理论值为

k t=
df t

du
=4KL 0

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê u2

( 1+u2 )3
- 1

1+u2

ù

û

ú
úú
ú+4K+1（9）

简化近似后的系统式（7）所受弹簧力近似值为

fa = ( 1 - 4KL 0 + 4K ) u + 2KL 0 u3 （10）
简化近似后系统静态刚度近似值为

ka = dfa

du
= 1 - 4KL 0 + 4K + 6KL 0 u2 （11）

为使系统在平衡位置处刚度为零，选择参数

K = 0.904，L 0 = 1.276，可 得 系 统 理 论 与 近 似 的

力‑位 移 曲 线 以 及 刚 度‑位 移 曲 线 分 别 如 图 2、3
所示。

可以看出，在平衡位置附近，截取到非线性项

泰勒展开三阶项所得的力‑位移曲线以及刚度‑位
移的近似值和理论值吻合度较高，由此可以验证截

取到三阶泰勒展开对环绕式侧向弹性支撑构成的

准零刚度系统近似的有效性。因此，为了计算方

图 2 环绕式侧向弹性支撑构成的准零刚度系统力‑位移

曲线

Fig.2 Force‑displacement curve of a quasi‑zero stiffness 
system composed of wrap‑around lateral elastic sup‑
ports

图 3 环绕式侧向弹性支撑构成的准零刚度系统刚度‑位移

曲线

Fig.3 Stiffness‑displacement curves of a quasi‑zero stiff‑
ness system composed of wrap‑around lateral elastic 
supports
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便，后面的分析采用所得的简化近似动力学方程代

替原方程进行分析。

1. 4　系统动态特性

幅值为 F，频率为 ω 的简谐力外激励作用于系

统，对简谐力进行无量纲化，令

f0 = F
k1 l

，ωn = k1

m
，Ω = ω

ωn
，τ = ωn t

可得系统的动力学方程为

ü + 8ζu2 u̇ + ( 1 - 4KL 0 + 4K ) u + 2KL 0 u3 =
f0 cos ( Ωτ ) （12）
令 α = 1 - 4KL 0 + 4K 表示系统的线性刚度、

β = 2KL 0 表示系统非线性刚度，可得

ü + 8ζu2 u̇ + αu + βu3 = f0 cos ( Ωτ ) （13）
当线性刚度 α = 0，系统动力学方程变为

ü + 8ζu2 u̇ + βu3 = f0 cos ( Ωτ ) （14）
此处引入线性阻尼比 ξ 并且保留线性刚度项，

系统的动力学方程为

ü + 2ξu̇ + 8ζu2 u̇ + αu + βu3 = f0 cos ( Ωτ )  （15）
运用谐波平衡法［10］求解式（15），假设方程的一

次谐波解为 u = u0 cos ( Ωτ + γ )，代入式（15）可得

-Ω 2 u0 cos ( Ωτ + γ )- 2ξu0 Ω sin ( Ωτ + γ )+

       8ζ [ u0 cos ( Ωτ + γ )] 2[ - Ωu0 sin ( Ωτ + γ )]+

       αu0 cos ( Ωτ + γ )+ β [ u0 cos ( Ωτ + γ )] 3
=

       f0 cos ( Ωτ ) （16）
经过一系列计算并化简最终得到如下幅频关

系式

é

ë
ê
êê
ê( 3

4 βu2
0 + α - Ω 2) u0

ù

û
úúúú

2

+ [2u0 Ω (ζu2
0 + ξ ) ] 2

= f 2
0

（17）
将式（17）改写成 Ω2二次代数方程，则有

u2
0 Ω 4 + 2u2

0
é

ë
ê
êê
ê- ( 3

4 βu2
0 + α)+ 2 (ζu2

0 + ξ ) 2ù

û
úúúú Ω 2 +

          u2
0 ( 3

4 βu2
0 + α) 2

- f 2
0 = 0 （18）

令 A = 3
4 βu2

0 + α，B = 2 (ζu2
0 + ξ ) 2

，则式（18）

可简化为

u2
0 Ω 4 + 2u2

0( B - A ) Ω 2 + u2
0 A2 - f 2

0 = 0（19）
舍去负数解可求得

Ω = A - B ± u2
0( )A - B

2 - A2 + ( )f0

u0

2

  （20）

选取参数 α=0，β=2.289，ζ=0.05、ξ=0，f0=
0.1，绘制幅频响应曲线如图 4 所示。从图 4 可以看

出，系统存在两个幅值跳跃点，这两个幅值跳跃点

对应系统的两个鞍结分岔点。幅值跳跃现象是非

线性系统有别于线性系统的重要特征。

2 共振带的分岔控制

由于系统在主共振区会因为参数组合而产生

鞍结分岔，导致系统振幅在某个时刻产生跳变而降

低隔振效果，因此需要根据系统的非线性特性设计

控制器来有效消除系统的分岔现象。

准零刚度系统发生鞍结分岔有一定的条件，例

如外激励幅值以及阻尼比会影响系统是否会发生

鞍结分岔，因此设计控制器 g ( u，u̇，t ) 对系统进行

分岔控制［11］。将控制律加入系统中

ü + 2ξu̇ + 8ζu2 u̇ + αu + βu3 =
f0 cos ( Ωτ ) + g ( u，u̇，t ) （21）

假定控制参数为 a1、a2、a3，假设控制器为

g ( u，u̇，t ) = a1 u + a2 u̇ + a3 u3 （22）
下面通过分析系统的主共振来分析系统的鞍

结分岔的条件，以指导选择控制参数。整理加入控

制律后的动力学方程为

ü + (2ξ - a2) u̇ + 8ζu2 u̇ + ( )α - a1 u +

        ( β - a3) u3 = f0 cos ( Ωτ ) （23）
对系统的幅频响应关系式（19）进行微分，并且

令 dΩ/du0 = 0，得到系统鞍结分岔处

Ω 4 + é

ë
ê
êê
ê2( B - A ) + u2

0 (8 (ζu2
0 + ξ ) ζ - 3

2 β ) ùûúúúú Ω 2 +

          A2 + 3
2 βu2

0 A = 0 （24）

方程（24）的解为

Ω 1，2 =
-b ± b2 - 4A ( )A + 3

2 βu2
0

2 （25）

式 中 b = 2( B - A ) + u2
0
é
ë
êêêê8 (ζu2

0 + ξ ) ζ - 3
2 βù

û
úúúú。 系

统发生鞍结分岔的临界条件为

b2 = 4 (A + 3
4 βu2

0) （26）

图 4 幅频响应曲线

Fig.4 Amplitude‑frequency response curve
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当 b2 ≤ 4A (A + 3
2 βu2

0) 时，系统不发生鞍结

分岔，即幅频响应曲线不会发生跳跃现象；当 b2 >

4A (A + 3
2 βu2

0)时，系统不发生鞍结分岔还需满足

Ω 不存在正实数解的条件，即

A ( )A + 3
2 βu2

0 > 0 （27）

b > 0 （28）
式（27）和式（28）需同时满足，系统才不会产

生鞍结分岔，否则系统在 Ω > 0 的区间内将发生鞍

结分岔。假设 Ω 1 ≤ Ω 2，系统所受外激励频率在区

间 [ ]Ω 1，Ω 2 时，系统存在 3 个稳态解，其中两个为稳

定解，一个为不稳定解。

引入控制律后，通过调整控制参数 a1、a2、a3达

到消除鞍结分岔的目的，不产生鞍结分岔的条

件为

ì
í
î

ïïïï

ïïïï
2
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

2 ( )ζu2
0 + ( )ξ- a2

2

2

- 3
4 ( β- a3 ) u2

0 -( )α- a1 +

ü
ý
þ

ïïïï

ïï
     u2

0
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú8 ( )ζu2

0 + ( )ξ- a2

2 ζ- 3
2 ( β- a3 )

2

<

     4 é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

3
4 ( β- a3 ) u2

0 +( )α- a1
é
ë
êêêê

9
4 ( β- a3 ) u2

0 +

]     ( )α- a1 （29）
其中

2
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

2 ( )ζu2
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选 定 参 数 ζ =0.05、ξ =0.02、α =0.03、β =
2.289，对不同参数值 a1、a2、a3与振动幅值 u0所形成

的分岔区域进行仿真。改变其中一个参数，其他两

个控制参数为 0，仿真结果分别如图 5~7 所示。其

中 S1表示不发生鞍结分岔的区域，S2表示发生鞍结

分岔的区域，曲线为两个区域的分界线。从图 5 可

以看出，对于幅值过大的振动，通过改变参数 a1对

分岔的控制效果有限，但对于幅值较小的振动，可

控制参数范围取值较宽。从图 6 可以看出，当系统

振动幅值较大，控制参数 a2的绝对值需要比较大才

能有效消除分岔现象，但对于小振幅振动，只需较

小的控制量就能控制系统的分岔。从图 7 可以看

出，控制参数 a3≥2.17 时就能控制系统不同幅值的

振动而不产生鞍结分岔现象。

3 控制效果仿真

对含控制的动力学方程（23）进行仿真研究，

采用谐波平衡法计算可得系统的幅频关系式与力

传递率为
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0 （30）

图 5 主共振时参数 a1控制下系统鞍结分岔区域图

Fig.5 Saddle‑node bifurcation region diagram of the system 
under the control of parameter a1 in primary resonance

图 6 主共振时参数 a2控制下系统鞍结分岔区域图

Fig.6 Saddle‑node bifurcation region diagram of the system 
under the control of parameter a2 in primary reso‑
nance

图 7 主共振时参数 a3控制下系统鞍结分岔区域图

Fig.7 Saddle‑node bifurcation region diagram of the system 
under the control of parameter a3 in primary reso‑
nance
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选 定 参 数 ζ =0.05、ξ =0.02、α =0.03、β =
2.289，f0=0.1，通过仿真得到不同控制参数值 a1、

a2、a3 对系统的幅频曲线与力传递率以及鞍结分

岔的影响。考虑不同控制参数 a1对系统的幅频曲

线以及力传递率的影响，其他两个控制参数为 0，
仿真结果分别如图 8、9 所示。从仿真结果可知，

控制参数 a1越小，系统的幅频曲线的幅值越小，能

够有效降低响应幅值与力传递率，但很难找到一

个合适的参数消除分岔现象，只能使分岔点对应

的频率变大，同时会使高频的隔振性能变差。因

此 ，单 独 通 过 改 变 控 制 参 数 a1 很 难 达 到 控 制

效果。

考虑不同控制参数 a2 对系统的幅频曲线以及

力传递率的影响，其他两个控制参数为 0，仿真结

果分别如图 10、11 所示。从仿真结果可知，控制参

数 a2取值的绝对值越大，系统的幅频响应越小，能

够有效消除分岔现象，但是较高频段系统的力传递

率增大。因此需要选择合适的控制参数 a2才能达

到消除分岔的同时改善隔振效果的目的。

考虑不同控制参数 a3 对系统的幅频曲线以

及力传递率的影响，其他两个控制参数为 0，仿真

结果分别如图 12、13 所示。从仿真结果可知，控

制参数 a3 增大，均能够有效消除分岔现象。但 a3

增大至某一值后，继续增大会反而使力传递率增

大。因此选择合适的 a3 才能更有效地改善隔振

效果。

图 8 不同控制参数 a1的幅频响应曲线

Fig.8 Amplitude‑frequency response curves of different 
control partameter a1

图 9 不同控制参数 a1的力传递率曲线

Fig.9 Force transmissibility curves of different control par‑
tameter a1

图 10 不同控制参数 a2的幅频响应曲线

Fig.10 Amplitude‑frequency response curves of different 
control partameter a2

图 11 不同控制参数 a2的力传递率曲线

Fig.11 Force transmissibility curves of different control par‑
tameter a2

图 12 不同控制参数 a3的幅频响应曲线

Fig.12 Amplitude‑frequency response curves of different 
control partameter a3
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4 结   论

根据超稳隔振平台的应用需求建立环绕式侧

向弹性支撑构成的准零刚度系统，通过静态特性分

析获得系统的结构设计参数。进一步采用谐波平

衡法求解简谐力激励下的动态响应规律，获得系统

非线性幅频响应函数，形成非线性准零刚度隔振系

统参数设计、动态特性理论研究方法。

进一步针对隔振系统的非线性动力学特性开

展分岔控制方法研究，引入含有 3 个控制参数的非

线性控制器，通过仿真获得系统响应幅值与不同控

制参数鞍结分岔区域分布图以及不同控制参数对

系统的幅频响应曲线与力传递率曲线的影响。结

果表明，通过合理选择控制参数能够有效消除准零

刚度系统的分岔现象，达到有效的振动抑制效果。
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图 13 不同控制参数 a3的力传递率曲线

Fig.13 Force transmissibility curves of different control par‑
tameter a3
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