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欧拉‑伯努利梁平面超大挠性变形问题变分法求解
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摘要： 对于欧拉‑伯努利悬臂梁平面超大挠性变形问题，由于其复杂的非线性几何方程，以位移为基本变量进行

求解时，通常只能采用如多重打靶、微分求积等数值方法求得梁上离散点的位移值。本文研究了欧拉‑伯努利悬

臂梁平面超大挠性变形问题变分法求解理论。通过假设多项式形式的梁的曲率试函数以及常数中心线应变，基

于欧拉‑伯努利悬臂梁的基本假设，推导出了相互耦合的位移函数的精确表达式，并基于变分法理论和三角函数

级数展开，推导出欧拉‑伯努利梁的非线性控制方程组。利用迭代法对非线性控制方程组中的未知参数进行求

解，最终得到欧拉‑伯努利悬臂梁的位移函数的解析表达式。利用有限元计算结果对提出的变分法求解理论进行

验证，并分别计算了欧拉‑伯努利悬臂梁在自由端集中力及位移约束情况下的大变形。算例表明，基于本文的变

分法求解理论，利用 6 个未知参数，即能够精确预测欧拉‑伯努利悬臂梁在自由端集中力及位移约束下的超大挠

性变形，该研究成果为欧拉‑伯努利悬臂梁的超大变形问题提供了新的求解方法。
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Abstract: For a Euler‑Bernoulli beam with quite large flexible deformation， due to its quite complicated 
nonlinear geometric equation， in common only the displacements of discrete nodes can be numerically 
predicted， by such as the multiple shooting method and the differential quadrature method. This study 
proposes the variational method for solving the large flexible deformation problem of Euler‑Bernoulli beams. 
Instead of directly assuming the displacement functions， this study derives the exact forms of coupled 
displacement functions， based on the polynomial function of curvature and constant strain of central line. 
Further， based on the derived displacement functions， a group of nonlinear equations are derived following 
the standard procedure of the variational method. The proposed variational method for the quite large flexible 
deformation problem of Euler‑Bernoulli beam is verified by finite element analysis. The predictions on an 
Euler‑Bernoulli cantilever beam demonstrate that， with only six unknown parameters， the proposed 
variational method is able to accurately predict the quite large flexible deformations of an Euler‑Bernoulli beam.
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欧拉‑伯努利梁在忽略梁截面的变形后，在外

载荷作用下其中心线位移的预测成为欧拉‑伯努利

悬臂梁的基本问题。对于发生超大挠性变形的梁

结构，大变形将导致几何非线性，因此需要采用几

何精确梁理论进行大挠度及大转动变形分析［1］。

基于几何精确梁理论的非线性控制方程，可以通过

多重打靶法［2］、求积元法［3］、微分求积法［4］、几何配

点法［5］或有限元法［6］进行求解。但是，以位移为基

本变量，采用多重打靶或几何配点等方法求解欧

拉‑伯努利梁超大挠性变形问题时，求解结果为离

散节点的位移值，无法给出连续的位移函数表达

式。在梁、板变形问题的研究中，变分法是求得位

移函数的常用方法。变分法通过选择合适的位移

试函数，代入对应科学问题的泛函中，通过对泛函

求驻值，以确定位移试函数中的待定参数，从而能

够得到位移函数的近似解［7］。以非对称复合材料

薄板的大变形研究为例，众多学者采用了经典的

Von‑Karman 非线性几何方程。通过假设多项式形

式的面外位移函数及面内应变函数，经过简单的积

分即可推导得到层合板的面内位移函数，进而建立

非线性控制方程［8‑10］。然而，Von‑Karman 非线性几

何方程在推导过程中进行了简化，并且方程中的位

移是固定坐标系的单值函数。因此，Von‑Karman
非线性几何方程对于超大挠性变形问题已不再适

用。对于欧拉‑伯努利悬臂梁平面超大挠性变形问

题，几何精确梁理论虽然给出了梁中线应变及曲率

与位移函数之间的非线性几何关系［1， 11‑12］，但没有

如小变形理论或 Von‑Karman 非线性几何方程一

样给出位移函数之间的相容关系。因此，当采用变

分法求解欧拉‑伯努利梁的超大挠性变形问题时，

位移函数的假设形式成为难点。当假设的位移试

函数不满足相容性时，变分法的计算结果往往误差

较大。理论上虽然可以通过大量增加位移试函数

中的未知参数来降低位移函数不相容的影响，但大

量的未知参数很容易导致多解，并使得求解时间呈

指数形式增加。因此，对于欧拉‑伯努利悬臂梁平

面超大挠性变形问题，尚未见变分法求解的报道。

本文提出了欧拉‑伯努利悬臂梁平面超大挠性

变形问题的变分法求解方法。与经典几何精确梁

理论不同的是，本方法以欧拉‑伯努利悬臂梁的曲

率及中心面应变为基本变量，基于随体坐标系，通

过假设欧拉‑伯努利悬臂梁的多项式形式的曲率试

函数及常数中心线应变，推导出悬臂梁的位移函

数，通过变分法求解，可精确预测欧拉‑伯努利悬臂

梁在不同载荷作用下的超大弯曲变形。本文给出

了超大弯曲变形欧拉‑伯努利悬臂梁变分法求解理

论的详细推导过程，并采用有限元计算结果对变分

法求解结果进行了正确性验证。

1 超大弯曲变形欧拉‑伯努利悬臂梁

位移函数推导

为采用变分法求解欧拉‑伯努利悬臂梁的超大

变形问题，本文基于随体坐标系，通过假设曲率方

程及中线应变，逆向推导考虑相容关系的位移函

数。欧拉‑伯努利梁遵循柯西霍夫假设，即变形前

垂直于中面的直线在变形后依然垂直于中面，并且

忽略悬臂梁厚度方向的变形。本文采用一个固定

笛卡尔坐标系及一个正交随体坐标系，推导考虑相

容性的超大挠性变形悬臂梁的位移函数。本文采

用的坐标系如图 1 所示，其中 x‑y‑z 为笛卡尔坐标

系，l‑b‑h 为随体坐标系。当悬臂梁发生变形时，在

任何一点随体坐标系的 l轴与 b 轴相互垂直且与悬

臂梁的中面重合，h 轴垂直于悬臂梁的中面。

基于随体坐标系，对于欧拉‑伯努利悬臂梁平

面超大挠性变形问题，假设超大挠性变形悬臂梁的

多项式弯曲曲率方程

K 1 [ l ]= a0 + ∑
1

m

am lm

K 2 = 0
K 12 = 0

（1）

式中 am 为未知参数。基于随体坐标系，假设悬臂

梁为单轴应力状态，并假设超大弯曲悬臂梁中心线

应变为常数

e [ l ]= c （2）
式（1）及式（2）假设悬臂梁的横向弯曲曲率及

扭曲曲率为 0，悬臂梁只发生纵向弯曲变形及伸缩

变形，忽略悬臂梁的横向变形。假设悬臂梁变形后

在笛卡尔坐标系中的坐标为（u［l，b］，v［l，b］，w［l，
b］），由于忽略横向变形，悬臂梁的坐标可简化为随

体坐标 l 的函数（u［l］，b，w［l］）。对于任意位置 l
处长度为 dl 的悬臂梁，当 dl 趋于 0 时，在 dl 区间内

悬臂梁的弯曲曲率可认为保持不变，即 K 1 [ l ]，则
悬 臂 梁 在 位 置 l 处 的 曲 率 半 径 为 R [ l ]=

图 1 超大弯曲变形欧拉‑伯努利悬臂梁坐标系示意图

Fig.1 Sketch map of coordinates of Euler‑Bernoulli beam 
with quite large deflection
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-1/K 1 [ l ]，如图 2 所示。图中 θ [ l ]为悬臂梁在随

体坐标 l 处与固定坐标系 x 轴的夹角。θ [ l ] 可通

过对曲率函数积分求得

θ [ l ]= -∫
0

l

K 1 [ l ] dl （3）

在笛卡尔坐标系中，初始长度为 dl 的悬臂梁

单元变形后如图  2 所示，其长度变为 dl ( 1 + e [ l ] )，
悬臂梁单元的起点与笛卡尔坐标系 x 轴的夹角为

θ [ l ]。将薄板单元绕着 y 轴顺时针旋转 θ [ l ] 后，

悬臂梁单元在其起始端与 x 轴相切，旋转后其末端

坐标可表示为

du [ l ]= R [ l ] sin é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

dl ( 1 + e [ l ] )
R [ l ]

dw [ l ]= R [ l ]- R [ l ] cos é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

dl ( 1 + e [ l ] )
R [ l ]

（4）
则初始长度为 dl 悬臂梁单元在旋转前的末端坐

标，可通过旋转变换得到

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

údu [ ]l

b
dw [ ]l

=
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úcos [-θ [ l ] ] 0 sin [-θ [ l ] ]
0 1 0

-sin [-θ [ l ] ] 0 cos [-θ [ l ] ]
•

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

úú
ú
ú

ú

ú

úR [ ]l sin é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

dl ( 1 + e [ ]l )
R [ l ]

b

R [ ]l - R [ ]l cos é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

dl ( 1 + e [ ]l )
R [ l ]

（5） 
根据导数的定义，悬臂梁上任意一点在笛卡尔

坐标系坐标的导数可表示为

d
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

údu [ l ]
     b

dw [ l ]
 dl =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

úlim
dl → 0

du [ l ]
dl

0

lim
dl → 0

dw [ l ]
dl

（6）

将式（1~5）代入式（6）并求极限，最终将得到

悬臂梁上任意一点在笛卡尔坐标系中坐标的导数

u′[ l ]和 w′[ l ]。

u′[ l ]= ( 1 + e [ l ] ) cos é
ë
êêêê ù

û
úú∫K 1 [ l ] dl

w ′[ l ]= -( 1 + e [ l ] ) sin é
ë
êêêê ù

û
úú∫K 1 [ l ] dl

（7）

将式（7）对坐标 l 进行积分，将得到悬臂梁在

笛卡尔坐标系中的坐标，并能够得到悬臂梁在笛卡

尔坐标系中的位移方程

U [ l ]=∫( 1 + e [ l ] ) cos é
ë
êêêê ù

û
úú∫K 1 [ l ] dl dl - l

W [ l ]= -∫( 1 + e [ l ] ) sin é
ë
êêêê ù

û
úú∫K 1 [ l ] dl dl

    （8）

基于式（8），可推导得到悬臂梁基于随体坐标

系的非线性几何方程

( 1 + U ′[ l ]2 )+ W ′[ l ]2 = ( 1 + e [ l ] )2 （9）
基于式（8），可推导得到悬臂梁的位移相容

方程

1 + U ′[ l ]

cos é
ë
êêêê ù

û
úú∫K 1 [ l ] dl

+ W ′[ l ]

sin é
ë
êêêê ù

û
úú∫K 1 [ l ] dl

= 0 （10）

针对欧拉‑伯努利悬臂梁，式（9）与几何精确梁

理论给出的结果完全相同，但通过直接假设位移函

数 U［l］和 W［l］进行变分法求解时，所假设的位移

函数往往难以满足式（10）。针对悬臂梁，本文通过

假设曲率函数 K1［l］及应变函数 ε1［l］，可以直接通

过式（8）推导位移函数 U［l］和 W［l］的精确解析

形式。

2 超大变形欧拉‑伯努利悬臂梁变分

法求解

基于 K1［l］、e［l］、U［l］和 W［l］，并基于几何精

确梁的一维本构定律，可以推导出欧拉‑伯努利悬

臂梁的位移变分方程

δP=∭ ε [ l ] Eδ ( ε [ l ] ) dV-∬( Fx [ l ] δ (U [ l ] )+

         Fz [ l ] δW [ l ] +M y δθ [ l ] ) dbdl=0 （11）
式中：P 表示悬臂梁的总势能；E 为弹性模量；ε［l］

为应变

ε [ l ]= e [ l ]+ hK 1 [ l ] （12）
对于悬臂梁，由于其应变及曲率假设为多项式

形式，则应变能密度变分 ε［l］Eδ（ε［l］）也为多项

式，可通过积分得到应变势能变分的精确形式。而

对于其外力虚功部分，由于 U［l］及 W［l］的解析表

达式中包括三角函数与多项式的乘积，难以直接进

行积分运算。因此，为实现变分法求解，本文将对

式（7）和（8）进行级数展开简化。

三角函数在 x = 0 处的幂级数展开式为

图 2 悬臂梁微单元坐标系示意图

Fig.2 Coordinate sketch map of a beam’s micro element
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cos [ x ]≈∑
0

n

cos( n ) [ 0 ] xn

n！

sin [ x ]≈∑
0

n

sin( n ) [ 0 ] xn

n！

（13）

将式（13）代入式（7）后，将坐标的导数 u'［l］和

w '［l］变为多项式形式

u′[ l ]=( 1 + e [ l ] ) ∑
0

n

cos( n ) [ 0 ]
( )∫K 1 [ l ] dl

n

n！

w′[ l ]=-( 1 + e [ l ] ) ∑
0

n

sin( n ) [ 0 ]
( )∫K 1 [ l ] dl

n

n！
dl

（14）
将式（14）代入式（8），可得到多项式形式的位

移函数

U [ l ]=

        ∫ ( 1 + e [ l ] ) ∑
0

n

cos( n ) [ 0 ]
( )∫K 1 [ l ] dl

n

n！
dl - l

W [ l ]=

       -∫( 1 + e [ l ] ) ∑
0

n

sin( n ) [ 0 ]
( )∫K 1 [ l ] dl

n

n！
dl

（15）
将式（15）代入式（11），得到一组非线性方程组

fm = ∂P
∂am

，fm + 1 = ∂P
∂c

（16）

对于悬臂梁，在悬臂梁上施加已知载荷 Fx、Fz

时，非线性方程组中方程数量等于式（1）及式（2）
中未知参数的总和。当在悬臂梁上施加位移边界

条件时，式（11）中的 Fx、Fz、M y 变为未知的支座反

力。因此，为求得悬臂梁的变形，需将支座反力作

为未知变量，并将式（16）与边界条件方程进行联合

求解，能够同时得到式（1）及式（2）中的未知参数

及支座反力 Fx、Fz、M y 的值。

本文采用了数学软件 Mathematica 进行上述

公式的推导及数值计算，采用 FindRoot 函数进行

非线性方程组的数值求解。

3 计算结果分析讨论

本文分别采用有限元方法和上述变分求解法，

对欧拉‑伯努利悬臂梁的平面超大挠性变形进行预

测。悬臂梁长度 100 mm，截面宽度 2 mm，厚度

0.5 mm，材料为钢。计算中采用的材料参数为

E = 200 GPa，μ = 0.3。 有 限 元 仿 真 采 用

ABAQUS，悬臂梁采用 2 结点梁单元 B31 进行建

模 ，同 时 在 计 算 过 程 中 开 启 几 何 非 线 性 选 项

Nlgeom。

在悬臂梁末端施加集中力或弯矩，其变形预测

结果对比如图 3、4 所示。在式（1，15）中，分别取参

数 m = 6，n = 10。在末端集中载荷作用下，悬臂梁

产生了超大挠性变形。图 3、4 中的计算结果显示，

本文所提出的变分法求解结果与有限元方法预测

结果几乎完全吻合。

从式（13~15）可以看出，位移函数 U [ l ] 及
W [ l ]为多项式形式，但其阶数随着三角函数的幂

级数阶数 n 呈指数增加。为验证式（13）中三角函

数展开阶数 n 对计算结果的影响，图 5 中给出了不

同展开阶数 n 对应的结果。分析结果显示，三角函

数幂级数展开阶数 n ≥ 8 时，n 继续增加对计算结

果 精 度 的 影 响 有 限 。 为 降 低 计 算 成 本 ，可

取 n = 8。
为验证多项式曲率函数 K 1 [ l ] 的阶数对计算

结果的影响，改变 m 的取值并求解，计算结果如

图 6 所示。在图 3 及图 4 中的末端载荷作用下，当

多项式的阶数 m < 3 时，变分法的计算结果将出现

明显误差。因此，取 m=3 并假设中心线应变 e［l］
为常数，则模型中只包含 5 个未知参数，即可精确

预测悬臂梁在末端载荷作用下的超大变形。

   图 3 悬臂梁末端加集中力载荷变形预测结果 (m=6,
n=10)

Fig.3 Deformation prediction of cantilever beam with con‑
centrate force loads at its end (m=6, n=10)

   图 4 悬臂梁末端加弯矩及集中力载荷变形预测结果

(m=6,n=10)
Fig.4 Deformation prediction of cantilever beam with a con‑

centrate force and a moment load at its end (m=6,
n=10)
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在 悬 臂 梁 末 端 施 加 位 移 约 束 U [ 0.1 ]=
-0.05，W [ 0.1 ]= 0，变分法计算结果与有限元计

算结果对比见图 7 及表 1 所示。由图 7 显示，当曲

率函数 K 1 [ l ]的阶数为 m=6 时，变分法计算的悬

臂梁形状与有限元预测结果几乎完全重合。当

K 1 [ l ]的阶数 m 低于 4 时，变分法预测结果与有限

元预测结果存在较为明显的误差。表 1 中支座反

力的预测结果对比显示，当 K 1 [ l ]的阶数 m 高于 2
时，变分法预测的支座反力与有限元预测结果相比

误差小于 1%。因此，在位移约束条件下，采用四

阶多项式曲率函数 K 1 [ l ]即能获得较高的预测精

度，此时模型中仅包括 6 个未知参数，即 a0 ~a4

与 c。

上述变分法与有限元预测结果对比说明，本文

所提出的变分法，使用极少的未知参数即能够精确

预测悬臂梁在不同末端边界条件下的超大挠曲变

形。对于更加复杂的边界条件，可通过适当增加多

项式曲率函数 K 1 [ l ]的阶数来保证计算精度。基

于多项式形式的曲率函数（1）、常应变函数（2）以

及位移函数（15），可以利用 Hamilton 原理进一步

推导得到大挠性欧拉‑伯努利悬臂梁的非线性动力

学方程组［10］，进而对其大挠性低频动力学响应进

行求解。在后续研究中，将基于本文的研究成果进

一步预测欧拉‑伯努利悬臂梁低频挠性振动。

4 结   论

采用变分法求解欧拉‑伯努利悬臂梁的平面超

大挠性变形问题，常规思路是假设位移函数 U [ l ]
及 W [ l ]，并通过几何方程求得应变函数，代入位

移变分方程（11），可得到一组非线性方程组。对非

图 7 位移约束下悬臂梁变形的变分法与有限元预测结果

对比(n=8)
Fig.7 Comparison of results predicted by variational meth‑

od and FEA of cantilever beam deformation under 
displacement constraints (n=8)

表 1　悬臂梁支座反力变分法和有限元预测结果对比

Table 1　Comparison of results predicted by variational 
method and FEA on the end reaction forces of 
the restrained cantilever beam

支座反
力/N

Fx

Fz

FEA

-9.564
5.584

变分法
m = 6

-9.543
5.594

m = 5
-9.548

5.598

m = 4
-9.603

5.616

m = 3
-9.632

5.626

m = 2
-9.925

6.084

图 5 三角函数幂级数展开阶数 n 影响分析(m=6)
  Fig.5 Parametric study on influence of series number n of 

power series expansion (m=6)

图 6 多项式曲率函数阶数 m 影响分析(n=8)
Fig.6 Parametric study on influence of order m of polynomi‑

al curvature (n=8)
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线性方程组进行求解，将得到悬臂梁在外力作用下

的变形。但是，直接假设位移函数 U [ l ] 及 W [ l ]
时，基于有限的未知参数将无法正确表征位移函数

U [ l ] 及 W [ l ]之间复杂的耦合关系，进而导致计

算结果不准确。本文所提出的变分求解法，其核心

是基于随体坐标系，通过假设多项式形式的曲率函

数及常数中心线应变，推导得到相互耦合的位移函

数 U [ l ] 及 W [ l ]。本文将变分法的计算结果与

有限元仿真结果进行对比，计算结果显示，基于所

假设的多项式曲率函数、常数中心线应变以及所推

导的耦合位移函数，本文提出的变分法采用 6 个未

知参数即能精确预测悬臂梁在末端载荷作用下的

超大变形及悬臂梁末端约束反力，既有一定理论前

沿性也有较好的工程应用前景。
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