
第 55 卷第 1 期
2023 年 2 月

Vol. 55 No. 1
Feb. 2023

南  京  航  空  航  天  大  学  学  报
Journal of Nanjing University of Aeronautics & Astronautics
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摘要： 为了优化具有空间渐变几何特点的梯度点阵结构，促使有限材料在宏观结构中实现合理分布，提出结合动

态聚类的两尺度并发拓扑优化方法。在整个优化过程中，微结构分区方式可以通过 K⁃means 聚类方法基于当前

的宏观单元应变能进行聚类更新，获得比静态分区更为合理的微结构分布方式；并引入微结构转角变量，根据结

构主应力方向来布置微结构转角，获得更为合理的宏观结构传力路径。数值算例表明，相较于传统指定材料区

域的静态分区方法，该方法可以更为有效地进行材料分布，充分利用材料的各向异性，提升结构性能。
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Abstract:To optimize graded lattice structures with spatially graded geometrical characteristics and promote 
the rational distribution of finite materials in macrostructure， a two-scale concurrent topology optimization 
method combining dynamic clustering is proposed. Dynamic clustering strategy is developed to group 
microstructures， which means that the clustering pattern will be updated according to the current strain energy 
during the whole iterations and obtains a more reasonable microstructures’ distribution than the static 
partition. Further， rotational degree of freedom is introduced to make sure that the microstructures are 
oriented along principal stress directions， so as to obtain a more reasonable load transfer path. Numerical 
examples show that， compared with the traditional static partition method， this method can more effectively 
distribute materials， make full use of the anisotropic of lattice structures， and improve structural performance.
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点阵结构是由某种代表性单胞在空间中重复

排列而形成的一种周期性结构，可以展现出某些卓

越的力学性能和物理功能（如轻质、高比强度/刚

度、负泊松比、光学/声学隐身、能量吸收等），在力

学、热学、电磁学、声学、医学和航空航天等领域有

着广泛的应用［1⁃6］。近年来快速发展的增材制造技

DOI：10. 16356/j. 1005⁃2615. 2023. 01. 007

基金项目：国家自然科学基金（12061131013，12172171，12211530064）；国家自然科学基金创新群体项目（51921003）；机

械结构力学及控制国家重点实验室自主课题（MCMS-I-0522G01）；江苏省自然科学基金（BK20211176）。

收稿日期：2022⁃01⁃03；修订日期：2022⁃03⁃23
通信作者：钱征华，男，教授，博士生导师，E-mail：qianzh@nuaa.edu.cn。

引用格式：梁有鹏，徐亮，钱征华 . 基于应变能动态聚类的梯度点阵结构优化设计［J］. 南京航空航天大学学报，2023，55
（1）：58⁃66. LIANG Youpeng， XU Liang， QIAN Zhenghua. Optimization design of graded lattice structures based on dy⁃
namic strain energy clustering［J］. Journal of Nanjing University of Aeronautics & Astronautics，2023， 55（1）：58⁃66.



第 1 期 梁有鹏，等：基于应变能动态聚类的梯度点阵结构优化设计

术为复杂点阵结构的实际制造提供了可能，这也进

一步刺激和促进了相关研究。相较于传统的微结

构呈周期性排列的周期点阵结构，微结构构型在空

间中不断变化的梯度点阵结构享有更大的设计自

由度和更多样的材料分布方式，正逐渐成为拓扑优

化领域新的研究热点之一。由于其具有跨尺度及

空间渐变的几何特点，目前梯度点阵结构的设计仍

然是一项具有挑战性的任务。

Bendsøe 等［7］针对结构最小柔顺性问题提出了

均匀化方法，首次将复合材料描述引入多尺度结构

优化中，相较于变密度法（Solid isotropic material 
with penalization， SIMP）所采用的材料/空隙描述

方式，逐点变化的复合材料描述方式可以保留更多

的物理信息，在相对粗糙的网格划分基础上即可实

现复杂结构设计的描述。Rodrigues 等［8］提出了一

种层级优化策略，同时优化复合材料的宏观结构布

局和微观材料拓扑，获得微观结构处处不同的两尺

度结构设计，但该方法计算量极大且无法保证微结

构之间的连接性，优化结果难以实际制造，限制了

该方法的广泛应用。针对点阵结构的两尺度优化

设计，考虑点阵结构的实际制造性，Liu 等［9］提出了

各向异性多孔材料惩罚模型（Porous anisotropic 
material with penalty， PAMP），假设整个宏观结构

中只存在一种微结构单胞，将原有的两尺度优化问

题解耦成两个单尺度优化问题，实现宏、微观两尺

度并发拓扑优化。该方法被进一步成功应用到多

尺度结构的基频最大化问题［10］、多尺度结构热力

耦合问题［11］。另一方面，单一微结构假设也极大

地缩减了设计空间，对此一种常见的改进策略是，

参照某种准则对宏观结构进行分区，假设每个区域

内分布同一种微结构单胞，以达到实现平衡设计空

间和计算量的目的。Zhang 等［12］以最小柔顺性为

目标函数，结合两个新颖的体积约束函数实现了按

空间位置分区的两尺度并发拓扑优化。Xu 等［13］选

取主应力方向作为分区准则，结合离散材料方法研

究了最小柔顺性点阵结构设计的两尺度并发拓扑

优化问题。Jia 等［14］结合元胞自动机和聚类方法选

取单元应变能作为分区准则，提出一种针对非均匀

点阵结构的两尺度优化框架，实现宏观结构和微结

构单胞的并发拓扑优化。Qiu 等［15］提出一种结合

动态聚类策略的两尺度并发拓扑优化方法，根据优

化过程中宏观单元内的主应力方向和主应力比值

实现自主分区，获得性能优异的两尺度优化设计。

Kumar 等［16］在变厚度优化设计的基础上首先结合

密度和主应变比值进行静态聚类分区，然后进行微

结构优化并通过映射方法获得精细的梯度点阵

结构。

本文针对梯度点阵结构最小柔顺性问题， 引
入动态分区策略，在优化过程中通过 K⁃means 聚类

方法结合实时的应变能分布情况逐渐调整微结构

分区方式，实现材料合理分配，并引入微结构转角

变量，使微结构取向与主应力方向一致，充分利用

点阵材料的各向异性，提升结构性能。

1 设计变量及材料插值模型

如图 1（a）所示的两尺度结构示意图，宏观设

计域 Ω 划分成 r 个区域 Ω 1、⋯、Ωr，每个区域中分布

同一类型的微结构。

为了描述宏观单元内部是否存在微结构，定义

宏观设计变量为

P= { P 1，⋯，PN }T （1）
式中：N 为宏观单元数目；Pi 为第 i个宏观单元的宏

观设计变量，当 Pi = 1 时表示该单元中存在微结

构，Pi = 0 时表示不存在微结构。

如图 1（b）所示，本文选取内部具有方形孔洞

的微结构类型作为待优化微结构，这类微结构的具

体构型可以通过其体积分数确定，故选取微结构体

积分数作为微观设计变量

ρ={   ρ1，⋯，ρr} （2）
式中：r 为微结构种类数目，ρi 为第 i 种微结构的体

积分数。

综上两尺度优化设计变量 d为

d T ={P T，  ρT}T
={P 1，⋯，PN，  ρ1，⋯，ρr}

T
（3）

宏、微观设计变量之间互相独立，两种设计变

量之间通过微结构等效性质相互关联。

本文采用渐近均匀化方法新数值求解算法

（New implementation of asymptotic homogeniza⁃
tion， NIAH）求解微结构等效性质［17］。逐步改变

微结构内部孔洞的尺寸参数，计算不同体积分数下

微结构的等效性质，获得微结构等效性质关于体积

分数的插值曲线 DH ( ρ )，第 i 种微结构的等效性质

DH
i 可以由其体积分数 ρi 确定。

图 1 两尺度优化示意图

Fig.1 Schematic of two-scale optimization
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DH
i = DH ( ρi ) （4）

微结构等效性质关于微观设计变量的灵敏度

∂DH ( ρ ) ∂ρ 通过差分法计算。

宏观单元弹性张量通过改进的 PAMP 方法

计算

DMA
i =[( 1 - ε ) P 3

i + ε ] DH
g ( i ) （5）

式中：ε取10-6 来避免总刚度矩阵奇异；DH
g ( i ) 为第 i

个宏观单元所对应类型微结构的等效性质；g ( i )为
宏观单元和微结构种类之间的对应关系，表明第 i

个宏观单元中分布的是第 g ( i ) 种微结构，宏观单

元和微结构种类之间的具体对应关系通过 K ⁃
means聚类方法来确定。

为了充分利用点阵材料的各向异性，进一步扩

大设计空间，考虑添加微结构的旋转自由度。设第

i个宏观单元内的微结构旋转角度为 αi，则第 i个宏

观单元的弹性张量矩阵表示为 Q ( αi )TDMA
i Q ( αi )，

Q ( αi )为相应的旋转矩阵

Q ( αi )=
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úúú

ú

ú

úcos2 αi sin2 αi sin ( 2αi )
sin2 αi cos2 αi -sin ( 2αi )

-sin ( 2αi ) 2 sin ( 2αi ) 2 cos ( 2αi )

（6）
Pedersen［18］针对具有极端应变能密度的正交

各向异性复合材料的取向问题进行了研究，证明在

给定位移场下正交各向异性复合材料的最佳取向

同主应力方向一致，故本文在优化过程中使用宏观

单元主应力方向 θi 代替微结构旋转角 αi。

2 优化列式及灵敏度分析

选取最小化结构柔顺性为目标函数

C ( d，U )= U TKU （7）
式中：U为宏观结构的节点位移向量；K为宏观结

构的总刚度矩阵。

通过一组平均体积率约束和宏观覆盖率约束

来实现有限材料在各种微结构中自主分配用量的

目的。为了控制材料的实际使用量，构造平均体积

率约束

G avc：    ∑
i = 1

N

Pi ρg ( i )V i - favc∑
i = 1

N

V i ≤ 0 （8）

式中：ρg ( i ) 表示第 i 个宏观单元所对应类型微结构

的体积分数；V i 为第 i 个宏观单元的体积；favc 为平

均体积率。

为了避免最终优化结果退变成 SIMP 法的单

尺度优化结果，构造宏观覆盖率约束来控制宏观结

构中点阵材料的覆盖面积

G scc：      ∑
i = 1

N

Pi V i - fscc∑
i = 1

N

V i = 0 （9）

式中 fscc 为宏观覆盖率。该等式约束可以由两组不

等式约束近似

G scc_low：      ∑
i = 1

N

Pi V i - fscc_low∑
i = 1

N

V i ≥ 0

G scc_up      ：      fscc_up∑
i = 1

N

V i - ∑
i = 1

N

Pi V i ≥ 0
（10）

式中：fscc_low 为宏观覆盖率下限；fscc_up 为宏观覆盖率

上限。宏观覆盖率表示点阵材料覆盖区域面积占

结构总面积的比值，故式（9）中的宏观设计变量对

应于点阵材料区域的宏观单元。当微观设计变量

下界 ρmin = 0 时，宏观设计变量 Pi 只能表征第 i 个

宏观单元中是否存在第 g ( i ) 种微结构，无法判断

第 g ( i )种微结构是否是空材料相。设计变量 Pi =
0 或 ρi = 0 均可控制宏观结构拓扑改变，将导致宏

观覆盖率约束失效，无法控制点阵材料覆盖的区域

面积，最终导致所有类型微结构都演化为实体材料

相或空材料相，呈现如同 SIMP 法的单尺度优化结

果；当微观设计变量下界 ρmin > 0 时，宏观结构拓扑

变化只能通过宏观设计变量 Pi = 0 实现，故宏观设

计变量 Pi 具有明确的物理意义：第 i 个宏观单元中

是否存在第 g ( i ) 种点阵材料（微结构体积分数

不为 0）。

为了使得宏观设计变量达到 0⁃1 分明，构造一

个显式的材料分明约束

G 0⁃1：       4
N ∑

i = 1

N

Pi ( 1 - Pi )- f0⁃1 ≤ 0 （11）

式中 f0⁃1 为一极小量，为了避免目标函数在优化过

程的初期就陷入局部最优解中，采用连续化策略逐

渐降低 f0⁃1 的值，直至达到一极小值。

综上，该最小柔顺性问题优化列式为

min
d

       C = U TKU

s.t.             KU= F

                         ∑
i = 1

N

Pi ρg ( i )V i - favc∑
i = 1

N

V i ≤ 0

                          ∑
i = 1

N

Pi V i - fscc_low∑
i = 1

N

V i ≥ 0

                         fscc_up∑
i = 1

N

V i - ∑
i = 1

N

Pi V i ≥ 0

                          4
N ∑

i = 1

N

Pi ( 1 - Pi )- f0⁃1 ≤ 0

（12）

                         0 ≤ Pi ≤ 1，0 < ρmin ≤ ρi ≤ 1
为了避免棋盘格现象和中间灰度单元等数值

问题，在优化过程中使用线性密度过滤方法［19］和

非线性密度过滤方法［20］处理宏观设计变量，结合
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移动渐近线法［21］更新设计变量。

目标函数 C 关于宏观物理密度 P͂和微观设计

变量 ρ的灵敏度为

∂C

∂P͂ i

= ∂
∂P͂ i

(U TKU )=-(∑j= 1

N

U T
j

∂Ke j

∂P͂ i

U j)=

3( 1 - ε ) P͂ 2
i U T

i ∫BTQ ( θi )TDH
g ( i )Q ( θi ) BdvU i

∂C
∂ρi

=

∂
∂ρi

(U TKU )=-(∑j= 1

N

U T
j

∂Ke j

∂ρi
U j)=

∑
{ }|j g ( j )= i

([ ( 1 - ε ) P͂ 3
j + ε ]U T

j ⋅

)∫BTQ ( θj )T ∂DH
g ( j )

∂ρi
Q ( θj ) BdvU j （13）

平均体积率约束 G avc 的灵敏度为

  ∂G avc

∂P͂ i

= ρg ( i )V i

∂Gavc

∂ρi
= ∑

{ }|j g ( j )= i

Pg ( j )V j

（14）

宏观覆盖率约束 G scc_low 和 G scc_up 的灵敏度为

∂G scc_low

∂P͂ i

= -V i      ，      ∂G scc_up

∂P͂ i

=   V i  

∂G scc_low

∂ρi
= 0  ，      ∂G scc_up

∂ρi
= 0 

（15）

材料分明约束 G 0⁃1 的灵敏度为

∂G 0⁃1

∂P͂ i

= 4
N

( 1 - 2P͂ i )

∂G 0⁃1

∂ρi
= 0

（16）

3 宏观单元聚类分区

本文采用 K⁃means 聚类方法结合宏观单元应

变能实现微结构分区。K⁃means 聚类方法将样本

集合 x= { x 1，⋯，xn }根据某种距离定义划分成 r个

簇 Ω= { Ω 1，⋯，Ωr }，使得样本集合的距离误差 E dist

取得最小值

E dist = ∑
j = 1

r

∑
xi ∈ Ωj

 xi - μj    ，  μj = 1
nj

∑
xi ∈ Ωj

xi （17）

式中：nj 为第 j 个簇中的样本数量；距离误差 E dist 反

映了簇内样本围绕簇均值（聚类中心）μj 的紧密程

度，距离误差数值越小表明簇内样本相似度越高。

K⁃means 方法划分样本集合的步骤为：

（1）从样本数据集 x中随机选择 r 个样本作为

初始聚类中心 μ={μ1，⋯，μr}；
（2）计算每个样本 xi 到各个聚类中心 μj 的距离

 xi - μj ，挑选出距离该样本点最近的聚类中心，

并将该样本点划分到该聚类中心所对应的簇中；

（3）当所有样本点都被划分到相应的簇以后，

计算更新各个簇均值；

（4）重复上述步骤（2）和（3），直至连续两次聚

类过程获得的簇均值不再变化。

如图 2 所示的 K⁃means 算法示意图，样本数据

点通过 K⁃means 聚类方法被划分成了不同颜色所

表示的 4 个簇，五角星标记对应着各个簇的簇

均值。

K⁃means 算法的初始聚类中心在一定程度上

会影响聚类结果，为了避免初始聚类中心从样本集

合中随机选取而导致聚类结果的细微差别，本文选

取变厚度优化结果的宏观单元应变能作为初始样

本进行聚类获得初始聚类模式 g ( i )。在优化迭代

过程中，以有限元分析获得的实时宏观单元应变能

为样本进行聚类来更新聚类模式 g ( i )。
宏观材料插值使用改进的 PAMP 插值模型，

导致即使宏观单元中不存在点阵结构 ( Pi = 0 )，也
具有极小的、非零的应变能。如图 3（b）所示，宏观

结构可以被划分为 3 种区域：具有较大应变能的点

阵材料区域（橘红色区域）、具有较小应变能的点阵

材料区域（绿色区域）和具有极小应变能的空材料

区域（蓝色区域）。K⁃means 聚类方法处理一维标

量数据存在一定不足，无法清晰地划分具有极小数

值和较小数值的数据样本。

图 2 K-means算法示意图

Fig.2 Schematic of K-means clustering

图 3 梯度点阵结构的应变能分布

Fig.3 Strain energy distribution of graded lattice structures
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为了避免 K⁃means 聚类方法将空材料区域内

具有极小应变能的宏观单元和由点阵填充的具有

较低应变能的宏观单元划分到一个簇，提出两步聚

类策略：

（1）首先使用 K⁃means 方法以单元应变能为样

本将宏观单元聚类成 r-1 个簇。

（2）取出上述 r-1 个簇中平均应变能最小的

簇，将该簇以单元应变能对数值 lg ei 为样本使用 K⁃
means方法重新聚类成 2 个簇。

（3）将第 1 步中剩余的 r-2 个簇和第 3 步所获

得的 2 个簇合并组成的 r 个簇作为最终聚类结果，

以该聚类结果进行后续的有限元分析。

如图 4 所示，对比不同聚类策略的聚类结果发

现，两步聚类策略可以将具有极小应变能的宏观单

元和由点阵填充的具有较小应变能的宏观单元划

分到不同的两个簇中。

获得聚类结果后，以簇均值为指标将各个簇按

从小到大的顺序进行编号，最终将第 i 个微观设计

变量所表示的体积分数赋予第 i 个簇，构建起微观

设计变量与簇之间的对应关系。

根据实时宏观单元应变能情况动态更新的微

结构分区方式将导致每次迭代所处理的优化问题

都略有不同，但随着优化的进行，微结构分区方式

将逐渐趋于稳定。动态聚类的关键问题是保证迭

代过程中聚类结果的稳定性，聚类结果的稳定性直

接影响宏观单元中所填充的微结构种类，决定优化

过程是否可以稳定进行。本文采用如下方法来提

高聚类结果的稳定性［15］：

（1）使用上一次聚类结果的聚类中心作为下一

次聚类的初始聚类中心。

（2）宏、微观设计变量的优化更新并不同时进

行，通过两次有限元分析分别优化宏、微观设计变

量，同时为设计变量设置极小的更新步长，保证连

续两次迭代过程之间宏、微观设计变量不剧烈

变化。

4 微结构映射方法

微结构单胞之间的连接性对于梯度点阵结构

的实际制造和宏观结构性能具有重要意义。不考

虑微结构旋转自由度时，本文所选取的微结构类型

可以自动保证不同宏观单元间微结构的连接性，如

图 5（a）所示。当考虑微结构旋转自由度时，由于

每个宏观单元中微结构的转角并不一致，导致相邻

宏观单元中微结构不能进行光滑地连接，如图 5
（b）所示。

本文采用 Groen 等［22］提出的映射方法来实现

微结构之间的光滑连接。在设计域中构造两组分

别沿着微结构旋转方向连续变化的坐标系，该坐标

系可以将原有的周期点阵结构沿着微结构旋转方

向映射成梯度点阵结构。记映射函数为 φ 1 ( x )和
φ 2 ( x )，理想的映射过程应在保证微结构沿其旋转

方向分布的同时维持原有的微结构样式，即满足两

个约束。

（1）角度约束：映射函数的梯度方向应和微结

构旋转方向一致；

（2）间距约束：映射函数的等高线间距（梯度

模长）应保持不变。

为求解映射函数 φ 1 ( x )构造一优化问题（两组

映射函数的求解方法完全相同且相互独立，故仅以

φ 1 ( x )为例），该优化问题以损失部分间距约束为

代价来保证映射函数满足角度约束

  min
φ1( )x

      12 ∫Ω
w 1 ( x )  ∇φ 1 ( x )- n 1 ( x )

2
dΩ

       s.t.             w 2 ( x ) ∇φ 1 ( x ) ⋅ t1 ( x )= 0

w 1 ( x )=
ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

0.01 ρ ( x )= 0
0.1  ρ ( x )= 1
1      0 < ρ ( x ) < 1

w 2 ( x )=
ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

0 ρ ( x )= 0
0 ρ ( x )= 1
1 0 < ρ ( x ) < 1

 

（18）

式中：n 1 =[ cos θ，sin θ ]T 和 t1 =[-sin θ，cos θ ]T 对

图 4 不同聚类策略结果对比

Fig.4 Comparison of different clustering strategies

图 5 微结构连接性示意图

Fig.5 Schematic of microstructural connectivity
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应于图 1（b）中微结构局部坐标系 x ′和 y ′的单位方

向矢量；θ 为微结构旋转角度。w 1 ( x )为对应于间

距约束的修正项：实体材料和空材料的材料性质不

受微结构尺寸变化的影响，故在该区域间距约束可

以适当放松；w 2 ( x )为对应于角度约束的修正项：

各向同性实体材料和空材料的材料性质不受微结

构旋转角度影响，在该区域可以不考虑角度约束。

点阵材料区域内宏观单元的弹性张量受微结构旋

转角度影响极为明显，故在该区域不能放松角度

约束。

针对式（18）所描述的带约束的优化问题，本文

采用罚函数法引入一极大值 λ 将其转化为一无约

束优化问题，并根据极小值存在的必要性条件结合

有限元方法进行求解。

min
φ1 ( x )

    ( 1
2 ∫Ω

w 1 ( x )  ∇φ 1 ( x )- n 1 ( x )
2
dΩ +

λw 2 ( x )  ∇φ 1 ( x ) ⋅ t1 ( x )
2) （19）

获得映射函数 φ 1( x ) 和 φ 2( x ) 后，以精细点阵

结构中微结构单胞的尺寸作为间距绘制映射函数

等高线。图 6 所示为两组映射函数的等高线分布

示意图，两组等高线相交所构成的曲边四边形即为

一个微结构单胞所占据的实际空间，在各个曲边四

边形中填充相应的微结构构型即可获得映射后的

精细点阵结构。

5 优化流程

优化流程可以被划分为设计变量初始化、设计

变量优化更新和微结构映射 3 部分，如图 7 所示。

设计变量初始化部分：离散宏观设计域和微结

构单胞，并获取微结构等效性质关于体积分数的插

值曲线。对宏观结构进行变厚度优化设计，以宏观

单元主应力方向作为初始微结构转角，以宏观单元

应变能为样本获得初始簇集合，根据初始簇集合初

始化宏、微观设计变量。

设计变量优化更新部分：计算各宏观单元弹性

张量，对宏观结构进行有限元分析并根据当前宏观

单元应变能更新簇集合，计算宏观设计变量灵敏

度，使用移动渐近线法更新宏观设计变量。基于更

新后的宏观设计变量和簇集合重新计算各宏观单

元弹性张量，对宏观结构进行有限元分析，计算微

观设计变量灵敏度并使用移动渐近线法更新微观

设计变量。当目标函数没有收敛时，重复该部分直

至目标函数收敛。

微结构映射部分：基于优化结果计算映射函

数，进行微结构映射获得精细的梯度点阵结构。

6 数值算例

考虑图 8 所示的悬臂梁问题，实体材料选取各

向同性碳钢材料，杨氏模量为 210 000 MPa，泊松

比为 0.3。宏观结构设计域离散成 64×32 个四节

点矩形单元，微观单胞离散成 40×40 个四节点矩

形单元，取微结构单胞最外侧 3 层微观单元作为不

可设计域，即 ρmin = 0.27。微结构种类数设为 8，平
均体积率设为 50%，宏观覆盖率设为 100%。

图 9（a）所示的目标函数和约束函数迭代曲线

表明整个优化过程非常平稳，约束函数没有违反且

目标函数逐渐下降并趋于收敛。图 9（b）为第 1、
10、30、90、250 和 400 步迭代时的微结构分区情况，

图 6 映射函数示意图

Fig.6 Schematic of mapping functions

图 7 优化流程图

Fig.7 Flowchart of optimization procedures

图 8 悬臂梁问题示意图

Fig.8 Schematic of cantilever problem
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在 150 步以后微结构分区模式已经趋于稳定，该趋

势在目标函数和约束函数迭代曲线、微观设计变量

迭代曲线和簇均值迭代曲线上也有所反映。图 9
（c）所示的簇均值迭代曲线表明在整个优化过程中

各个应变能簇之间没有发生相互转变，微观设计变

量始终和各个簇之间保持着稳定的对应关系，证明

了动态聚类过程的稳定性。两步聚类策略根据宏

观单元应变能首先聚类获得了 7 个应变能簇，然后

将具有最小簇均值的簇内样本取对数，进而将具有

相对较低和极低应变能的宏观单元划分开，所以应

变能簇均值数量相较于待优化微结构数量少 1 个。

图 9（d）所示的体积分数迭代曲线表明在整个优化

过程中微观设计变量变化平稳且趋于收敛，最终优

化结果中 8 种微结构的体积分数分别收敛于 0.27、
0.32、1、1、1、1、1 和 1，平均应变能较大的 6 个簇所

对应的微结构均演变成实体材料进而承载相对更

大的应变能。

图 10（a）为微结构转角场示意图，即宏观单元

主应力方向，图 10（b）为相应的映射函数等高线分

布，与图 10（c）所示的映射前的精细点阵结构对照

发现，在体积分数相对较低的点阵材料填充区域，

两组映射函数等高线保持垂直，表明点阵材料构型

在映射前后不会发生较大改变。在图 10（d）所示

的映射后的精细点阵结构中，实体材料主要分布在

传力路径上的高应变能宏观单元中，而体积分数相

对较低的点阵材料大多作为填充材料分布在宏观

结构内部，不同微结构单胞之间具有良好的连接

性。通过 ANSYS 软件进行有限元分析获得的精

细结构柔顺性为 13.92 N·mm，和均匀化方法计算

结果 13.32 N·mm 之间相对误差仅为 4.5%，证明该

映射方法不会对结构柔顺性产生显著影响。

为了探究簇数对于结构柔顺性的影响，设置不

同簇数对上述悬臂梁问题进行优化，平均体积率和

宏观覆盖率分别设为 50% 和 90%。不同簇数的悬

臂梁优化结果如图 11 所示，左侧为微结构分区情

况，右侧为映射后的精细点阵结构。

不同簇数的优化结果均通过 ANSYS 软件验

证精细结构柔顺性，具体的结构柔顺性结果如表 1
所示。随着簇数的增加设计自由度逐渐增大，结构

柔顺性逐渐降低；当簇数增加到 6 簇以后，结构柔

顺性逐渐趋于平稳，之后簇数增加不会再导致结构

柔顺性出现明显降低，在这期间结构柔顺性降低了

约 25%。

通过图 12 所示微结构分区和宏观设计变量分

布情况可以发现，通过两步聚类策略空材料相（宏

观设计变量为零）所填充的宏观单元被划分到了同

一个簇中，证明了两步聚类策略的有效性。

为了进一步证明所提方法的有效性，对按空间

位置分区的悬臂梁结构进行两尺度并发拓扑优化

设计，宏观结构被划分成 8 个分区，每个区域中分

图 10 映射过程示意图

Fig.10 Schematic of mapping process

图 9 悬臂梁问题优化结果

Fig.9 Optimization results of cantilever problem
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布着一种微结构单胞，平均体积率和宏观覆盖率分

别设置为 50% 和 90%，材料参数、宏观结构和微观

单胞的离散方式同上述悬臂梁算例完全相同，优化

结果如图 13 所示。基于均匀化理论计算的结构柔

顺性为 18.52 N·mm，该结果比本文所提方法高约

30%，证明本文选取宏观单元应变能作为微结构分

区准则是合理的。

7 结　　论

本文针对梯度点阵结构的最小柔顺性问题，提

出一种动态聚类分区的两尺度并发拓扑优化方法，

该方法利用 K⁃means 聚类方法结合实时的应变能

分布情况进行聚类动态调整微结构分区方式，最后

通过映射方法重构精细的梯度点阵结构。数值算

例表明，动态聚类方法的引入使得主要传力路径上

的宏观单元可以获得相对更多的材料来承载相对

更大的单元应变能。微结构的旋转自由度的引入

则保证微结构可以始终沿着主应力方向分布，充分

利用了点阵材料的各向异性，使得宏观结构传力路

径更为合理。
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