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变批次长度的非线性分布参数系统迭代学习控制

李 勇， 王玉川， 陈晓雷， 王游司
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摘要： 针对一类离散的非线性分布参数系统，提出了一种批次长度随机变化的迭代学习控制问题。该类系统由

抛物型偏微分方程构成。该方法采用伯努利型随机变量来描述迭代长度随机变化的情况，并根据分布参数系统

的性质以及 P 型分布更新控制算法设计了迭代学习控制器。基于压缩映射原理，给出了系统输出误差收敛的充

分必要条件并加以证明。结果表明，所提出的控制方法在 λ 范数意义下跟踪误差是收敛，且相对经典迭代学习算

法，所提控制算法的收敛速度更快。最后，通过数值仿真验证了所提算法的有效性。
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Iterative Learning Control for Nonlinear Distributed Parameter Systems 
with Randomly Varying Trial Lengths
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（Key Laboratory of Industrial Internet of Things and Network Control， 

Chongqing University of Posts and Telecommunications， Chongqing 400065， China）

Abstract: Iterative learning control problem is studied for a class of discrete nonlinear partial difference 
systems where the trial lengths vary randomly in this paper. The considered systems are composed of 
parabolic partial difference equations. Firstly， for the trial lengths vary randomly in systems， a stochastic 
variable satisfying Bernoulli distribution is introduced. Then， according to the properties of partial difference 
systems and P-type distributed update schemes， iterative learning controller is designed. Through rigorous 
theoretical analysis， the convergence sufficient condition of output error under λ norm and contractive 
mapping principle is established to ensure the convergence of tracking error in the sense of norm. The 
convergence speed of the algorithm is faster than the classical iterative learning algorithm. Finally， the 
effectiveness of the algorithm is verified by the numerical simulation.
Key words: iterative learning control； randomly varying trial lengths； nonlinear； distributed parameter 

systems； λ norm； contractive mapping principle

迭代学习控制（Iterative learning control， ILC）
是一种适用于在有限时间内重复完成给定任务的

智能控制策略［1］。自 Arimoto 于 1984 年提出 ILC
以来［2］，受到广大学者的关注。经过 30 余年的发

展，ILC 被广泛应用于机械臂［3］、智能交通系统［4］、

铸造［5］等重复过程［6］的控制应用中。ILC 作为一种

简单且功能强大的控制策略［7］，经过不断发展，已

经不再局限于微分方程描述的集总参数系统［8］，而

是扩展到由偏微分方程所描述的分布参数系统［9］，

并在分布参数系统得到广泛使用。如文献［10］建
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立了以双曲型、抛物型或椭圆型分布参数系统的迭

代学习控制的设计与分析框架，能够处理参数或者

非参数的不确定性。文献［11］针对一类系数矩阵

不确定但有界的抛物型分布参数系统，提出闭环 P
型 ILC 算法。与集总参数系统不同，分布参数系统

的状态变量除了时间之外，还有空间变量，这使得

其研究更具有挑战性。

现有的大部分 ILC 文献研究的批次长度固定

不变，使得 ILC 在实际工程应用受到一定的条件限

制，阻碍了 ILC 的发展与应用。而在实际应用中，

批次长度可能是随机变化的，这就意味着学习的过

程可能提前结束或者推迟。例如人形机器人的步

态问题［12］和生物医学中上肢运动功能电刺激等实

际应用［13］。  最近几年，一些学者针对批次长度随

机变化的 ILC 问题做了大量研究［14‑16］。其中文献

［17］采用带有 Arimoto‑like 增益的Ｐ型 ILC 算法，

使得离散时间线性系统在批次长度随机变化的情

况下，误差仍能够沿迭代轴渐进收敛。文献［18］则

针对批次长度随机变化的离散线性系统中的 ILC
问题，提出了一种基于迭代平均算子的新型 ILC 算

法。Zhang 等将批次长度随机变化的 ILC 首次运

用于分布参数系统［19］。然而，现有文献中尚未有

非线性分布参数系统的批次长度随机变化的 ILC
研究。

本文针对一类离散的非线性抛物型分布参数

系统，根据该系统的性质和边值条件设计了 P 型迭

代学习控制器，给出了输出误差的收敛充分条件，

证明所提控制方法在范数意义下跟踪误差的收敛

性，并通过仿真验证了算法的有效性。

1 系统描述

本文主要研究类离散的非线性抛物型分布参

数系统批次长度随机变化的迭代学习控制问题。

考虑如下的非线性分布参数系统

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

Δ 2 xk ( n，t )= AΔ 1 xk ( n - 1，t )+
f ( xk ( n，t )，uk ( n，t )，t )

yk ( n，t )= Cg ( xk ( n，t )，t )+ Duk ( n，t )
（1）

式中：n 和 t 分别为空间和时间的离散变量，1≤n≤
N，0≤t≤T，N 和 T 是给定的整数；k=0、1、2…表

示迭代次数；A、C 和 D 为已知系统参数；xk、uk、

yk∈ R分别表示系统（1）的系统状态、系统输入和系

统输出。 f：R × R × [ 0，T ] → R，g：R × [ 0，T ] → R

均为非线性函数，且满足一致全局 Lipschitz条件

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

 f ( x 1，u1，t )- f ( x2，u2，t ) ≤

kf (  x 1 - x2 + u1 - u2 )

 g ( x 1，t )- g ( x2，t ) ≤ kg (  x 1 - x2 )

（2）

式中 kf、kg 为大于零的利普希茨常数。

系统（1）中差分形式如下

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

Δ 2 = ∂x
∂t

= xk ( n，t + 1 )- xk ( n，t )
xk ( n，t )

Δ 1 = ∂2 x
∂n2 =

xk ( n + 1，t )- 2xk ( n，t )+ xk ( n - 1，t )
xk ( n - 1，t )

（3）

设系统（1）的初值条件和边界条件分别为

xk ( 0，t )= xk ( N + 1，t )= 0      1 ≤ t ≤ T （4）
xk ( n，0 )= φk ( n )      1 ≤ n ≤ N （5）

式中 φ ( n )为一有界函数。

假设 1 对于系统（1），任意的期望输出轨迹

yd ( n，t )，存在唯一的系统输入 ud ( n，t )∈ R使得

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

Δ 2 xd ( n，t )= AΔ 1 xd ( n - 1，t )+
f ( xd ( n，t )，ud ( n，t )，t )

yd ( n，t )= Cg ( xd ( n，t )，t )+ Dud ( n，t )
（6）

假设 2 满足相同的初始条件，即 xk ( n，0 )=
xd ( n，0 )。在实际应用中，初始状态的每次迭代可

能不会被精确地重置，但偏差在小范围内变化。

本文主要研究迭代学习控制中批次长度随机

变化的问题，因此必须考虑期望批次长度 Td 与实

际批次长度 Tk 之间的关系。当 Tk < Td 时，输出信

号 yk ( n，t ) 不包含 t ∈ [Tk + 1，Td ]上的信息，这意

味着系统输出信号不完整。当 Tk ≥ Td 时，系统可

以输出整个批次长度信号，但是 Td 之后的信号对

于学习而言是冗余和无用的，所以在本文中视

Tk ≥ Td 为 Tk = Td。

2 算法设计与收敛性分析

2. 1　算法设计

设计系统（1）的 ILC 方案的难点在于系统的实

际批次长度可能与期望的批次长度不同，即批次长

度随机变化。在批次长度随机变化的情况下，为了

描述系统误差在每一时刻发生的概率，本文考虑用

随机批次长度发生的概率来定义系统误差。

定义 1 随机变量 Tk 的概率事件分布为

Φ Tk
( t ) ≜ P [Tk ≤ t ]=

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

0 t ∈[ )0，Tm

p ( t ) t ∈[ ]Tm，Td

1 t ∈ ( ]Td，Ti

（7）
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式中：Tm 为系统（1）最小迭代长度，Ti 为最大迭代

长度。

此外，当 t ∈｛Tk+1，…，Td｝时，随机变量 γk ( t )
服从伯努利分布，用于表示第 k 次迭代输出信息的

有无。若 γk ( t )=1，表示系统输出在 t 时刻可测且

输出在｛0，1，…，Tk｝之间有效。 Ρ{ }γk ( t )= 1 =

q ( t )表示系统误差信息在 t时刻可测量的概率。若

γk ( t )=0，则表示无法获取 t 时刻系统输出误差的

有用信息。此种情况发生概率为 Ρ{ }γk ( t )= 0 =

1 - q ( t )。结合定义 1 可得

q ( t )=
ì
í
î

ïï

ïï

1 t ∈ { }0，1，2，⋯，Tm

1 - p ( t ) t ∈ { }Tm + 1，Tm + 2，⋯，Ti

（8）

定义 2 第 k次学习后输出误差定义为

e*
k ( n，t )= γk ( t ) ek ( n，t ) （9）

由于 γk ( t )服从伯努利分布，则式（9）可表示为

e*
k ( n，t )=

ì
í
î

ïï

ïï

ek ( n，t ) t ∈ { }0，1，⋯，Tk

0 t ∈ { }Tk + 1，Tk + 2，⋯，Td

（10）
式中 ek ( n，t )= yd ( n，t )- y k ( n，t )。

对系统（1），采用 P 型迭代学习控制算法

uk + 1 ( n，t )= uk ( n，t )+ Le*
k ( n，t ) （11）

式中：n ∈[ 0，N ]，t ∈ [0，Td ]，L 为学习增益。

2. 2　收敛性分析

为了便于后续的收敛性分析，本文给出了以下

的引理。

引理 1［20］ 设 { v ( i ) }，{ B ( i ) }，{ D ( i ) } 为实数

序列，且 i ≥ 0，由
v ( i + 1 ) ≤ B ( i ) v ( i )+ D ( i )      i ≥ 0 （12）

那么有

v ( j ) ≤∏
i = 0

j - 1

B ( i ) v ( 0 )+ ∑
i = 1

j - 1

D ( i ) ∑
s = i + 1

j - 1

B ( s )

j ≥ 0 （13）
定理 1 考虑离散非线性抛物性分布参数系

统（1）和 ILC 控制律（11）。如果假设条件 1 和 2 成

立，且学习增益满足

sup
0 ≤ t ≤ Td

{ }( 1 - q ( t ) LD )2 < 1
2 （14）

那么 lim
k → ∞

 ek (⋅，t )
2
= 0。

证明  设 ū k ( n，t ) = uk + 1 ( n，t ) - uk ( n，t ) ，

x̄ k ( n，t )= xk + 1 ( n，t )- xk ( n，t )。
ek + 1 ( n，t )= yd ( n，t )- yk ( n，t )+

yk ( n，t )- yk + 1 ( n，t )=

ek ( n，t )- C [ ]g ( xk + 1 ( n，t ) )- g ( xk ( n，t ) ) -

Dūk ( n，t )= [ ]( 1 - q ( t ) LD ) ek ( n，t )-

C [ ]g ( xk + 1 ( n，t ) )- g ( xk ( n，t ) ) （15）

对式（15）两边同时取平方，可得

e2
k + 1 ( n，t )={[ ]( 1 - q ( t ) LD ) ek ( n，t ) -

}C [ ]g ( xk + 1 ( n，t ) )- g ( xk ( n，t ) )
2
≤

2 [ ]1 - q ( t ) LD
2
e2

k ( n，t ) ⋅

2C 2[ ]g ( xk + 1 ( n，t ) )- g ( xk ( n，t ) )
2

（16）

再对式（16）两边从 n=1 到 N 求和，并由式（2）
可得

 ek + 1 (⋅，t )
2
≤ 2 [1 - q ( t ) LD ] 2 ek (⋅，t )

2
+

2C 2 kg x̄ k (⋅，t )
2

（17）

由式（1，3）可得

xk ( n，t + 1 )= A ( xk ( n + 1，t )+ xk ( n - 1，t ) )+
f ( xk ( n，t )，uk ( n，t )，t )+( 1 - 2A ) xk ( n，t )

（18）
同理可得

xk + 1 ( n，t + 1 )= A ( xk + 1 ( n + 1，t )+ xk + 1 ( n -
1，t ) )+ f ( xk + 1 ( n，t )，uk + 1 ( n，t )，t )+( 1 -
2A ) xk + 1 ( n，t ) （19）
再由式（19）减去式（18）得

x̄ k ( n，t + 1 )= A [ x̄ k ( n + 1，t )+ x̄ k ( n - 1，t )]+
[ f ( xk + 1 ( n，t )，uk + 1 ( n，t )，t )-
f ( xk ( n，t )，uk ( n，t )，t ) ]+( 1 - 2A ) x̄ k ( n，t )

（20）
将式（20）两边同时平方，并由 ( a + b + c ) 2 ≤

3a2 + 3b2 + 3b2 得

x̄2
k ( n，t + 1 )= { A [ x̄ k ( n + 1，t )+ x̄ k ( n - 1，t ) ]+

[ f ( xk + 1 ( n，t )，uk + 1 ( n，t )，t )-
f ( xk ( n，t )，uk ( n，t )，t ) ]+

}( 1 - 2A ) x̄ k ( n，t )
2
≤

3A2[ ]x̄ k ( n + 1，t )+ x̄ k ( n - 1，t ) 2 +
3 [ f ( xk + 1 ( n，t )，uk + 1 ( n，t )，t )-
f ( xk ( n，t )，uk ( n，t )，t ) ]2 +

3( 1 - 2A )2[ ]x̄ k ( n，t ) 2
（21）

对式（21）的两边，同时从 n=1 到 N 求和，再利

用式（2）可得

 x̄ k (⋅，t + 1 )
2
≤ 3A2∑

n = 1

N

[ x̄ k ( n + 1，t )+
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x̄ k ( n - 1，t )] 2
+ 3 f ( xk + 1 ( n，t )，uk + 1 ( n，t )，t )-

f ( xk ( n，t )，uk ( n，t )，t )
2
+

3( 1 - 2A )2 x̄ k (⋅，t )
2
≤

3A2∑
n = 1

N

[ ]x̄ k ( n + 1，t )+ x̄ k ( n - 1，t )
2
+

3kf ū k (⋅，t )
2
+ [ ]3kf +( 1 - 2A )2  x̄ k (⋅，t )

2
=

Ω 1 + Ω 2 + Ω 3 （22）
式中

Ω 1 = 3A2 ∑
n = 1

N

[ x̄ k ( n + 1，t )+ x̄ k ( n - 1，t )] 2
（23）

Ω 2 = 3kf ū k (⋅，t )
2

（24）

Ω 3 = [3kf +( 1 - 2A )2 ] x̄ k (⋅，t )
2

（25）

运用边界条件（4）和均值不等式 ( a + b ) 2 ≤
2a2 + 2b2 可得

Ω 1 = 3A2 ∑
n = 1

N

[ x̄ k ( n + 1，t )+ x̄ k ( n - 1，t )] 2
≤

12A2 x̄ k (⋅，t )
2

（26）

将式（26）代入式（22）得

 x̄ k (⋅，t + 1 )
2
≤ [12A2 + 3kf +

( 1 - 2A )2 ] x̄ k (⋅，t )
2
+ 3kf ū k (⋅，t )

2
（27）

记：M 1 = sup
1 ≤ t ≤ Td

{12A2 + 3kf +( 1 - 2A )2}，M 2 =

3kf，则式（27）可重写为

∑
n = 1

N

x̄2
k (⋅，t + 1 ) ≤ M 1∑

i = 1

N

x̄2
k (⋅，t )+ M 2∑

i = 1

N

ū2
k (⋅，t )

（28）
对式（28）运用引理 1 和初值条件（5）可得

∑
n = 1

N

x̄2
k (⋅，t + 1 ) ≤ M t

1∑
i = 1

N

x̄2
k ( n，0 )+

∑
t1 = 0

t - 1

M 2∑
i = 1

N

ū2
k ( n，t ) M t - t1 - 1

1 =

∑
t1 = 0

t - 1

M 2∑
i = 1

N

ū2
k ( n，t ) M t - t1 - 1

1 （29）

由控制律（10）可得

 ū k (⋅，t )
2
= L2 q ( t ) 2 ek (⋅，t )

2
（30）

将式（30）代入式（29），可以得到

 x̄ k (⋅，t )
2
≤ ∑

t1 = 0

t - 1

M 2 L2 q ( t )2 ek (⋅，t )
2
M 1

t - t1 - 1（31）

再将式（31）代入式（17）

 ek + 1 (⋅，t )
2
≤ 2 [ ( 1 - q ( t ) LD )] 2 ek (⋅，t )

2
+

2C 2 ∑
t1 = 0

t - 1

M 2 L2 q ( t )2 ek (⋅，t )
2
M 1

t - t1 - 1 （32）

在式（32）两边同时乘以 λt，可得

 ek + 1 (⋅，t )
2
λt ≤ 2 [ ( 1 - q ( t ) LD )] 2 ek (⋅，t )

2
λt +

2C 2 ∑
t1 = 0

t - 1

M 2 L2 q ( t )2 ek (⋅，t )
2
M 1

t - t1 - 1 λt （33）

式中 λ 为正数。将式（33）重写可得

 ek + 1
2

( )L2，λ
= ( )ρ1 + ρ2

λ
1 - λM 1

 ek

2

( )L2，λ
（34）

式中ρ1 = sup
0 ≤ t ≤ Td

{2 [ ( 1 - q ( t ) LD )] 2}， ρ2 = 

sup
0 ≤ t ≤ Td

{2C 2 M 2 L2 q ( t )2}。

当 λ 取 值 充 分 小 时 ，可 使 得 0 < ρ1 +

ρ2
λ

1 - λM 1
< 1。再根据压缩映射原理，可以得到

lim
k → ∞

 ek

2

( )L2，λ
= 0 （35）

 ek + 1 (⋅，t )
2
= λ- t λt ek + 1 (⋅，t )

2
≤

sup
0 ≤ t ≤ Td

{ ek + 1 (⋅，t )
2
λt}λ-Td = λ-Td ek

2

( )L2，λ
（36）

由式（35，36）可得

lim
k → ∞

 ek (⋅，t )
2
= 0 （37）

综上所述定理 1 得证。

3 仿真实验

考虑如下非线性抛物型分布参数系统

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

Δ 2 xk ( n，t )= 2.5Δ 1 xk ( n - 1，t )+
sin ( xk ( n，t ) )+ 0.6uk ( n，t )

yk ( n，t )= cos ( xk ( n，t ) )+ 1.2uk ( n，t )
（38）

考 虑 区 域 ( n，t ) ∈ ( 0，10) × ( 0，60)，N=10，
Td =60， 取 初 值 和 边 值 为 xk ( 0，t )= 0，
xk ( n，0 )= 0。设期望输出

yd ( n，t )= 0.5t sin ( )n - 1
5 sin ( 2πt ) cos t （39）

此外，设期望批次长度 Td=60，最小批次长度

Tm=55，最 大 批 次 长 度 Ti=65，实 际 批 次 长 度

Tk ∈{Tm + 1，Tm + 2，⋯，Ti}，满足离散均匀分布

p ( t )= 1
10。 学 习 增 益 L=0.7，则 理 论 1 条 件

sup
0 ≤ t ≤ Td

{ }( 1 - q ( t ) LD )2 < 1
2 满足。

图 1 为系统期望输出曲面，图 2~4 分别对应在

迭代 3、5、12 次后跟踪误差曲面。为了解变批次长

度的 ILC 算法对非线性抛物型分布参数系统的控

制效果，本文将其与经典迭代学习控制算法［21］相
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比较。图 2~4 的（a）图和图 2~4 的（b）图分别是变

批次长度的 ILC 算法和经典 ILC 在迭代 3、5、12 次

后的跟踪误差曲面。图 5（a，b）分别是变批次长度

的 ILC 算法和经典 ILC 在迭代第 3 次和第 12 次后

的跟踪误差曲线。从图中可以看出，随着迭代次数

的增加，两种算法的输出跟踪误差都逐渐减小，趋

近于零。但是本文算法在迭代第 5 次后跟踪误差

几乎趋近于 0，而此时经典算法的跟踪误差仍然相

图 2 误差曲面(k=3)
Fig.2 Error surface (k=3)

图 4 误差曲面(k=12)
Fig.4 Error surface (k=12)

图 3 误差曲面(k=10)
Fig.3 Error surface (k=10)

图 1 期望输出 yd ( n,t )
Fig.1 Desired output
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对较大。在迭代 12 次后，本文算法的跟踪误差可

以收敛到 4×10-6，远远优于经典算法的 5×10-3。

图 6 是在迭代到第 15 次时系统输出，与期望输

出几乎一致，说明本文的变批次长度的 ILC 算法可

用于控制非线性抛物型分布参数系统。图 7 是本

文 ILC 算法和经典 ILC 算法的历次迭代最大误差

曲线，通过图 7 可知，所提控制算法收敛速度明显

优于经典 ILC 算法，验证了算法对系统（1）的有效

性。因此通过对比，可以看出本文采用的算法明显

优于经典迭代学习算法，不仅收敛速度更快，而且

跟踪精度更高。

4 结   论

本文将批次长度随机变化的 ILC 算法应用于

离散的非线性抛物型分布参数系统的控制，扩宽了

ILC 算法在非线性分布参数系统上的应用，对分布

参数系统迭代学习控制具有重要的理论和实际意

义。此外，本文实现对期望输出的渐进跟踪，并通

过严格的分析证明系统的跟踪误差在范数意义下

的收敛。与传统迭代算法相比，变批次迭代算法收

敛速度更快。未来将进一步考虑改进算法，以提高

迭代学习控制在非线性分布参数系统中的可实

施性。
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