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摘要：多粒度是粒计算领域的重要研究方向之一，它在两个或多个不同的粒度下进行问题求解，已经成为解决复

杂问题的一种新的范式。 属性约简作为粗糙集理论的核心内容之一，已被成功地应用于粒计算、数据挖掘等领

域。 将多粒度思想应用于属性约简将是一个有意义的研究方向。 为此，本文运用粒计算理论中的粒化思想进

行属性粒化，构造多个属性粒；然后基于属性粒上的区分矩阵计算属性粒的重要度和属性粒中属性重要度；最后

利用这两种重要度设计了一种多粒度属性约简算法。 通过在不同的粒中挑选属性，该算法得到的约简结果更具

有代表性和差异性。 本文利用 6个数据集对提出的多粒度属性约简算法的性能进行测试，实验结果表明了提出

算法的有效性。
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Abstract:Multi‑granularity is one of the important research directions in the field of granular computing. It
represents the research of problem solving at two or more different granules and already has become a new
computing method to solve complex problems. Rough set theory is a kind of computing tool to solve uncertain
problems effectively. As one of the core contents of rough set theory，attribute reduction has been widely
studied in the fields of data mining，machine learning，and granular computing. It is a meaningful problem to
apply the idea of multi‑granularity to attribute reduction. The granulation idea in granular computing theory is
used to granulate attributes to form multiple granules. Then we evaluate the significance of attribute granules
and the significance of attributes in attribute granules based on discernibility matrix. Finally， a
multi‑granularity attribute reduction algorithm based on these two significance measures is designed. By
selecting attributes from different granules， the reduction results obtained by this algorithm are more
representative and different. In order to verify the effectiveness of our proposed method，experiments on six
data sets show that the effectiveness of the proposed algorithm.
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粗糙集理论 [1]由 Pawlak于 1982年提出，它是

一种有效处理信息系统中不精确、不确定信息的分

析方法。 在粗糙集理论中，属性约简 [2‑6]是一个重

要的概念，它通过删除冗余和不相关属性来保持和

原始知识库一样的分类能力。 粒计算概念则是由

Zadeh[7]于 1979年在模糊集背景下首先提出，该文

献给出了为什么要研究粒度计算和如何进行计算

的基本框架，之后粒计算受到了研究者 [8‑13]的广泛

关注。 粒计算从多个角度，多个不同粒度层次出

发，对不确定、不精确或复杂的问题进行求解，得到

了广泛的认可。

粗糙集作为粒计算的代表性模型之一，已成为

粒计算研究领域的一个重要方向。 近些年来，通

过将多粒度思想融入到粗糙集理论研究，已经产生

了许多优秀的研究成果。 Qian等 [14]提出了一种新

的基于多个二元关系的粗糙集模型，称为多粒度粗

糙集，其中目标近似集是由多个等价关系重构得

到。 在此基础上多粒度粗糙集模型进行了扩展：

如乐悲观多粒度粗糙集 [15‑16]、多粒度决策粗糙集 [17]、

不完备多粒度粗糙集 [18‑19]以及多粒度模糊粗糙集 [20]

等。 吴志远等 [21]提出了程度多粒度，该文章在描

述下近似时，对象在粒度下的等价类划分不需要严

格的满足是目标概念的子集；张明等 [22]的加权多

粒度中粒度带有权重，最终挑选的粒度满足对应的

粒度权重之和大于某个阈值即可；Xu等 [23]定义了

广义的多粒度下近似，避免了原始方法在进行对象

选取时要求太严格或太放松。上述文献进行多粒

度属性约简时大多是在多粒度粗糙集模型下进行

研究，将单个属性看作一个粒度，在不同的模型的

下近似分布保持不变的条件下以启发式约简进行

计算。 本文从属性粒化的角度出发，通过构造属

性粒构建多粒度空间，并基于区分矩阵定义了属性

粒和属性粒内部属性的重要性度量，进而构造了相

应的多粒度属性约简算法。 由于构建的属性粒内

部的属性具有相似性，不同属性粒中的属性具有差

异性，从每个属性粒中先选取一个属性作为代表整

个粒，这样得到的属性约简中属性将会具有较好的

代表性和多样性。

1 基本概念

本节将简单地回顾粗糙集的基本概念和定义。

定义 1

[1] 一个四元组 S=(U,AT,V,f )表示

一个信息系统，其中：U为对象的非空有限集合，即

论域；AT为属性的非空有限集合；V= ∪
a ∈ AT

Va，Va

是 a的值域；f:U × AT → V表示一个信息函数，

为每个对象的每个属性赋予一个值，∀a ∈ AT，

x ∈ U，f ( x,a ) ∈ Va. S=(U,AT,V,f ) 可 以 简 记

为 S=(U,AT )。
若 AT= C ∪ D，C是条件属性集合，D是决策

属性的集合，则 S称为决策信息系统。

定 义 2

[1] 给 定 信 息 系 统 S=(U,AT )，
∀A ⊆ AT，那么A的不可区分关系能够被定义为

IND( A )= { ( x,y ) ∈ U 2 |∀a ∈ A,f ( x,a )
= f ( y,a ) } （1）

对于 ∀x ∈ U,x的等价类被定义为

[ x ] A ={ y ∈ U |( x,y ) ∈ IND( A ) } （2）
定义 3

[1] 设信息系统 S=(U,AT )，A ⊆ AT，

对于 X ⊆ U，X的上下近似集合和边界域定义为

-A ( X )= { x ∈ U | [ x ] A ⊆ X } （3）
-A ( X )= { x ∈ U | [ x ] A ∩ X ≠ ∅ } （4）
BNDA ( X )=

-A ( X )--A ( X ) （5）
定义 4

[1] 设决策表 S=(U,C ∪ D )，则 D的 C

正域（记为 posC ( D )）定义为

posC ( D )= ∪
X ∈ U/D

-C ( X ) （6）

定义 5

[1] 设 B ⊆ C，B为 C的 Q约简当且仅当

B是 C的子集，且 posB (Q )= posC (Q )，C的 Q约简

简称为相对约简。

2 属性粒及属性粒中属性的重要度

本节将提出基于包含度的属性粒化方法，并在

此基础上给出属性粒及属性粒中属性的重要度。

2. 1 基于包含度的属性粒化

粒化是粒计算理论中的一个基本问题，文献

[13]指出将论域中的具有相似关系、邻近关系、功

能关系等聚成一个类，这些类称之为粒。 本文采

用的方法是将一组相似的属性构成一个属性粒。

定义 6

[1] 决策D关于属性 C的依赖度

rC ( D )=
|| posC ( D )

||U
（7）

由 依 赖 性 的 定 义 可 知 ： 若 设

C={ a1,a2,⋯,am }，∀ai,aj ∈ C，那 么 rai ( d )，raj ( d )
分别表示决策属性对条件属性 ai，aj的的依赖程

度。 当 rai 与 raj 值很接近，表示决策属性对条件属

性 ai，aj的依赖程度相似，可以说明属性 ai与 aj的区

分能力相似。因此，可以将这两个属性看作一个粒

来进行考虑，基于以上分析可以给出了属性粒的

定义。

定义 7 设决策信息系统 S=(U,AT )中，C=
{ a1,a2,⋯,am }，G={ G 1 ,G 2 ,⋯ ,Gk }为属性 C构成的

k个粒，∀ai,aj ∈ C，若 rai- raj < μ，则将属性 ai和
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aj 划 为 一 个 属 性 粒 Gm， 其 中 ：

Gm ⊆ C, Gm ≠ ∅, ∀m= 1,2,⋯,k ; Gp ∩ Gq=
∅，∀p,q= 1,2,⋯,k,p ≠ q。

本文首先计算决策对每个属性的依赖度，然后

将所有条件属性按照依赖度进行排序，如果相邻的

两个属性依赖度的差值小于某个阈值，那么就将这

两个依赖度对应的属性划为同一个属性粒，通过该

方法可以将相似的属性构建成属性粒。

2. 2 属性粒的重要度

属性粒的重要度用来刻画属性粒整体的重要

性 . 每个属性粒是由多个属性组成，不同属性粒可

以区分不同对象，有些属性粒的区分能力较强，在

全属性下能够区分的对象，在这些属性集下也能够

区分，那么该属性集就比较重要，区分能力较强，由

该属性集组成的属性粒也就比较重要。

区分矩阵能够表示出区别一对对象的所有属

性集合，而正域意义下的区分矩阵是将协调部分

（正域中包含的对象）和非协调部分（非正域包含的

对象）考虑在内分别对待。因此可以通过构建区分

矩阵来定义属性粒的重要度。

定义 8

[1,3] 给定信息表 S=(U,AT )，C是条件

属性，则属性集下的区分矩阵为M R
C =[ mR

C ] ij其中

[ mR
C ] ij= { }c ∈ C:f ( xi,c ) ≠ f ( xj,c ) （8）

式中 :M R
C 表示通过全体属性集 C建立的区分矩阵，

xi,xj ∈ U。

定 义 9

[1,3] 给 定 决 策 表 S=(U,AT )，其 中

AT= C ∪ D，则正域意义下的区分矩阵为 M p
C=

[ m p
C ] ij，其中

[ m p
C ] ij=

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

{ }c∈C:f ( xi,c )≠ f ( xj,c ) f ( xi,d )≠ f ( xj,d )
xi,xj∈U 1

{ }c∈C:f ( xi,c )≠ f ( xj,c ) ,xi∈U 1,xj∈U 2

∅ 其他

（9）

式中：U 1是决策表 S的协调部分；U 2是决策表 S的

不协调部分。M P
C 表示通过全体属性集 C建立的正

域意义下的区分矩阵。根据上面 2个区分矩阵可

以定义属性粒的重要度如下：

定义 10 给定一个决策表 S=(U,AT )，G=
{ G 1 ,G 2 ,⋯ ,Gk }为 k个属性粒，∀Gl ∈ G，则属性粒

Gl的重要度定义为

sigGl=∑
i=1

||U

∑
j=1

||U

δ ( [ mR
Gl ] ij,[ m p

C ] ij ) （10）

其中

δ ( [ mR
Gl ] ij,[ m p

C ] ij )=
ì

í

î

ïï
ïï

1 [ mR
Gl ] ij ≠ ∅, [ m p

C ] ij ≠ ∅

-1 [ mR
Gl ] ij ≠ ∅, [ m p

C ] ij=∅

0 [ mR
Gl ] ij=∅

（11）

式中：[ mR
Gl ] ij 表示通过属性粒 Gl 包含的属性建立

的区分矩阵；[ m p
C ] ij表示全体属性对应的正域意义

下的区分矩阵。

[ mR
Gl ] ij与 [ m p

C ] ij的关系可以分为 3种情况：

（1）若全属性正域下能够区分某对对象，基于

属性粒构建的区分矩阵也能够区分该对对象，则为

该属性粒的重要度加 1，表示该属性粒对该对对象

的区分起到了积极的作用；

（2）若全属性正域下不需要区分某对对象，基

于属性粒构建的区分矩阵却区分了该对对象，则为

该粒的重要度减 1，表示该属性粒对该对对象的区

分起到了消极作用；

（3）若基于属性粒构建的区分矩阵没有区分某

对对象，那么表示属性粒在区分这对对象没有做影

响，设为 0。
从上面分析可以看出，若某个属性粒的重要度

越大，则表明该属性粒与全体属性区分的对象越接

近，因此该属性粒越重要。

2. 3 属性粒中属性重要度

一个属性在其所在属性粒对应的区分矩阵中

出现的频率越高，该属性区分不同类别对象的能力

就越强，因此可以利用属性粒对应区分矩阵中属性

出现的频率评价属性的重要度。

定义 11 给 定 一 个 信 息 系 统 S=(U,AT )，
G={ G 1,G 2,⋯,Gk }为 k个粒，∀Gl ∈ G，则 Gl 中的

属性 a重要度的定义为

sigGl ( a )=| { a|a∈[ mR
Gl ] ij } | （12）

3 基于区分矩阵的多粒度属性约简

属性约简是保持知识库分类能力不变的条件

下，删除其中不相关或不重要的知识。

由于属性粒是由一组相似的属性构成，因此可

以选取属性粒中的一个属性代表整个属性粒 . 我
们通过定义属性粒的重要度，按从大到小的顺序对

属性粒进行排序，排序靠前的属性粒较重要，优先

被考虑。

然后根据排序顺序依次在属性粒中挑选一个
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属性直到满足正域条件结束，挑选属性根据属性粒

中属性的重要度进行选取 . 该方法通过借助属性

粒的作用将属性挑出来，这样的属性约简集合由于

来自不同属性粒，具有较好的代表性和多样性。

例：给定一个决策信息系统 S=(U,C ∪ D )
（ 如 表 1 所 示 ），其 中 U={ x 1,x2,⋯,x 8 }，C=

{ a1,a2,⋯,a10 }，U/d={ D 1,D 2,D 3 }，其 中 D 1 =

{ x 1,x 3,x 5 }，D 2 ={ x2,x 4,x 6 }，D 3 = { x 7,x 8 }。

下面进行约简的计算：

(1) 首 先 计 算 决 策 对 每 个 属 性 的 依 赖 度

ra1 ( d )= 0.500 0，ra2 ( d )= 0.375 0，

ra3 ( d )= 0.500 0, ra4 ( d )= 0.375 0,

ra5 ( d )= 0.250 0, ra6 ( d )= 0.250 0,

ra7 ( d )= 0.250 0, ra8 ( d )= 0.500 0,

ra9 ( d )= 0.375 0, ra10 ( d )= 0.250 0

（2）对依赖度进行排序，阈值选取 0.1，生成 3
个 属 性 粒 ：G 1 = { a1,a3,a8 }, G 2 = { a2,a4,a9 },
G 3 = { a5,a6,a7,a10 }。

（3）全属性下基于正域建立区分矩阵为（由于

区分矩阵是对称矩阵，因此只给出了矩阵的一半

元素）

M P
C =

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
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ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
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é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
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ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

∅
C ∅
∅ C ∅
C ∅ C ∅

∅
{ a1,a2,a3,
a4,a6,a8,a9 }

∅
{ a1,a2,a3,
a4,a8,a9 }

∅

C { a4,a6,a7,a10 } C { a4,a6,a7,a10 }
{ a1,a2,a3,a4,
a6,a7,a8,a9,a10 }

∅

C { a4,a6,a7,a10 } C { a4,a6,a7,a10 }
{ a1,a2,a3,a4,
a6,a7,a8,a9,a10 }

∅ ∅

C { a1,a3,a7,a8 } C { a1,a3,a6,a7,a8 }
{ a1,a2,a3,a4,
a6,a7,a8,a9 }

{ a1,a3,a4,
a6,a8,a10 }

{ a1,a3,a4,
a6,a8,a10 }

∅

每个粒下建立区分矩阵分别为

M R
G1 =

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
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ú
úúú
ú
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ê
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ê

ê

∅
{ a1,a3,a8 } ∅
∅ { a1,a3,a8 } ∅

{ a1,a3,a8 } ∅ { a1,a3,a8 } ∅
{ a1 } { a1,a3,a8 } { a1 } { a1,a3,a8 } ∅

{ a1,a3,a8 } ∅ { a1,a3,a8 } ∅ { a1,a3,a8 } ∅
{ a1,a3,a8 } ∅ { a1,a3,a8 } ∅ { a1,a3,a8 } ∅ ∅
{ a1,a3,a8 } { a1,a3,a8 } { a1,a3,a8 } { a1,a3,a8 } { a1,a3,a8 } { a1,a3,a8 } { a1,a3,a8 } ∅

表 1 决策信息系统

Tab. 1 Decision information system

U

x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7
x8

a1
1
2
1
2
0
2
2
3

a2
1
2
1
2
0
2
2
2

a3
1
0
1
0
1
0
0
2

a4
1
0
1
0
1
2
2
0

a5
0
1
0
1
1
1
1
1

a6
0
2
0
3
3
1
1
2

a7
0
2
0
2
2
3
3
3

a8
1
0
1
0
1
0
0
2

a9
1
0
1
0
3
0
0
0

a10
0
1
0
1
1
2
2
1

d

0
1
0
1
0
1
2
2
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M R
G2 =
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{ a2,a4,a9 } { a4 } { a2,a4,a9 } { a4 } { a2,a4,a9 } ∅
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∅
{ a5,a6,a7,a10 } ∅

∅ { a5,a6,a7,a10 } ∅
{ a5,a6,a7,a10 } { a6 } { a5,a6,a7,a10 } ∅
{ a5,a6,a7,a10 } { a6 } { a5,a6,a7,a10 } ∅ ∅
{ a5,a6,a7,a10 } { a6,a7,a10 } { a5,a6,a7,a10 } { a6,a7,a10 } { a6,a7,a10 } ∅
{ a5,a6,a7,a10 } { a6,a7,a10 } { a5,a6,a7,a10 } { a6,a7,a10 } { a6,a7,a10 } ∅ ∅
{ a5,a6,a7,a10 } { a7 } { a5,a6,a7,a10 } { a6,a7 } { a6,a7 } { a6,a10 } { a6,a10 } ∅

通过定义 10可计算出：sigG1=2×(19-2)=34，
sigG2=2×(21-2)=38，sigG3=2×(22-3)=38。

由于G 3和G 2的重要度相同，但是G 3中包含属

性个数多，因此对粒排序为G 3,G 2,G 1。

（4）考虑 G 3的属性粒中属性重要度，其中 a6的
重 要 度 最 大 ：sigG3 ( a5 )= 24，sigG3 ( a6 )= 48，
sigG3 ( a7 )= 42，sigG3 ( a10 )= 40，因此，将 a6 作为粒

G 3的代表。

接着考虑G 2，其中 a4的重要度最大 sigG2 ( a4 )=
42，因此，将 a4作为粒G 2的代表。

由于 posa6,a4 ( D ) ≠ posC ( D )，接着考虑 G 1，其

中 a1 的 重 要 度 最 大 ：sigG1 ( a1 )= 42，由 于

posa6,a4,a1 ( D )= posC ( D )，因此最终的属性约简为

red= { a1,a4,a6 }。
基于上述分析，本文设计了多粒度属性约简算

法，为了提高算法的效率，每个属性粒建立区分矩

阵以及求属性粒的重要度和属性粒中属性重要度

时，由于求解过程是独立的，可以采用并行处理。

算法算法 基于区分矩阵的多粒度属性约简

输入输入：：决策表 S=(U,C ∪ D )，阈值 μ

输出输出：：属性约简 red
步骤 1 ∀ai ∈ C，计算依赖度 r ( ai ,d )。
步骤 2 将 r ( ai ,d )降序排列，设排名为 j的

属性依赖度为 rj，若 rj- rj- 1 ≤ μ，则属性划为

一个属性粒。

步骤 3 在每个属性粒下建立保持等价关

系的区分矩阵：M R
G1,M R

G2,...,M R
Gk。

步 骤 4 构 建 全 属 性 下 的 正 域 区 分

矩阵M p
C。

步骤 5 计算每个属性粒的重要度，并根据

重要度的大小对 k个属性粒进行降序排列。

设排名为 l的属性粒为 G[ ]l , 其中∪
l= 1

k

G[ ]l = C，

排序结果为G={ G[ ]1 ,G [ 2 ],⋯,G [ k ] }。
步骤 6 red=∅
While posred ( D ) ≠ posC ( D )
for l=1,2,⋯,k
a* = arg max

a ∈ G[ ]l - red
sigG[ l ] ( a )

red= red ∪ { a* }
If posred ( D )= posC ( D )
Break;
End
End
End While
步骤 7 输出 red。
该算法步骤 1计算决策关于每个属性的依赖

度，其时间复杂度为O (U )；步骤 2的时间复杂度为

O ( |C | log |C | )；步 骤 3 的 时 间 复 杂 度 为

O ( |Gi ||U | 2 )。 步 骤 4 的 时 间 复 杂 度 为

O ( |C ||U | 2 )；步骤 5和 6中计算属性粒的重要度和

属性粒中属性重要度并行时间复杂度为O ( |U | 2 )，
对 k 个 粒 进 行 降 序 排 列 时 间 复 杂 度 为

O ( k log ( k ) )，属性粒内属性排序时间复杂度为

O ( |Gi | log |Gi | )；步骤 6的启发式约简过程时间复
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杂度为 O ( |C ||U | )。 因此，计算多粒度属性约简

最终的时间复杂度为O ( |C ||U | 2 )。

4 实验分析

为了验证本文提出的基于区分矩阵的多粒度

属 性 约 简 算 法（Disernibility matrix multigranula‑
tion attribute reduction, DMR）的性能，把该算法与

传统正域意义下的属性约简算法 [5]（Positive attri‑
bute reduction，AR1），基于熵的属性约简算法 [6]

（Entropy attribute reduction, AR2）的性能进行了比

较。在 5个 UCI公开数据集和 1个高维数据集（见

表 2）上对以上算法进行了实验测试。这些数据集

中，数据集 Zoo是离散的，其余均是连续的。 对于

连续型数据进行了离散化操作，将属性值离散化为

4个取值。 实验的硬件环境是 3.60 GHz的 CPU，

8 GB的内存，编程语言为 C#。
实验中，本文采用 10折交叉验证方法，通过在

6个数据集的属性粒化过程中将阈值 μ设为 0.001，
并用 KNN分类器（K=5）的分类精度评估属性约

简算法的优劣。 实验结果如表 3所示，DMR与传

统正域意义下的 AR1，AR2相比，DMR算法获得的

约简虽然数目较多，但是构造的 KNN算法的分类

性能比AR1算法和AR2算法更优。

为了提高算法的效率，可以将算法中求解独立

的过程采用并行处理。本文提出的 DMR算法可

以将每个属性粒建立区分矩阵以及求属性粒的重

要度和属性粒中属性重要度这 3个步骤分别采取

并行计算。从表 4可以清楚地看出，所提出的多粒

度属性约简算法采用并行计算所需的时间远远小

于串行所用的时间。

5 结 论

本文从多粒度的角度开展属性约简算法研

究 . 论文基于属性依赖度构造了属性粒。利用属

性粒上区分矩阵与全部属性区分矩阵之间的差异

定义了属性粒的重要度，并利用属性粒中的属性在

区分矩阵中出现的频率定义了属性的重要度。在

此基础上，运用这两种重要度设计了基于区分矩阵

的多粒度属性约简算法，该算法可以平衡各个属性

粒中属性对约简结果的贡献，得到的约简结果更具

有代表性和差异性，实验结果表明了算法的有

效性。
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