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基于DNA弹性细杆模型的 Euler⁃Lagrange方程
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摘要：采用了分析力学的方法，基于最小势能原理，DNA弹性曲杆的 Euler⁃Lagrange方程组，运用弹性细杆模型

拟合了 A⁃，B⁃，Z⁃DNA的 r⁃h曲线，讨论了弹性细杆模型描述 3种 DNA几何构型的可行性。与实验数据对比发

现，通过计算，给定合适的曲率 κ、挠率 τ、扭转角 χ，圆截面弹性细杆模型可以用来描述 A⁃，B⁃DNA的几何构型；

当椭圆截面的长宽比 k=0.141时，采用椭圆截面弹性细杆模型拟合 Z⁃DNA的 r0 ⁃h曲线与实验结果相一致。此研

究内容有望为DNA分子构型的研究与探索提供参考。
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Euler⁃Lagrange Equations for DNA Chain by an Elastic Rod Model
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Abstract:Based on the analytical mechanics，the Euler ⁃ Lagrange equations of DNA chain with elastic rod
model are derived in detail by the variation of the free energy functional，which depends on the curvature κ，
torsion τ，twisting angle χ and its derivative with respect to the arc ⁃ length of central axis curve of rod. With
the different shapes of rod，we obtain the equilibrium equations of DNA with circular and noncircular cross
sections，which provide an approach to describe the physical behaviors of A⁃，B⁃，Z⁃DNA. The results show
that the elastic rod model with circular cross section can accurately characterize the equilibrium configurations
of A ⁃ and B ⁃DNA，while the model with elliptical cross sections（k=0.141） is more suitable for Z ⁃DNA.
This study might be helpful to characterize the mechanical properties of DNA chains or design DNA⁃template
devices in a wide range of applications.
Key words: Euler⁃Lagrange equation；elastic rod model；DNA

生物学领域的研究发现，任何组织细胞中的

DNA都是通过有序的折叠以压缩自身体积从而存

在于细胞中的。与此同时，医学上也已证实 DNA
的无序折叠压缩是许多疾病的成因，例如老年痴呆

症 (Alzheimer’s)、疯牛病 (Mad cow)、克劳伊登病

(Creutzfeldt⁃Jacob)等 [1⁃2]。而为了攻克这一难题，研

究学者们建立了各式各样的理论研究模型，其中包

括了晶格模型、随机能量模型、统计力学模型与分

子动力学模型 [3⁃11]。尽管受限于细胞内的复杂结构

性，各个模型的构造方式各不相同，但是它们都是

基于同一个机理：DNA分子链的平衡几何构型总

是使DNA的自由能趋于极小值。

基于此原理，Feoli等 [12]于 2005年对 α⁃螺旋线

形蛋白质的二级结构与三级结构进行了研究，并认
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为 α⁃螺旋线形蛋白质的能量密度是其中心线曲率

的线性函数。众所周知，空间曲线，尤其是螺旋线，

其几何构型的变化不但与曲线的曲率有关，更与其

挠率有着密切的联系。因此，为了将 Feoli研究方

法的基本思路推广应用至结构更为复杂的空间曲

线，本文中假定 DNA螺旋线的能量密度函数不但

依赖于曲线的曲率，更与螺旋线的挠率以及曲率、

挠率的一阶导数相关；并基于此能量密度结合变分

原理的有关知识推导出 DNA螺旋线的 Euler⁃La⁃
grange方程。在此基础上，通过引入截面的扭转角

及其一阶导数，将曲线的 Euler⁃Lagrange方程推广

至曲杆的 Euler⁃Lagrange方程组。最后，分别采用

圆截面弹性细杆模型与椭圆截面弹性细杆模型模

拟 A⁃，B⁃，Z⁃DNA的 r⁃h曲线，并与实验数据进行

对比。

1 DNA 螺 旋 杆 的 Euler ⁃ Lagrange
方程

为了简化DNA分子的复杂结构，首先将DNA
螺旋线作为一段三维欧几里得空间中的光滑曲线，

曲线上任一点的位置坐标可由如下参数方程表示

r ( s )= ( x ( s ), y ( s ), z ( s ) ) (1)
式中：s∈(a,b)为曲线的弧长参数；a, b为曲线端点

的参数。而根据微分几何原理 [13⁃14]，曲线的曲率与

挠率可表示为

κ=
|| r' ( s )× r'' ( s )

|| r' ( s ) 3
τ=

( )r' ( s ),r'' ( s ),r''' ( s )

|| r' ( s )× r'' ( s )
2 (2)

式中：r'(s)，r''(s)，r'''(s)分别为 r(s)对弧长 s的一阶、二

阶以及三阶导数；(,)表示三重积。引入随动的

Frenet坐标系 {T(s), N(s), B(s)}，则曲线上一点的位

置变化后的矢径参数
~r可表示为 [15]

~r ( s )= r ( s )+ ε1ψ 1 ( s )T ( s )+ ε2ψ 2 ( s )N ( s )+
ε3ψ 3 ( s ) B ( s ) (3)

式中：εi(s)，i=1, 2, 3，为任意常数；ψi(s)是与 (a, b)
紧密相关的任意函数，即 ψi(s)及其一阶导数在曲线

的端点处都为零。

由于弹性曲杆的 Kirchhoff方程是弯扭度与主

矢、主矩的一阶常微分方程组，而弯扭度与曲杆的

曲率、挠率和扭转角相关，因此，曲杆的能量密度函

数与曲线的不同，它不仅依赖于曲率、挠率，更与曲

杆截面的扭转角及其一阶导数有着密切的联系。

其自由能可表示为

E ( r )= ∫Γ [ κ ( s ),τ ( s ),χ ( s ),χs ( s ) ] dL=

∫a
b

Γ [ κ ( s ),τ ( s ),χ ( s ),χs ( s ) ] | r' ( s ) |ds (4)

式中：χs(s)=dχ/ds，即杆截面绕中心线的扭转率，又

称为内扭率。基于最小势能原理有

|

|
||∫ ∂Γ∂κ ∂κ∂εi || ~r '
εi= 0

ds+
|

|
||∫ ∂Γ∂τ ∂τ∂εi || ~r '
εi= 0

ds+

|

|
||∫ ∂Γ∂χ ∂χ∂εi || ~r '
εi= 0

ds
|

|
||+∫∂Γ∂χs

∂χs
∂εi || ~r '

εi= 0

ds+

|

|

|
||
|∫Γ ∂ || ~r '

∂εi
εi= 0

ds= 0

(5)

由方程(1,2)可得曲率 κ、挠率 τ以及 r͂'关于 εi的

偏微分为

|

|
||

∂κ
∂ε1

εi= 0

= κ'ψ 1

|

|
||

∂κ
∂ε2

εi= 0

= ψ 2 '' +( κ 2 - τ 2 )ψ 2

|

|
||

∂κ
∂ε3

εi= 0

=-2τψ 3 ' - τ'ψ 3

|

|
||

∂τ
∂ε1

εi= 0

= τ'ψ 1

|

|
||

∂τ
∂ε2

εi= 0

=

2τ
κ
ψ 2 '' +(

3τ'
κ
- 2τκ'

κ 2
)ψ 2 ' +( 2κτ+

τ''
κ
- κ'τ'

κ 2
)ψ 2

|

|
||

∂τ
∂ε3

εi= 0

= 1
κ
ψ 3 ''' -

κ'
κ 2
ψ 3 '' +

( κ- τ 2

κ
)ψ 3 ' +(-

2ττ'
κ
+ τ 2κ'

κ 2
)ψ 3

|

|

|
|
||

∂ || ~r ' 2
∂ε1

εi= 0

= 2ψ 1 '

|

|

|
|
||

∂ || ~r ' 2
∂ε2

εi= 0

=-2κψ 2

|

|

|
|
||

∂ || ~r ' 2
∂ε3

εi= 0

= 0

(6)
关于方程组 (6)的具体推导过程参见文献 [11]。

类似地，有

|

|
||

∂χs
∂εi

εi= 0

= 1
|| ~r '
∂
∂εi ( )dχds + dχ

ds
∂
∂εi ( )1 || ~r '

=
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1
|| ~r '
d
ds ( )∂χ∂εi - 1

|| ~r ' 2
dχ
ds
∂ || ~r '
∂εi

(7)

令扭转角的变分为一小量，即∂χ /∂εi=ψ4。并

将其代入式（7)，则
|

|
||

∂χs
∂εi

εi= 0

= ψ 4 ' - χs (ψ 1 ' - κψ 2 ) (8)

将方程(6—8)代入方程(5)可表示为

∫é
ë
êê

ù

û
úú

d
ds ( )∂Γ
∂χs

χs- Γ + ∂Γ
∂κ κ' +

∂Γ
∂τ τ' ψ 1ds+

ì
í
î

d2
ds2 ( )∂Γ

∂κ +
2τ
κ
∂Γ
∂τ - d

ds
é

ë
êê
∂Γ
∂τ

æ

è
çç
3τ'
κ
-

ù

û
úú
ö

ø
÷÷

2κ'τ
κ 2

+ ∂Γ
∂κ ( κ

2 - τ 2 )+ ∂Γ
∂τ

ö

ø
÷÷

æ

è
çç 2κτ+

τ''
κ
- κ'τ'

κ 2
+

∂Γ
∂χs

χs κ- Γκ } ψ 2ds+

ì
í
î
- d3
ds3 ( )∂Γ

∂τ
1
κ
+ d2
ds2 ( )∂Γ

∂τ
κ'
κ 2
- d
ds
é
ë
ê- ∂Γ

∂κ 2τ +

ù

û
úú

∂Γ
∂τ ( )κ- τ 2

κ
- ∂Γ
∂κ τ' +

ü
ý
þ

∂Γ
∂τ ( )κ'τ 2

κ 2
- 2ττ'

κ
ψ 3ds-

é

ë
êê
d
ds ( )∂Γ
∂χs

- ù
û
ú

∂Γ
∂χ ψ 4ds= 0

(9)
如对于任意的函数 ψ1，ψ2，ψ3和 ψ4均恒成立，则

必有 ψ1，ψ2，ψ3和 ψ4前面的系数恒为零，即

d
ds ( )∂Γ
∂χs

χs- Γ + ∂Γ
∂κ κ' +

∂Γ
∂τ τ' = 0 (10)

d2
ds2 ( )∂Γ

∂κ +
2τ
κ
∂Γ
∂τ - d

ds
é

ë
êê

ù

û
úú

∂Γ
∂τ ( )3τ'

κ
- 2κ'τ

κ 2
+

∂Γ
∂κ ( κ

2 - τ 2 )+ ∂Γ
∂τ

æ

è
çç 2κτ+

τ''
κ
-

ö

ø
÷÷

κ'τ'
κ 2

+ ∂Γ
∂χs

χs κ- Γκ= 0

(11)

- d3
ds3 ( )∂Γ

∂τ
1
κ
+ d2
ds2 ( )∂Γ

∂τ
κ'
κ 2
-

d
ds
é
ë
ê- ∂Γ

∂κ 2τ+
ù

û
úú

∂Γ
∂τ ( )κ- τ 2

κ
- ∂Γ
∂κ τ' +

∂Γ
∂τ ( )κ'τ 2

κ 2
- 2ττ'

κ
= 0

(12)

d
ds ( )∂Γ
∂χs

- ∂Γ
∂χ = 0 (13)

曲杆能量密度函数 Γ的全导数

dΓ
ds =

∂Γ
∂κ κ' +

∂Γ
∂τ τ' +

∂Γ
∂χ χ' +

∂Γ
∂χs

χs ' (14)

联立方程 (13，14)，可得方程 (10)恒成立。因

此，方程组 (11—13)即为 DNA 弹性细杆模型的

Euler⁃Lagrange方程组。

由DNA曲杆的弹性应变能函数 [16⁃18]，有

E= 1
2 ∫0

L é
ë

ù
ûAω 21 + Bω 22 + C ( )ω 3 - ω 03
2
ds (15)

式中：A，B为截面绕 x轴与 y轴的抗弯刚度；C为截

面绕 z轴的抗扭刚度；而 x，y为截面主轴，ω 03为初

始扭率。

当弹性细杆的截面为圆截面时，式 (15)可简

化为

Γ= 1
2 [ Aκ

2 + C (ω 3 - ω 03 )2 ] (16)

由弹性杆平衡时的Kirchhoff方程分式 [19]

C
dω 3
ds =( A- B )ω 1ω 2 (17)

可知，当 A=B时，扭率 ω 3必保持常值，记为

ω3= ω30。 令 φ= ω30-ω 03，则 式（16）可 进 一 步 简

化为

Γ= A
2 κ

2 + C
2 φ

2 (18)

基于式（18）可知，当弹性细杆的截面为圆截面

时，其能量密度函数只与曲率 κ相关，即曲杆的

Euler⁃Lagrange方程组中的∂Γ/∂τ=0, ∂Γ/∂χ=0,
∂Γ/∂ χs=0。因此，圆截面弹性细杆的 Euler ⁃La⁃
grange方程组可简化为

d2κ
ds2 - ( )τ 2 + C

2A φ
2 κ+ 1

2 κ
3 = 0 (19)

2 dds ( κτ )- κτ' = 0 (20)

其中，对式(20)积分可得

τ= λ
κ 2

(21)

式中 λ为一积分常数。将式（21）代入式(19)可得

d2κ
ds2 - ( )λ2

κ 4
+ C
2A φ

2 κ+ 1
2 κ

3 = 0 (22)

令 δ= λ2/κ4+Cφ/2A，方程 (22)即在非线性振

动力学中有广泛应用的Duffing方程 [20⁃21]。

而当弹性细杆的截面为非圆截面时，令 Γ1'=
∂Γ/∂ κ, Γ2'= ∂Γ/∂ τ, Γ3'= ∂Γ/∂ χ, Γ4'= ∂Γ/∂ χs，
则有

Γ 1 ' = ∂Γ/∂κ=( Asin2 χ+ Bcos2 χ ) κ
Γ 2 ' = ∂Γ/∂τ= C ( τ+ χs- ω 03 )

Γ 3 ' = ∂Γ/∂χ=
1
2 ( A- B ) κ 2 sin2 χ

Γ 4 ' = ∂Γ/∂χs= C ( τ+ χs- ω 03 )

(23)

将式 (23)代入方程组 (11—13)，可得非圆截面

弹性细杆的 Euler⁃Lagrange方程组

542



第 4 期 萧 业，等：基于DNA弹性细杆模型的 Euler⁃Lagrange方程

d2
ds2

é
ë
ê

ù
û
ú( Asin2 χ+ Bcos2 χ ) κ+ 2τCψ

κ
-

d
ds
é
ë
ê

ù
û
ú

Cψ
κ 2
( 3κτ' - 2κ'τ ) +( Asin2 χ+

Bcos2 χ ) ( κ 2 - τ 2 ) κ+ Cψ
κ 2
( 2κ 3τ+ κτ''- κ'τ' )+

Cψχsκ-
1
2 [( Asin

2 χ+ Bcos2 χ ) κ 2 + Cψ 2 ] κ= 0

(24)

- d3
ds3 ( )Cψ

κ
- d2
ds2 ( )Cψκ'

κ 2
-

d
ds
é
ë
ê

ù
û
ú

Cψ
κ 2
( κ 3 - κτ 2 )- 2( Asin2 χ+ Bcos2 χ ) κτ +

Cψ
κ 2
( κ'τ 2 - 2κττ' )-( Asin2 χ+ Bcos2 χ ) κτ'= 0

(25)

C
d
ds ψ-

1
2 ( A- B ) κ 2 sin2 χ= 0 (26)

式中 ψ= τ+ χs-ω 03。联立方程 (19，20)和方程组

(24—26)，可以发现当 Γ2'=0, Γ3'=0, Γ4'=0时，方

程组 (24—26)能够退化到方程 (19，20)的形式，因

此，非圆截面弹性细杆的 Euler⁃Lagrange方程(24—
26)具有更强的通用性。

2 计算与分析

自从 X射线衍射技术应用于探索DNA的几何

构型，其双螺旋结构就引起了人们的广泛关注。而

DNA分子密度表明，规则的双螺旋结构是由两条

多聚核苷酸链组成。而核苷酸的性质是由碱基配

对理论来决定。碱基配对的方式不同，必然会产生

不同构象的 DNA分子链。Watson和 Crick提出的

空间几何结构是 DNA钠盐在较高湿度下 (92%)的
纤维结构，即 B⁃DNA结构。B⁃DNA含水量较高，

是大多数 DNA在细胞中的构象，由 10对碱基对组

成。当相对湿度降至 75%以下时，DNA的纤维构

象具有不同于 B⁃DNA的结构特点，尽管也为右手

双螺旋，但螺旋半径变大而螺距减小，碱基平面也

不与螺旋轴垂直，且每圈螺旋由 11个碱基对组成，

这种构象的DNA被称为A⁃DNA。而 Z⁃DNA的每

圈螺旋含 12对碱基，其双股螺旋为左旋型态，与

A⁃，B⁃DNA的右旋型态有明显差别（见图 1）。大

量医学研究证实，A⁃DNA，B⁃DNA与 Z⁃DNA是生

物细胞中最常见的 DNA分子链的 3种构象 [22⁃23]。

因此，选用合适的通用模型对其进行研究就显得十

分必要。由于实验中观察到的 A⁃，B⁃和 Z⁃DNA几

何结构近似于圆柱形螺旋线，为了降低计算复杂程

度，在此令曲率 κ与挠率 τ是独立于杆的弧长坐标 s

的，即 κ ΄=0，τ΄=0。

杆的刚度是由弹性模量 E、剪切模量 G及截面

的几何形状所决定的。由于细杆模型的截面为圆

截面，因此，其弯曲刚度与剪切刚度可表示为

A= B= Eπa4
4 C= Gπa4

2 (27)

由此，方程(19，20)可简化为

κ 2 - 2τ 2 - 1
1+ υ

ψ 2 = 0 (28)

另一方面，DNA分子链在三维欧几里得空间

可由如下参数方程表示

r ( s )= ( r0 coss,r0 sins,hs ) (29)
式中：r0为螺旋半径，h为一参数，且 h=p/2π，p为

图 1 DNA构象图

Fig.1 Configurations of A⁃DNA, B⁃DNA, Z⁃DNA
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螺距。当 κ ΄=0，τ ΄=0时，由式(2)可得

κ=
|| r' ( s )× r'' ( s )

|| r' ( s ) 3
= r0
r 20 + h2

τ=
( )r' ( s ),r'' ( s ),r''' ( s )

|| r' ( s )× r'' ( s )
2 = h

r 20 + h2

(30)

将式(29)代入方程(30)可得

χs=
(1+ υ ) ( r 20 - 2h2 ) - h

r 20 + h2
+ ω 03 (31)

χs=
- (1+ υ ) ( r 20 - 2h2 ) - h

r 20 + h2
+ ω 03 (32)

假设初始扭率为零，将表 1中 3种 DNA的几

何参数数据代入,方程 (31，32)分别给出了一正一

负两个 χs的数值。而由 A⁃DNA与 B⁃DNA均为右

手螺旋可知，χs>0。因此，对于 A⁃DNA与 B⁃DNA
两种构象的 DNA链段来说，只有方程 (31)的解是

有效的。

由方程 (30,31)，可以通过计算弹性细杆的曲

率 κ、挠率 τ、扭转角 χ，从而确定用以模拟 A⁃DNA
和 B⁃DNA的弹性细杆的平衡几何构型。

由方程(31,32)可知，有实数解的前提条件为 r0

> 2 h，然而许多聚合物却不满足这个条件，例如

Z⁃DNA(r0/h=1.24< 2 )。因此，继续用圆截面弹

性细杆模型描述 Z⁃DNA就不合适了。因此，采用

椭圆截面弹性细杆模型来描述 Z ⁃DNA 的平衡

构型。

由 κ ΄=0，τ ΄=0可知，Euler⁃Lagrange方程组中

方程(25)恒成立，则有

( Asin2 χ+ Bcos2 χ ) ( κ 2 - τ 2 )- 1
2 [ ( Asin

2 χ+

Bcos2 χ ) κ 2 + C ( τ+ χs- ω 03 )2 ]+
C ( 2τ+ χs ) ( τ+ χs- ω 03 )= 0 (33)

d
ds ( χs )-

1
2 ( A- B ) κ 2 sin2 χ= 0 (34)

对于一种给定构象的 DNA分子链，例如 Z ⁃
DNA，其 χs的值必定为一定值。因此，它的扭率 ω3
(ω3= τ+ χs)也为一常值，且 A≠B、κ≠0，则方程

(34)有

sinχcosχ= 0 χ= j
π
2 ( j= 0,1,2,… ) (35)

将式(35)代入式(33)可得

Aκ 2 - τ 2 ( 2A- 3C )- Cω 03 ( 2τ+ ω 03 )= 0
j= 1,3,5,⋯ (36)

Bκ 2 - τ 2 ( 2B- 3C )- Cω 03 ( 2τ+ ω 03 )= 0
j= 0,2,4,⋯ (37)

方程 (36，37)形式上相似，区别在于它们中的

弯曲项，分别反映了杆对截面不同惯性主轴的弯曲

能。然而，基于经典弹性理论，可知物体总会倾向

于沿着产生惯性矩小的惯性主轴弯曲。由椭圆截

面的弯曲刚度公式

A= EIx= E ∫S y 2dS= Eπa3b
4

B= EIy= E ∫S x2dS= Eπab3
4 (38)

可知 A > B。因此，在本文中，只选择方程

(37)进行分析。

由于 Z⁃DNA为左螺旋的DNA分子链，因此其

曲率与挠率分别为

κ= r0
r 20 + h2

τ=- h
r 20 + h2

(39)

将式(39)代入方程(37)可得

B ( r 20 - 2h2 )+ 3Ch2 - Cω 03 ( r 20 + h2 ) [ ω 03 ( r 20 +
h2 )+ 2h ]= 0 (40)
椭圆截面的扭转刚度公式为

C= GIz=
Gπa3b3
a2 + b2

(41)

令 b=ka，k为尺度参数，并将式 (38，41)代入方

程(40)，有
1
k 2
( r 20 - 2h2 )+

2
( 1+ ν ) ( 1+ k 2 ) {3h

2 - ω 03 ( r 20 +

h2 ) [ ω 03 ( r 20 + h2 )+ 2h ] } = 0 (42)
以 r0为未知量，h为已知量，由方程 (42)可解出

四组解

r0 = -{-h2 -
h
ω 03
- 1+ ν
4 (ω 03 )2

- 1+ ν
4k 2 (ω 03 )2

- 1
4k 2 (ω 03 )2

{ [ 1+ k 2 + ν+ k 2 ν+ 4k 2ω 03 h+ 4k 2 ×

(ω 03 )2h2 ]2 - 16k 2 (ω 03 )2 [ (-1+ 2k 2 - ν- k 2 ν ) h2 + 2k 2ω 03 h3 + k 2 (ω 03 )2h4 ] }1/2 }1/2
(43)

r0 = {-h2 -
h
ω 03
- 1+ ν
4 (ω 03 )2

- 1+ ν
4k 2 (ω 03 )2

- 1
4k 2 (ω 03 )2

{ [ 1+ k 2 + ν+ k 2 ν+ 4k 2ω 03 h+ 4k 2 ×

(ω 03 )2h2 ]2 - 16k 2 (ω 03 )2 [ (-1+ 2k 2 - ν- k 2 ν ) h2 + 2k 2ω 03 h3 + k 2 (ω 03 )2h4 ] }1/2 }1/2
(44)

表 1 A⁃，B⁃，和 Z⁃DNA的几何参数 [22,24⁃26]

Tab.1 Geometry properties of A⁃, B⁃, and Z⁃DNA

DNA
A⁃DNA
B⁃DNA
Z⁃DNA

p/nm
2.46
3.32
4.56

r0/nm
1.3
1.0
0.9

p/r0
1.89
3.32
5.07

r0/h
3.32
1.89
1.24
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r0 = -{-h2 -
h
ω 03
- 1+ ν
4 (ω 03 )2

- 1+ ν
4k 2 (ω 03 )2

+ 1
4k 2 (ω 03 )2

{ [ 1+ k 2 + ν+ k 2 ν+ 4k 2ω 03 h+ 4k 2 ×

(ω 03 )2h2 ]2 - 16k 2 (ω 03 )2 [ (-1+ 2k 2 - ν- k 2 ν ) h2 + 2k 2ω 03 h3 + k 2 (ω 03 )2h4 ] }1/2 }1/2
(45)

r0 = {-h2 -
h
ω 03
- 1+ ν
4 (ω 03 )2

- 1+ ν
4k 2 (ω 03 )2

+ 1
4k 2 (ω 03 )2

{ [ 1+ k 2 + ν+ k 2 ν+ 4k 2ω 03 h+ 4k 2 ×

(ω 03 )2h2 ]2 - 16k 2 (ω 03 )2 [ (-1+ 2k 2 - ν- k 2 ν ) h2 + 2k 2ω 03 h3 + k 2 (ω 03 )2h4 ] }1/2 }1/2
(46)

由于式 (43，44)中的 r0为复数根，式 (45)中 r0的
值为负，而螺旋半径 r0必为正实数。因此，式(46)才
是 方 程 (42) 的 实 数 解 。 取 ν =0.23, ω 03=
1.38 nm-1[15]，且已知 Z ⁃DNA 的 r0/h =1.24（见表

1），代入方程 (42)，可解出弹性细杆模型的椭圆截

面尺度参数 k=0.141。由此可以拟合出椭圆截面

弹性细杆的 r0⁃h曲线图，如图 2所示。而由图中实

线可知，基于方程 (46)得到的 r0/h值并不是常数，

但当 h的取值范围在区间 (0.2, 0.7) [27]时，两条曲线

的偏差很小，几乎重合。因此，在此区间内，椭圆截

面的弹性细杆模型仍能很好描述 Z⁃DNA的几何

构象。

3 结 论

本文采用了分析力学的方法，从能量角度出

发，以曲线的变分为基础，推导出能量密度函数依

赖于曲率、挠率、截面的扭转角及其一阶导数DNA
弹性曲杆的 Euler⁃Lagrange方程组。在此基础上，

采用了弹性细杆模型模拟了 A⁃，B⁃，Z⁃DNA的 r⁃h
曲线，讨论了弹性细杆模型描述 3种 DNA几何构

型的可行性。通过与实验数据进行了对比可以发

现，给定合适的曲率 κ、挠率 τ、扭转角 χ，圆截面弹

性细杆模型可以很好地模拟 A⁃DNA和 B⁃DNA的

平衡几何构型；而由于 Z⁃DNA结构的特殊性，选用

了椭圆截面弹性细杆模型对其进行模拟，通过计算

可以发现，当椭圆截面的长宽比 k=0.141时，椭圆

截面的弹性细杆模型可以很好描述 Z⁃DNA的几何

构象。本文的研究内容有望为 DNA分子构型的

研究与探索提供一定的理论基础与应用指导。
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