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摘要：纤维增强树脂基复合材料（Fiber reinforced polymer，FRP）的疲劳剩余刚度分布数据是 FRP结构疲劳可

靠性评估的基础数据之一。本文首先提出了一种剩余刚度概率模型。该模型的中值曲线为指数函数和线性

函数的组合，且在给定归一化寿命下的剩余刚度服从正态分布。然后完成了两种铺层的玻璃纤维和碳纤维试

件静载及疲劳试验，得到两种材料不同载荷下的剩余刚度变化曲线。通过研究发现，本文提出的模型可以较

好地描述试验结果。
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Abstract:The fatigue residual stiffness distribution of fiber ‑ reinforced polymer composites（FRP） is one of
the basic data for fatigue reliability assessment of FRP structures. In this paper，a residual stiffness probability
model is proposed. The median curve of the model is a combination of an exponential function and a linear
function，and the residual stiffness under a given normalized life obeys a normal distribution. The static and
fatigue tests of the two laminates of glass fiber and carbon fiber composite specimens are completed，and the
residual stiffness curves of different materials under different loads are obtained. Research result shows that
the model proposed in this paper can better describe the test results.
Key words: FRP composites；residual stiffness；reliability assessment；probability model

纤 维 增 强 树 脂 基 复 合 材 料 (Fiber reinforced
polymer,FRP)在航空航天、车辆、兵器等领域得到

了越来越多的应用。FRP结构的疲劳问题是亟待

解决的问题之一。目前采用 FRP结构的刚度变化

量作为疲劳损伤的度量是复合材料疲劳性能评估

的主要方法 [1‑2]，因此剩余刚度分布是 FRP结构疲

劳可靠性评估的基础数据之一。

目前对 FRP结构的剩余刚度分布已有一些

研究。Yang等 [3‑4]认为剩余刚度下降率是循环数

的幂函数，将初始刚度和参数看成是统计变量，从

而建立了具有统计意义的刚度退化模型。Plum‑
tree等 [5]将 FRP材料的损伤分为基体裂纹快速扩

展和脱胶及分层两部分，分别使用双参数Weibull
分布和 Paris公式来描述。 Jain等 [6]对短纤维增强
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复合材料的刚度下降数据进行了统计分析，发现

纤维取向不同对剩余刚度分布没有显著影响。王

殿富等 [7]总结了常幅疲劳载荷作用下的刚度退化

规律，建立了关于加载寿命比的指数形式的刚度

退 化 统 计 分 布 模 型 。 冯 培 锋 等 [8‑9]通 过 试 验 对

FRP材料的刚度退化特性进行了统计研究，得到

了良好的效果。

本文分析了造成 FRP材料疲劳性能分散性的

原因，并提出一种 FRP材料疲劳剩余刚度半经验

概率模型。使用玻璃纤维和碳纤维两种材料 4种
铺层层合板进行刚度退化试验，并对特定归一化寿

命下的剩余刚度分布进行了预测。最后进行检验，

发现剩余刚度试验结果符合预测分布。

1 FRP材料力学性能不确定性分析

由于 FRP材料损伤机理复杂，制造过程中内

部缺陷广泛存在且种类众多，对外界环境及加载条

件敏感，导致了 FRP材料疲劳性能分散性较大。

FRP层合板的主要缺陷是气泡、纤维弯曲、纤维分

布不均等 [10]。

气泡在 FRP材料单层中的大小和位置都是随

机分布，对材料性能造成显著影响。试验研究表

明，气泡的含量每增加 1%，会使得 FRP材料的层

间性能和弯曲性能下降 5%以上。李波等 [11]对一

定孔隙率下气泡直径对 FRP材料横向拉伸强度的

影响进行了数值分析，发现当气泡直径从 0.5 μm
变化到 3.5 μm时，横向强度下降从 4.7% 增加到

16.1%。

由于树脂凝固的不均匀，导致在纤维的纵向

和法向都产生了残余应力，纤维方向偏差呈空间

随机分布。Yurgartis[12]通过试验研究发现，绝大

部 分 纤 维 铺 设 角 的 误 差 都 在 3°以 内 。 Jumahat
等 [13]对压缩载荷下单向铺层 FRP材料的失效行为

进行了广泛的试验研究，发现当纤维偏角为 2°，
3°，5°时，压缩强度相较于 1°情况下分别下降了

30%，45%及 65%。

观察 FRP材料单层板横截面显微照片可以发

现，纤维束是随机而不是均匀分布的，存在纤维集

中区和树脂集中区。导致树脂对各个纤维的支持

效果不同，单向板横截面上不同区域承载能力也不

同，这对 FRP材料力学性能，特别是弯曲性能有显

著影响。

加载条件和外部环境对 FRP材料的疲劳性能

同样有显著影响，会影响 FRP材料中基体裂纹起

始的位置、扩展方向和速度等，直接导致了材料力

学性能的分散性。

FRP材料模量分布可认为是由大量相互独立

的随机因素造成的，这些因素在形成时相互独立，

在疲劳加载过程中相互影响，共同控制着材料性能

的退化。

2 剩余刚度概率模型

2. 1 剩余刚度中值模型

用 FRP材料的疲劳剩余刚度定义疲劳损伤

量D，有

D= E 0 - E r

E 0 - E rc
(1)

式中：E 0为初始刚度，E r为剩余刚度，E rc为临界剩

余刚度。

本文采用了一种半经验 FRP材料疲劳损伤演

化模型 [14]

D= E 0 - E r

E 0 - E rc
= q (1- (1- n

N )
a )+(1- q ) n

N

(2)
式中：a和 q分别为由试验数据拟合得到的常数，n

为当前循环数，N为疲劳寿命。通过损伤参量D可

以得到疲劳剩余刚度 E r为

E r = E 0 -( E 0 - E rc ) (q (1- (1- n
N )

a )+
(1- q ) n

N ) (3)

2. 2 剩余刚度分布

通过对 FRP材料性能分散性的分析表明 FRP
材料的初始刚度和临界刚度可用正态分布表示，即

当 N/N f = 0 和 N/N f = 1 时 刚 度 的 概 率 密 度 函

数为

fE ( 0 )=
1

2π σE ( 0 )
exp ( - ( e ( 0 )- μE ( 0 ) )2

2σ 2E ( 0 ) )
fE ( 1 )=

1
2π σE ( 1 )

exp ( - ( e ( 1 )- μE ( )1 )2
2σ 2E ( 1 ) )

(4)

式中：e ( 0 )和 e ( 1 )分别为刚度 E 0 和 E rc 的取值。

μE ( 0 )，σE ( 0 )和 μE ( 1 ),σE ( 1 )分别为初始刚度 E 0和

临界刚度 E rc分布的均值和方差。

对于某个试件，在疲劳载荷加载过程中，FRP
试件的剩余刚度应按式 (3)的规律变化。对于同一

批试件，某个时刻 N/N f = x时剩余刚度的分散性

应处于初始模量 E 0 和临界模量 E rc 分散性之间。

因此假设，FRP材料剩余刚度的变异系数在初始

刚度 E 0 分布的变异系数 VE ( 0 )和临界剩余刚度

E rc分布的变异系数 VE ( 1 )之间呈线性变化，即当

N/N f = x时刚度的概率密度函数为
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fE ( x )=
1

2π σE ( x )
exp ( - ( e ( x )- μE ( x ) )2

2σ 2E ( x ) ) (5)
式中

μE ( x )= μE ( 0 )-( μE ( 0 )- μE ( 1 ) )
é

ë
êêq (1- (1-

n
N )

a )+(1- q ) n
N

ù

û
úú

VE ( x )=
σE ( x )
μE ( x )

= VE (0) -[VE ( 0 )- VE ( 1 ) ] x

(6)
式中：μE ( x ),σE ( x )分别为指定寿命比 x下剩余刚

度 E r分布的均值和方差。VE ( x )为 E r分布的变异

系数。

3 试验验证

3. 1 材料与试件

本文采用玻璃纤维材料(GFRP) E‑glass/YPX‑
3300和碳纤维材料 (CFRP) T700/YPX‑3001对上

述模型进行验证。玻璃纤维层合板名义单层厚度

为 0.125 mm，碳 纤 维 层 合 板 名 义 单 层 厚 度 为

0.143 mm。层合板铺层为 [45/0/-45/0]2S和 [45/
0/-45/90/45/0/-45/0]S。试件几何尺寸如图 1
所示。

3. 2 试验过程

试验在 MTS370系列电液伺服试验机上完

成。首先测量试件几何尺寸，然后进行静拉伸试

验，最后进行疲劳剩余刚度试验。采用试验机配套

的MTS引伸计测得应变并得到切线模量。试验

执 行 GT/T 3354—1999，GB/T 1446—2005 和

GB/T 16779—2008标准。静强度采用位移控制，

加载速率为 0.5 mm/min，每种铺层取 6件试件进

行试验。疲劳试验采用载荷控制，加载频率为

8 Hz，波形为正弦波，应力比 R= 0，每个载荷水平

5件试件。

3. 3 试验结果

试验测得的静强度如表 1所示，测得的初始刚

度和临界刚度及其分布分别如表 2及表 3所示。

图 1 试验件

Fig.1 Specimen schematic diagram

表 1 FRP层合板静拉伸强度

Tab.1 Static tensile strength for FRP laminates

试件

种类

GFRP

CFRP

铺层

[45/0/-45/0]2S
[45/0/-45/90/45/0/-45/0]S

[45/0/-45/0]2S
[45/0/-45/90/45/0/-45/0]S

试件

数量

6
6
6
6

强度均

值/MPa
710.58
582.57
1 401.30
1 148.52

表 2 FRP层合板初始刚度分布

Tab.2 Distribution of initial stiffness for FRP laminates

试件种类

GFRP

CFRP

铺层

[45/0/-45/0]2S

[45/0/-45/90/45/0/-45/0]S

[45/0/-45/0]2S

[45/0/-45/90/45/0/-45/0]S

载荷水平

(σ/σb)/%
44
54
60
65
45
50
58
68
70
73
77
80
60
65
70
75

刚度均值

μE/GPa
29.08
29.36
29.34
29.27
25.61
25.36
26.71
27.19
66.67
66.10
65.65
66.73
59.29
60.11
59.41
61.00

刚度方差

σE/GPa
1.30
0.61
0.93
0.93
0.79
1.06
0.63
1.01
1.84
2.79
1.37
0.96
1.58
1.20
1.45
0.52

变异系数

(σE/μE)/%
4.46
2.08
3.17
3.18
3.08
4.18
2.36
3.72
2.77
4.22
2.09
1.43
2.66
2.00
2.44
0.85
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对所提出的刚度退化模型中参数进行拟合，得

到各个载荷水平下一组刚度退化曲线的参数均

值。发现参数 a,q的均值随载荷的增加而非线性

下降，所以使用二次多项式描述不同载荷下参数的

变化情况，可得参数 a,q的拟合值，分别见表 4
及表 5。

表 3 FRP层合板疲劳临界刚度分布

Tab.3 Distribution of critical stiffness for FRP laminates

试件种类

GFRP

CFRP

铺层

[45/0/-45/0]2S

[45/0/-45/90/45/0/-45/0]S

[45/0/-45/0]2S

[45/0/-45/90/45/0/-45/0]S

载荷水平

(σ/σb)/%
44
54
60
65
45
50
58
68
70
73
77
80
60
65
70
75

刚度均值

μE/GPa
24.10
24.25
24.37
25.62
19.79
20.20
20.98
21.70
52.79
53.84
56.12
56.93
46.24
45.61
48.28
48.69

刚度方差

σE/GPa
0.29
0.24
0.47
0.42
0.08
0.14
0.21
0.21
0.64
0.50
0.73
0.47
0.89
1.04
1.22
1.40

变异系数

(σE/μE)/%
1.18
1.00
1.92
1.65
0.38
0.69
0.99
0.96
1.21
0.93
1.30
0.82
1.92
2.29
2.52
2.88

表 4 GFRP层合板刚度退化模型参数试验及拟合结果

Tab.4 Test and fitting results for parameters of stiffness degradation model for GFRP laminates

层合板

[45/0/-45/0]2S

[45/0/-45/90/45/0/-45/0]S

载荷水平

(σ/σb)/%

44
54
60
65
45
50
58
68

参数 a

均值

42.43
20.21
14.02
17.11
58.26
43.82
36.93
20.80

拟合值

42.57
19.48
15.02
16.70
56.55
47.37
34.47
21.42

参数 q

均值

0.724
0.686
0.572
0.363
0.804
0.716
0.701
0.648

拟合值

0.722
0.697
0.557
0.369
0.792
0.741
0.684
0.652

表 5 CFRP层合板刚度退化模型参数试验及拟合结果

Tab.5 Test and fitting results for parameters of stiffness degradation model for CFRP laminates

层合板

[45/0/-45/0]2S

[45/0/-45/90/45/0/-45/0]S

载荷水平

(σ/σb)/%

70
73
77
80
60
65
70
75

参数 a

均值

26.89
23.51
19.51
11.66
26.08
20.79
16.55
12.11

拟合值

26.89
23.51
19.51
11.66
26.01
20.98
16.36
12.17

参数 q

均值

0.668
0.599
0.566
0.579
0.513
0.477
0.465
0.458

拟合值

0.668
0.599
0.566
0.579
0.512
0.480
0.462
0.459

537



第 51 卷南 京 航 空 航 天 大 学 学 报

结合疲劳试验得到的不同材料在各个载荷水

平下的初始刚度及临界刚度分布结果，以及参数拟

合出的参数预测值，就可以得到任意指定归一化寿

命上的刚度分布。以 [45/0/-45/0]2S铺层 GFRP
层合板在 44%载荷水平下为例，试验结果与预测

分布比较如图 2所示。

对剩余刚度的所有试验测得的数据点进行了

显著性水平 α= 0.05的 K‑S检验，结果表明 CFRP
和 GFRP的剩余刚度在归一化寿命上均符合式 (6)
给出的剩余刚度分布模型。

在实际工程使用中，对一组相同材料进行不同

载荷水平下的疲劳试验，得到初始刚度，临界剩余

刚度，指定寿命比下剩余刚度的分布。使用上述描

述的过程求得分别以二次多项式描述的参数 a,q
的变化情况。对于同种材料，在某个新的载荷水

平，计算出对应的参数 a,q值，测得初始刚度，临界

刚度的分布特征，就可以使用本文提出的模型得到

任意寿命比下剩余刚度的分布情况。

4 结 论

本文从损伤机理、内部缺陷、外部载荷及环境

3个方面探讨了造成 FRP材料分散性的原因。可

以看出，大量随机而独立出现的因素（如孔隙，夹

杂，纤维弯曲等），在 FRP材料中普遍存在，它们在

疲劳过程中相互作用，显著影响着材料力学性能的

退化。

本文提出了一种概率化的剩余刚度模型，并使

用试验数据拟合得到了模型参数。从试验结果看

出，正态分布可以较好地描述 FRP材料剩余刚度

分布，且变异系数在初始模量和临界模量变异系数

之间呈线性变化。
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