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一种新的多输出重要性测度及其高效计算方法
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摘要!基本变量重要性测度分析是结构安全评估以及工程优化设计的一项必要工作!本文结合矩独立重要性测

度思想和基于方差的重要性测度思想"提出了一种新的适用于多个输出的重要性测度!所提测度利用概率积分

转化#

E,*F.F3/39

:

3-97

4

,.93*-9,.-80*,G.93*-

"

EBH

$"将输出的不确定性由输出的联合分布函数来表征!在多输出

情况下"相比单纯基于方差的重要性测度"所提测度能够同时包含各个输出的不确定性及其相关性!而相比单

纯的矩独立重要性测度"由于它使用方差来衡量变异性"因而求解过程更为简便!在计算多输出的分布函数时"

本文采用基于分数矩的极大熵方法结合
1.9.0

变换法"在保证求解精度的同时大大降低了模型调用次数!数值

和工程算例说明了该测度的合理性以及计算方法的高效性!
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在工程结构设计及风险评估中$需要考虑输入

变量的不确定性对输出响应性能不确定性的影响

程度'而输出响应性能往往不止一个'传统的单

个输出性能下基于方差或矩独立重要性测度可以

对每个输出单独进行分析$然而由于输出之间一般

具有相关性$这样单独分析每个输出的方法会造成

各个指标间不同程度的信息冗余$使得分析结果难

以被解释(

&D$

)

'因此$更好的方法是把多输出看作

一个整体来对待'

J.G

P

F7//

等人基于对输出响应量的分解提出

了一种简单实用的重要性测度方法(

&

)

'它通过对

输出响应量进行正交分解$提取包含信息最多的几

个成分$再单独进行重要性分析'

S.GF*-3

等人将

其应用于农作物生长模型的分析中$并提出了一套

新的综合测度(

#D!

)

'

K.GF*.

等人基于协方差分

解$提出一种广义的重要性测度(

C

)

$该测度求解过

程相比
J.G

P

F7//

所提测度更为高效$但它们本质

上是等价的(

$

)

'这些方法直接把输出#协%方差作

为输出不确定性的唯一衡量$相比输出的完整概率

分布$损失了很多信息(

(

)

'因此$更好的重要性测

度应该考虑输出的完整概率分布'

J+3

等人(

'

)将

I*,

4

*-*6*

(

\

)在单输出下的矩独立指标扩展到多

输出条件下$定义了基于联合概率密度函数#

E,*F

D

.F3/39

:

Q7-839

:

0+-<93*-

$

E@Y

%的重要性测度'虽

然该测度全面考虑了多个输出响应的不确定性以

及输出间的相关性$但文献(

'

)在求解多输出的联

合
E@Y

时$采用的是直方图法$计算量大且输出的

维数高时很难较准确地求得输出的联合
E@Y

'

S3

等人(

"

)综合前人在单输出条件下基于分布函数

#

J+G+/.9367Q389,3F+93*-0+-<93*-

$

J@Y

%的重要

性测度方法(

&%D&$

)

$通过使用概率积分转化#

E,*F.
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F3/39

:
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EBH

%方法(

&#

)

$提出

了一种基于
J@Y

的多输出重要性测度$该测度以

联合
J@Y

的
EBH

分布作为输出不确定性的度量$

同
J+3

的测度一样包含了输出响应的完整不确定

信息及其相关性信息'由于计算时需要在循环内

部求解
EBH

变量的分布函数和条件分布函数$并

在全域内进行积分$它的求解过程依旧十分繁琐'

本文在文献(

"

)基础上$结合基于方差的重要性测

度方法$提出一种新的多输出重要性测度'该测度

同样利用
EBH

方法$在保留多输出响应不确定性

和相关性信息的同时$将多维响应量化为单维'对

单维
EBH

变量使用基于方差的重要性测度分析方

法$所得测度同样能够很好地反映出输入变量不确

定性对多输出响应不确定性的影响程度$且包含输

出之间相关性的信息'由于无需对
EBH

变量再求

分布函数并在全域内积分$而只需求其方差$所提

测度求解过程更为简便'文献(

&!

)提出一种基于

分数矩的极大熵方法$可以高效估计输出响应的边

缘概率密度函数$而联合概率密度函数可以使用文

献(

&C

)所提
1.9.0

变换法高效估计$本文将在这两

种方法的基础上$改进多输出联合分布函数的解

法$提出一种高效求解方法用于计算所提测度'
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显然变量
"

中已经包含了多输出响应的单维

信息及多输出之间的相关性信息$且
"

为单维随

机变量$在比较
"

和
4

%

固定
"

;

4

%

的分布差异时$

可以采用
"

的方差
<

#

"

%和
"

;

4

%

的方差
<

#

"

;

4

%

%的差异$并采用绝对值的形式以保留在后续求

平均差异时
4

%

的影响'对
<

#

"

%和
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#

"

;

4

%

%的

绝对值差异
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% 求平均$可定义

式#
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%所示的新指标
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对多个输出综合

统计特征的影响
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式中!
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%为
4

%

的概率密度函数'

!

%

越大$表

示固定
4

%

对输出响应的联合分布的变异性影响越

大$

4

%

就越重要'特别地$当
4

%

和输出响应
"

独

立时$

<
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;
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%

7
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#
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%在
4
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的全域内恒成立$
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7
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' 当
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的不确定性完全来自于
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时$
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7
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式中!
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新指标的求解
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!!

求解
!

%

指标首先要计算输出响应的联合分布

函数
:

"

#

8

&

$*$

8

9

%以 及 条 件 联 合 分 布 函 数

:

8

;

4

%

#

8

&

$*$

8

9

%'由于
EBH

随机变量
"

是输出

响应
"

的分布函数
"

7

:

"

#

8

&

$*$

8

9

%$

"

的样本

/

B

#

B

7

&

$*$

3

%#

3

为样本个数%可以通过对
8

求

经 验 分 布 函 数$并 由
"

的 样 本
#B

7

CB&

$*$

C
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ZG

#
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7

&

$*$
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%来获得
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%

式中!

:

9

"

#

C

%为
"

的经验分布函数&

3

为样本点个

数&#

CB&

$*$

CZG

%#

B

7

&

$*$

3

%表示第
B

个随机样

本'

!

%

指标具体求解步骤如下!
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%先根据输入变量
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$

%$产生
3

个输入变量
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$
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#
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7

&

$*$

3

F

%$由
#F

;

A

B%

#

B

7

&

$*$

3

&

F

7

&

$*$

3

F

%获得经验分布函数

:

9

"

;

A

B%

#

#

%$并由
/

F

;

A

B%

7

:

9

"

;

A

B%

#

CF

;

A

B%

%获得
4

%

7

A

B%

情 况 下 的
3

F

个 条 件 样 本
%

;

A

B%

7

/

&

;

A

B%

$*$

/

3

F

;

A

+ ,

B%

$由此可以获得
4

%

7

A

B%

时

"

;

4

%

7

A

B%

的条件样本方差估计E

<

#

"

;

4

%

7

A

B%

%$

计算差值
#

B%

7

E

<

#

"

%

=

E

<

#

"

;

4

%

7

A

B%

%#

B

7

&

$

*$

3

%&

#

!

%经过上述步骤$

!

%

可由 &

3

&

3

B

7

&

#

B%

E

<

#

"

%

来估

计'

=>=

!

新指标求解的
!*)*0

方法

$?&

节
*̂-97J.,/*

法简单直观$易于编程实

现'可将其收敛解作为精确对照解'然而
*̂-97

J.,/*

法的求解过程需要双层抽样且每一层均需

大量样本$内层还要对样本进行排序#求经验分布

函数%$因而效率很低'为了提高求解联合分布函

数的效率$本节引入一种新的计算方法!首先利用

基于分数矩的极大熵法求解出各个输出的边缘概

率密度函数$再使用
1.9.0

变换法获得多输出的联

合概率密度函数'由联合密度函数积分得到联合

分布函数'

$?$?&

!

基于分数矩的极大熵准则估计单个响应函

数的边缘概率密度函数

多输出响应
"

7

#

8

&

$*$

8

9

%

H 中单个输出

8

G

#

G

%

&

$*$

+ ,

9

%的概率密度函数
@8

G

#

C

G

%的熵

表示如下

1

#

@8

G

%

7=

"

8

G

@8

G

#

C

G

%

/-

#

@8

G

#

C

G

%%

Q

C

G

#

C

%

!!

熵是表示混乱度的一个量$实际中认为熵最大

的系统也是最稳定最能被利用的系统$因此要估计

@8

G

#

C

G

%的值时$当某个估计E

@8

G

#

C

G

%的熵最大时$

它与真实值最接近'

基于极大熵理论$要找到E

@8

G

#

C

G

%相当于将求

解问题变成了一个优化的过程

目标!

@8

G

#

C

G

%

最大化!

=

"

8

G

@8

G

#

C

G

%

/-

#

@8

G

#

C

G

%%

Q

C

G

约束!

"

8

G

C

#

B

G

@8

G

#

C

G

%

Q

C

G

7

H

#

B

8

)

*

+

G

#

(

%

式中
H

#

B

8

G

为输出响应的
#

B

#

B

7

%

$

&

$*$

I

%阶分数

矩'文献(

&C

)指出$采用分数矩比采用整数阶矩包

含更多的样本信息$因此对输出响应的概率密度函

数的拟合也就更准确'

文献 (

&!

)通过构造拉格朗日函 数$求 得

@8

G

#

C

G

%的估计值E

@8

G

#

C

G

%如下

E

@8

G

#

C

G

%

7

7[

P

#

=

&

I

B

7

%

$

BC

G

#

B

% #

'

%

式中!

!7

(

$

%

$

$

&

$*$

$

I

)

H 为拉格朗日乘数&

"7

(

#

&

$*$

#

I

) 为 分 数 阶'

#

%

7

%

$

$

%

7

/-

"

8

7[

P

#

=

&

I

B

7

&

$

BC

#

B

G

%

Q

C

( )

G

' 具体求解过程见文

献(

&!

)$此处不再赘述'

该方法可以高效准确地估计出单个随机输出

响应的边缘概率密度函数'本文使用该方法计算

多输出响应的边缘概率密度函数$用以求解后面的

联合分布函数'

#!!

第
#

期 左健巍$等!一种新的多输出重要性测度及其高效计算方法



$?$?$

!

基于
1.9.0

变换求解多输出的联合概率密

度函数

1.9.0

变换是原始变量空间到标准正态空间

的转换过程的一个数学模型(

&C

)

$它根据每个随机

变量的边缘概率密度函数-分布函数和随机变量之

间的相关系数来求解变量之间的联合密度函数'

因此为了求解多输出响应
"

7

#

8

&

$*$

8

9

%

H 的联

合概率密度函数
@"

#

#

%$须知道单个输出
8

G

#

G

7

&

$*$

9

%的概率密度函数
@8

G

#

C

G

%和累积分布函

数
:

8

G

#

C

G

%$以及多输出响应的相关系数矩阵
#

7

%

%

( )

G

#

%

$

G

%

&

$*$

+ ,

9

%'

1.9.0

变换过程如下'

使用
S3+

和
Q7,_3+,7

4

N3.-

的等概率转换原

则(

&(

)

&

#

6

G

%

7

:

8

G

#

C

G

%

6

G

7&

=

&

#

:

8

G

#

C

G

)

*

+

%%

G

7

&

$*$

9

#

\

%

其中引入标准正态随机向量
&

7

#

6

&

$*$

6

9

%

H

$式

中
&

#

.

%和
&

=

&

#

.

%分别为标准正态变量的累积分

布函数和逆累积分布函数'

根据
1.9.0

变换理论$利用隐函数求导法则$

可以推导出随机向量
"

的联合概率密度函数为

@"

#

#

%

7

@8

&

#

C&

%

@8

$

#

C$

%*

@8

9

#

C9

%

'

9

#

&

$

#

%

%

'

#

6

&

%

'

#

6

$

%*

'

#

6

9

%

#

"

%

式中
'

#

.

%为标准正态分布变量的概率密度函数'而

'

9

#

&

$

#

%

%

7

&

#

$

$

%

9

Q79

#

#

%槡 %

7[

P

#

=

&

$

&

H

%

#

=

&

%

&

%

%

#

&%

%

对应于均值为
%

-方差为
&

及相关系数矩阵为
#

%

的

9

维标准正态分布'其中
Q79

#

#

%

%表示
#

%

的行列

式的值'假设多输出响应
"

的相关系数矩阵
#

的

各个分量为
%

%

G

$则标准正态随机向量
&

的相关系

数矩阵
#

%

的各阶分量
%

%%

G

可通过式#

&&

%求解

%

%

G

7

"

?]

=]

"

?]

=]

#

C

%

=

(

C

%

)

C

%

%#

C

G

=

(

C

G

)

C

G

%

@8

%

8

G

#

C%

$

C

G

%

.

Q

C%

Q

C

G

7

"

?]

=]

"

?]

=]

#

:

=

&

8

%

#

&

#

6

%

%%

=

(

C

%

)

C

%

%

.

#

:

=

&

8

G

#

&

#

6

G

%%

=

(

C

G

)

C

G

%

'

$

#

6

%

$

6

G

$

%

%%

G

%

Q6

%

Q6

G

#

&&

%

式中!

@8

%

8

G

#

C%

$

C

G

%为
8

%

和
8

G

的联合概率密度函

数&

:

=

&

8

%

#

.

%-

:

=

&

8

G

#

.

%分别为
8

%

和
8

G

的逆累积分布

函数'

求解上述非线性方程$即可完全确定
#

%

$

@8

#

#

%也可确定'本文使用
1.9.0

变换法求解各

个输出之间的联合密度函数$再积分求得联合分布

函数'

$?$?#

!

完整求解过程

本小节给出所提指标的高效求解方法$完整过

程如下'

第
&

步!对每个输出
8

G

$使用基于分数矩的极

大熵方法计算每个输出的边缘概率密度函数

@8

G

#

C

%$并积分获得其边缘分布函数
:

8

G

#

C

%

#

G

7

&

$*$

9

%' 其中$计算分数矩
H

#

B

8

G

#

B

7

%

$

&

$

*$

I

&

G

7

&

$*$

9

%时$使用文献(

&!

)所给出的降维

积分法$将每个单个输出表示如下

C

G

#

$

%

,

C

J

G

#

$

%

7

C

G

%

-

'

%

7

&

#

C

G

#

A

%

$

$

"

%

%

C

G

#

$

%

%#

&$

%

式中!

C

G

#

$

%表示所有输入变量取均值时单个输出

的响应值&

C

G

#

A

%

$

$

"

%

%表示除输入变量
4

%

以外其

他输入变量都取均值
$

"

%

时单个输出的响应值'

则分数矩
H

#

B

8

G

即可由式#

&#

%计算

H

#

B

8

G

,

>

#

C

&

=

'

G

#

$

%

K

-

'

%

7

&

C

G

#

A

%

$

(

"

%

%%

#

( )

B

7

C

#

&

=

'

%

#

B

G

#

$

%

K

-

'

%

7

&

>

#

C

G

#

A

%

$

(

"

%

%%

#

( )

B

#

&#

%

!!

该方法将求多变量函数
C

G

#

$

%的分数矩转变

为求单变量函数
C

G

#

A

%

$

$

"

%

%的分数矩的乘积$只

需少量样本点#假设为
L

个%即可准确估计出单个

输出
8

G

的各阶分数矩#例如使用
K.+88

七点估计$

则样本点数量
L

7

'

%'

第
$

步!求解输出两两间的相关系数
%

%

G

' 根

据定义

%

%

G

7

M.N

#

8

%

$

8

G

%

)

8

%

.

)

8

G

7

>

#

8

%

8

G

%

=

>

#

8

%

%

.

>

#

8

G

%

>

#

8

$

%

%

=

>

$

#

8

$

%槡 %

.

>

#

8

$

G

%

=

>

$

#

8

$

G槡 %

%

$

G

7

&

$*$

9

#

&!

%

!!

式中的期望值同样可以由降维积分法求得$该

步可以确定原始空间的相关系数矩阵
#

'

第
#

步!由前两步所得边缘分布和相关系数矩

阵
#

$使用
1.9.0

变换法求得多输出联合概率密度

@"

#

#

%&并积分求得联合分布函数
:

"

#

#

%&选取合

适的数值积分方法#例如
K.+88

积分%用少量样本

点即可获得无条件方差
<

#

"

%

7

<

#

:

"

#

#

%%的精确

估计E

<

#

"

%'

第
!

步!固定第
&

步中
4

%

于每个样本点
A

B%

#

B

7

&

$*$

L

&

%

7

&

$*$

'

%处$代入功能函数获得

4

%

7

A

B%

条 件 下 的 多 输 出 响 应 函 数

8

!

"

%

;

4

%

7

A

B%

#

$

"

%

%' 同样使用基于分数矩的极大熵

方法求得有条件边缘概率密度函数
@8

G

;

4

%

7

A

B%

#

#

%

及分布函数
:

8

G

;

4

%

7

A

B%

#

#

%#

G

7

&

$*$

9

%$再使用

1.9.0

变换法求得联合分布函数
:

"

;

4

%

7

A

B%

#

#

%' 根

据
"

;

4

%

7

:

"

;

4

%

#

#

%计算条件方差
<

#

"

;

4

%

%的估

计值 E

<

#

"

;

4

%

7

A

%-

%$然 后 计 算 差 值
*

B%

7

E

<

#

"

%

=

E

<

#

"

;

4

%

7

A

B%

%'
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!

空
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天
!

大
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学
!

学
!

报 第
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第
C

步!

!

%

可由E
!

%

7

&

L

B

7

&

*

B%

.

O

B

E

<

#

"

%

来估计$其中

O

B

为积分点
A

B%

对应的权值'

A

!

算例分析

A?<

!

数值算例

!!

考虑如下多输出功能函数

5&

#

!

%

7

$4

&

=

#4

$

?

4

#

?

\

5$

#

!

%

7

4

&

?

$4

$

?

!4

#

=

+

$#

式中!

4

&

$

4

$

$

4

#

均为正态变量$且相互独立$均

值矢量为
#

$

!

$

( )

(

$标准差均为
&

'

#

种指标计算结果如表
&

所示'

表中!

+

%

为文献(

'

)所提基于
E@Y

的多输出重

要性测度指标$

,

%

为文献(

"

)所提基于
J@Y

的多

输出重要性测度指标'在该算例中$

!

%

指标与
+

%

指标以及
,

%

指标所得重要性排序结果一致'使用

*̂-97J.,/*

法
#

个指标模型调用次数均为 #

'3

F

?

&

%

3

'而所提方法模型调用次数为 #

'

L

?

&

%

93

*

P

9

$其中$

3

*

P

9

为使用基于分数矩的极大熵

方法求解边概率缘密度时的优化次数'一般地$

3

*

P

9

$

3

' 上述算例中$

*̂-97J.,/*

法模型调用

次数为#

#̀ C%%%%a&

%

C̀%%%%

,

'?C`&%

"

$而所

提方法的模型调用次数为#

#`'a&

%

`#`$Cb

&(C%

$运算次数大大减少'

表
<

!

数值算例分析结果
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+
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%
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&
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%
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#
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%
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工程算例

图
&

所示为一屋架结构'屋架上弦杆和其他

压杆为钢筋混凝土杆$下弦杆和其他拉杆为钢杆'

图
&

!

屋架结构示意图

Y3

4

?&

!

VZ79<NG.

P

*09N7,**09,+88

假设屋架承受均布载荷
P

$

O

M

-

>

M

-

O

Q

-

>

Q

-

R

分别为

MS

段混凝土和
M>

段钢杆的横截面积-弹性模量

和长度'

>

S

-

>

>

分别为
OS

段混凝土-

O>

段钢杆

弹性模量'由结构力学分析可得$

OS

杆受压最危

险$内力
:

OS

7=

&T&\C

P

R

&

>M

杆受压最危险$内力

:

>M

7

%T'C

P

R

&

M

点沿垂直地面方向位移为
#

U

7

PR

$

$

#

#T\&

O

M

>

M

?

&T&#

O

Q

>

Q

%'出于安全性和适用性$以
M

点向下挠度不超过
#<G

为约束条件'综上可得
#

个极限状态函数如下

5&

7

%T%#

=

PR

$

$

#

#T\&

O

M

>

M

?

&T&#

O

Q

>

Q

%

5$

7

>

S

O

M

=

&T&\C

P

R

5#

7

>

>

O

Q

=

%T'C

P

R

!!

假设所有变量均服从独立正态分布$分布参数

如表
$

所示$不同指标的计算结果如表
#

所示'

表
=

!

屋架结构基本随机变量分布参数

B*9>=

!

F2.)(29/)2'+

&

*(*%")"(.'09*.2,(*+5'%3*(*91".'0

)D"(''0)(/..

随机变量 分布类型 均值 标准差

均布载荷
P

"

#

1

.

G

c

&

%

正态
$%%%% &!%%

杆长
R

"

G

正态
&$ %?&$

截面积
O

M

"

G

$ 正态
%?%! %?%%!\

截面积
O

Q

"

G

$ 正态
"?\$̀ &%

c!

C?"\$̀ &%

cC

弹性模量
>

S

"

E.

正态
&?#!̀ &%

'

$?!&$̀ &%

(

弹性模量
>

>

"

E.

正态
#?#C̀ &%

\

!?%$̀ &%

'

弹性模量
>

M

"

E.

正态
$

K

&%

&%

%T&$

K

&%

&%

弹性模量
>

Q

"

E.

正态
&

K

&%

&&

%T%(

K

&%

&&

表
A

!

屋架算例
A

种指标计算结果

B*9>A

!

C"./1).'0)D(""2+52,".'0)D"(''0)(/.."E*%

&

1"

随机

变量
+

%

,

%

!

%

#

ĴG79N*Q

%

!

%

#

E,*

P

*87Q

7̂9N*Q

%

P

%?C%\

#

#

%

%?%&\

#

#

%

%?&%'

#

#

%

%?&%C

#

#

%

R %?!(C

#

'

%

%?%%#

#

'

%

%?%%$

#

\

%

%?%%#

#

\

%

O

M

%?!"'

#

!

%

%?%&%

#

!

%

%?%C!

#

C

%

%?%C!

#

C

%

O

Q

%?!\$

#

C

%

%?%%\

#

C

%

%?%C(

#

!

%

%?%(&

#

!

%

>

S

%?C\"

#

$

%

%?%$#

#

$

%

%?&'%

#

$

%

%?&''

#

$

%

>

>

%?(#"

#

&

%

%?%#"

#

&

%

%?$C(

#

&

%

%?$C\

#

&

%

>

M

%?!(#

#

\

%

%?%%$

#

\

%

%?%%!

#

'

%

%?%%#

#

'

%

>

Q

%?!'#

#

(

%

%?%%(

#

(

%

%?%!C

#

(

%

%?%!$

#

(

%

!!

从计算结果来看$本算例中
!

%

指标与
+

%

指标

以及
,

%

指标的重要性顺序基本一致'尤其是重要

性排在前
#

位的变量$

#

种方法所得结果完全相

同'存在微小的差异是因为
+

%

指标以及
,

%

指标是

完全基于概率分布的重要性测度指标$而
!

%

指标

是包含了分布信息#

J@Y

%的基于方差的重要性测

度指标$其本质上是反映了输出响应分布函数方差

与条件输出分布函数的方差之间的平均差异'这

种差异一般不等同于完全使用联合密度函数或者

C!!
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联合分布函数产生的差异$也不等同于对每一个输

出响应单独直接求方差产生的差异$而是两种不同

类型指标的一种综合'

G

!

结束语

本文提出了一种结构系统多输出情况下基于

概率积分转化的重要性测度新指标$用以衡量输入

变量不确定性对多输出响应整体分布函数变异性

的影响'所提指标可以指导工程实际对输入变量

进行重要性排序'新指标一方面使用概率积分转

化$包含了多个输出响应联合分布函数的信息$另

一方面以方差为标准$衡量联合分布函数的变异性

受输入变量的影响'因而相比基于方差的多输出

重要性测度指标$它包含了前者没有考虑的输出之

间相关性的信息以及多输出的整体分布函数信息'

相比完全基于概率分布的多输出重要性测度指标$

它以方差来衡量变异性$求解过程更为简单直观'

在求解新指标时$本文同时使用了基于分数矩的极

大熵方法和
1.9.0

变换法$大大提高了求解效率'
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S; ÎA1B^

$

^;_AeV_B@

$

SLU5KLfV

$

79

./? +̂/936.,3.97

4

/*F./87-8393639

:

.-./

:

8380*,Q

:

-.G

D

3<<,*

P

G*Q7/8

(

)

)

?Y37/QJ,*

P

8f787.,<N

$

$%%"

$

&&#

!

#&$D#$%?

(

!

)

!

S; ÎA1B^
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