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基于分布质量轴模型的尾传动轴系临界转速分析
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摘要!以直升机尾斜轴为研究对象!推导了传动轴的分布质量传递矩阵!模型中考虑了弯矩"横向位移"剪切变

形"转动惯量"陀螺力矩和轴向力等因素的综合影响#建立了膜片联轴器和弹性支承的传递矩阵#给出了尾传

动轴系临界转速的计算方法#以三支点水平轴系为分析对象!将本文传递矩阵法计算的结果与有限元法计算的

结果进行了对比分析!以检验本文传递矩阵法的有效性#本文传递矩阵法相对于有限元法的最大计算误差为

!=&E

!表明本文传递矩阵法的计算精度较高!同时本文传递矩阵法的计算速度更快!便于设计人员进行尾传动

轴系临界转速的影响因素分析#
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直升机尾传动轴系用于将主减速器输出的功

率和运动传递给中间减速器*尾减速器和尾桨$是

直升机上最长的传动链$其动力学性能的优劣将对

直升机传动系统的整体性能产生重要影响'有害



振动特别是共振会加速零部件的损坏$严重时将导

致灾难性事故发生'为确保直升机的安全$设计时

应保证尾传动轴系的各阶临界转速与其所有工作

转速之间留有足够的裕度#一般至少
&%E

以上%'

因此$尾传动轴系临界转速的计算与分析是其动力

学设计的关键内容之一'

传递矩阵法非常适合分析具有链状结构的系

统的振动特性'由于各基本单元的传递矩阵仅由

其力学特性所决定$使得其具有矩阵阶次低*计算

工作量小的特点(

&

)

$且便于考虑各种复杂结构和因

素的影响'因此$本文选用传递矩阵法分析尾传动

轴系的临界转速'丛家勇等人采用传递矩阵法对

尾传动轴系的横向振动固有特性进行了研究(

$C!

)

$

但是他们均将传动轴等效为多个集中质量与无质

量弹簧的组合体'为提高计算精度$哪怕是等截面

轴$仍需细分为多个轴段后再进行计算$所以其累

积误差较大(

BCD

)

'尾传动轴系中没有大圆盘结构$

尾传动轴具有质量连续均匀分布的特点$更适合采

用分布质量模型'采用分布质量模型进行临界转

速计算时$仅需在轴截面尺寸或单元类型发生变化

时进行分段$而无需对等截面轴进行分段(

"

)

$简化

了建立系统分析模型的过程$减小了计算工作量和

累积误差'

本文首先以更具代表性的直升机尾斜轴为

研究对象$推导了可以考虑弯矩*横向位移*剪

切变形*转动惯量*陀螺力矩和轴向力等因素综

合影响的尾传动轴的分布质量传递矩阵&然后$

分别推导了膜片联轴器和弹性支承的传递矩

阵&紧接着$给出了尾传动轴系临界转速的计算

方法&最后$通过实例验证了本文传递矩阵法的

正确性和有效性'

=

!

尾传动轴系主要部件的传递矩阵

采用传递矩阵法分析临界转速的核心工作在

于建立分析对象的传递矩阵'直升机尾传动轴系

由传动轴*法兰盘*联轴器和支承等典型部件组成$

故可将其等效为传动轴单元*集中质量单元*圆盘

单元*联轴器单元和支承单元等构成的链状结构

模型'

===

!

传动轴

大多数单旋翼直升机尾传动轴系包含水平轴

和尾斜轴'尾斜轴的横向运动可用如图
&

所示的

坐标系
.

/

0

/1/

2

/

描述$水平轴的横向运动可用坐

标系
.

&

0

&1&

2

&

描述'其中$

1/

与
1&

重合$

0

/

与
0

&

及
2

/

与
2

&

之间的夹角
!

为尾斜轴相对水平轴的

倾角'当
!

Y%

时尾斜轴转化为水平轴$即水平轴

是尾斜轴的一种特例'

图
&

!

尾传动轴的参考坐标系

Z1

2

=&

!

S5.5*5+:5:((*J1+,75J6

8

675I(.7,1-J*1456P,.7

考虑弯矩*横向位移*剪切变形*转动惯量*陀

螺力矩和轴向力等因素的综合影响时$传动轴的横

向振动微分方程为(
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式中!

"

$

3

$

%

&

分别为传动轴的密度*截面积和转

速&

8

为轴截面关于中性轴的惯性矩&

9

$

7

分别为

材料的弹性模量和剪切弹性模量&

*

2/

$

:

2/

分别为距

传动轴左端面
2

/

处的轴截面几何中心沿坐标轴

0

/

$

1/

的位移&

$

1

/

$

$

0/

分别为传动轴在平面
0

/

.2

/

和
1/

.2

/

内的转角&

4

为时间&

5

,%

为轴向力&

#

6

为轴

截面的剪切形状系数'对于空心轴$

#

6

的计算公式

为(

&%

)

#

6Y

#&]

# %

'

$

&],

# %

$ $

D]&$

'

]!

'

# %

$

&],

# %

$ $

]!,

$

B]#

'

]$

'

# %

$

#

$

%

式中!

'

为材料的泊松比&

,

为传动轴内外半径

之比'

从式#

&

%中消去
$

0/

和
$

1

/

后$得到关于
*

2/

和
:

2/

的耦合方程&同样$消去
*

2/

和
:

2/

后$可得到关于
$

0/

和
$

1

/

的耦合方程&然后令
-Y*
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]1:
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和
(

Y

$
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为虚数单位%$得到传动轴的横向弯曲自由振

A$"
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动控制方程为
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利用分离变量法(

&&

)求得式#

A

%中位移
-

和转

角
(

的解后$代入弯矩
;

2/

Y;

1

/

\1;
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和剪力

<

2/
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0/
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/

中$根据传动轴起始端#

2

/

Y%

%的状

态向量$即可推导出传动轴左右两端状态向量之间

的关系为
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%中的方阵
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为传动轴任意截面位置
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相对于其初始截面位置的传递矩阵$其表达式为
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槡 $

$

)

$

Y

\5] 5

$

\!槡 @

槡 $

设任意一段轴的长度和传递矩阵分别为
A

B

和

!

C

B

#

B

Y&

$

$

$+$

(

%$则只需将式#

B

%中
!

的
2

/

替换

成
A

B

即可'

==>

!

联轴器

尾传动轴之间通过膜片联轴器相连$联轴器通

过螺栓固定在两端的连接法兰上'可将连接法兰

等效为圆盘单元#其传递矩阵见
&DA

节%$将联轴器

等效为两端具有集中质量#考虑其转动惯量影响时

则需等效为圆盘单元%*中间为角向刚度和径向刚

度的力学单元'根据弹性联轴器左右两端状态向

量之间的传递关系$推导出膜片联轴器的传递矩阵

为
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式中!

E

为膜片*螺栓和垫片等部件的等效质量&

F

,

$

B

和
F

G

$

B

分别为第
B

个联轴器的角向刚度和径向

刚度$

%

为进动角速度'令式#

#

%中的角向刚度
F

,

$

B

和径向刚度
F

G

$

B

为
%

$则得到集中质量单元的传递

矩阵'

==?

!

支承

若轴承与轴承座刚度的量级与传动轴相当$则

需将其视为弹性支承#本文将刚性支承当作刚度无

限大的弹性支承处理%'若轴承座为刚性$则支承

刚度仅由轴承提供'直升机服役时$尾传动轴系除

对轴承产生径向载荷外还会作用一个弯矩$使得轴

承的内外圈之间除了产生径向位移外还产生相对

转角'所以$轴承除了提供径向刚度
F

I

外还提供

角向刚度
F

/

#弯曲刚度%'鉴于通用性的考虑$将

支承系统简化为支撑在弹性和阻尼元件上的圆盘

!$"
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单元$其受力关系如图
$

所示'经推导$支承单元

的传递矩阵为

!

B

Y

& % %%

% & %%

% F

/

$

B

] 8

J

$

B

%

!

\8

K

$

B

# %

%%

&%

E

K

$

B

%

$

\"G

I

$

B

%

\F

I

$

B

&

'

(

)

% %&

#

D

%

式中!

E

K

$

B

$

8

J

$

B

和
8

K

$

B

分别为第
B

个支承的等效圆

盘的集中质量#包括轴承*轴承座和转轴的参振质

量%*极转动惯量和直径转动惯量&

G

I

$

B

为第
B

个支

承的等效阻尼'令式#

D

%中支承的刚度和阻尼为

%

$则得到圆盘的传递矩阵'

图
$

!

具有圆盘的弹性支承系统的力学模型

Z1

2

=$

!

5̂:P,+1:,-I(J5-(.5-,671:6)

OO

(*71+

2

6

8

675I

:,**

8

1+

2

J16:

>

!

临界转速计算方法

由上节推导的传递矩阵建立尾传动轴系首末两

端状态向量之间的传递关系$根据系统两端支承的

边界条件推导出其频率方程$在给定的频率范围内$

对满足所有边界条件的进动频率进行搜索$所得结

果即为待求的临界转速'基于传递矩阵法的尾传动

轴系临界转速计算流程如图
A

所示(

&$

)

$其中$常见

支承条件下的始端矩阵
#

%

和末端矩阵
#

!

见表
&

'

图
A

!

传动轴系临界转速的传递矩阵法计算流程

Z1

2

=A

!

N,-:)-,71(+.-(M:P,*7(.7*,+6.5*I,7*1VI57P

C

(J.(*:*171:,-6

O

55J(.J*1456P,.76

8

675I

表
=

!

常见支承条件下的始端矩阵
#

@

和末端矩阵
#

!

3&8A=

!

B-#$#&'C&$"#D#

@

&-+$*"C#-&'C&$"#D#

$

9-+*"%0CE

C0-/9

))

0"$#-

F

%0-+#$#0-

支承条件 自由端 刚性铰支端 固定端

始端矩阵
#

%

& %

% &

% %

&

'

(

)

% %

% %

& %

% %

&

'

(

)

% &

% %

% %

& %

&

'

(

)

% &

末端矩阵
#

!

%%&%

( )

%%%&

&%%%

( )

%%&%

&%%%

( )

%&%%

B$"

第
#
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当待求解的临界转速数值过大或者传递矩阵

的数目过多时$受计算机字长限制$传统传递矩阵

法的累积误差较大$计算精度将大幅度降低$甚至

存在漏根现象'采用改进的
S1::,71

传递矩阵法可

以提高计算的数值稳定性和精度$其频率方程的具

体推导过程可参见文献(

&A

)'由于本文不存在此

种情况$故不再骜述'

传动轴的涡动有正向进动与反向进动之分$其

临界转速亦如此'令各部件传递矩阵中的
%

&

Y

%

$

所得结果即为正向同步进动时的临界转速&若令

%

&

Y\

%

$则为反向同步进动临界转速'由于正进

动更常见$且对应于传动轴偏心激励下可能激发的

临界转速(

&!

)

$本文取
%

&

Y

%

'

?

!

计算与分析

传动轴采用超临界设计可以减少支承数量$对

减重十分有利'某直升机水平传动轴系超临界方

案由两段轴*

A

个膜片联轴器和
A

个支承组成#额

定工作转速为
!&&B*

"

I1+

%$其简化分析模型如图

!

所示'

水平轴系的主要计算参数如表
$

所示'由于

水平轴系采用滚动轴承$阻尼很小$故本文忽略其

影响'为优化水平轴系的设计参数#轴长
A

$

和

A

A

%$对其进行多方案设计$

A

种方案的轴长
A

$

和
A

A

取值见表
A

'

分别采用本文传递矩阵法和有限元法#

_9^

C

NHZ

分析软件%对该水平传动轴系的临界转速进

行计算分析$计算结果的对比情况如表
A

所示'表

中的误差定义如下

误差
Y

本文传递矩阵法计算结果
\

有限元法计算结果
本文传递矩阵法计算结果 &̀%%E

#

"

%

图
!

!

水平传动轴系的简化计算模型

Z1

2

=!

!

_1I

O

-1.15J:,-:)-,71(+I(J5-(.P(*1U(+7,-J*1456P,.76

8

675I

表
>

!

水平传动轴系的计算参数

3&8A>

!

!&'%9'&$#0-

)

&"&C*$*"/0160"#G0-$&'+"#5*/6&1$/

.

/$*C

参数名称 值 参数名称 值 参数名称 值

支承
&

径向刚度
F

I&

"

#

/

,

I

\&

%

&̀ &%

"

支承阻尼
G

I&

$

G

I$

$

G

IA

"

#

/

,

6

,

I

\&

%

%

法兰盘材料密度
"

"

#

X

2

,

I

\A

%

!!!%

支承
$

径向刚度
F

I$

"

#

/

,

I

\&

%

!̀ &%

#

传动轴内径
K

C

"

II

&&%D"

法兰盘弹性模量
9

"

aR,

&%[

支承
A

径向刚度
F

IA

"

#

/

,

I

\&

%

&̀ &%

"

传动轴外径
#

C

"

II

&&!D!

法兰盘剪切模量
7

"

aR,

!!

支承
&

角向刚度
F

/&

"

#

/

,

I

,

*,J

\&

%

&̀ &%

B

传动轴材料密度
"

"

#

X

2

,

I

\A

%

$"%%

法兰盘泊松比
'

%DA!

支承
$

角向刚度
F

/$

"

#

/

,

I

,

*,J

\&

%

%

传动轴弹性模量
9

"

aR,

#"

联轴器等效质量
E

"

X

2

%D![

支承
A

角向刚度
F

/A

"

#

/

,

I

,

*,J

\&

%

&̀ &%

B

传动轴剪切模量
7

"

aR,

$#

联轴器极转动惯量
8

J

"

#

X

2

,

I

$

%

%D%%$

联轴器角向刚度
F

,

"

#

/

,

I

,

*,J

\&

%

&D&$̀ &%

A 传动轴泊松比
'

%DA&

联轴器直径转动惯量
8

K

"

#

X

2

,

I

$

%

%D%%&

联轴器径向刚度
F

G

"

#

/

,

I

\&

%

&̀ &%

[

传动轴轴长
A

&

"

II

B"

表
?

!

水平传动轴系临界转速的计算结果

3&8A?

!

!&'%9'&$#0-"*/9'$/01%"#$#%&'/

)

**+0160"#G0-$&'+"#5*/6&1$/

.

/$*C

方案
A

$

"

II

A

A

"

II

第一阶"#

*

,

I1+

\&

% 第二阶"#

*

,

I1+

\&

% 第三阶"#

*

,

I1+

\&

%

本文方法 有限元法 误差"
E

本文方法 有限元法 误差"
E

本文方法 有限元法 误差"
E

& $D%% A#A% &B%% &B&% %=## $#A& $D!! !=& B"%[ BD## \%=DB

$ $[%% A!A% &#"$ &#[! %=D& $$"$ $ADD !=% #![& #A"D \&=#A

A $"%% ABA% &B[% &B[" %=B% $!B% $BB& !=% #&AD #%#[ \&=&$

#$"
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!!

由于有限元法充分考虑了联轴器*法兰盘和支承

等细节的影响$所以本文传递矩阵法的计算结果与之

相比存在一定误差'由表
$

可知$第二阶临界转速的

计算误差最大$最大值为
!=&E

'然而$有限元法的计

算精度取决于有限元网格模型的好坏$需要专业的分

析人员才能胜任$且计算工作量大$对计算机性能要

求高$时间成本高'本文传递矩阵法的计算结果虽然

有误差$但只要合理简化分析模型$完全能满足设计

人员在方案设计阶段的计算精度要求'本文传递矩

阵法易于掌握$计算速度快$设计人员可以快速分析

各影响因素对传动轴系临界转速的影响规律$从而获

得最优的设计方案$加快研制进度'

尾斜轴的重力会对其产生轴向力分量$中间减

速器和尾减速器均采用螺旋锥齿轮传动$也会对传

动轴产生轴向力$对传动轴的临界转速有一定的影

响'本文推导的传动轴传递矩阵可以考虑轴向力的

影响$能分析外力对尾传动轴系临界转速的影响'

H

!

结
!!

论

本文研究了基于分布质量轴模型的尾传动轴

系临界转速分析方法$主要工作及成果如下!

#

&

%对尾传动轴系的结构特点进行了分析$将

其等效为传动轴单元*集中质量单元*圆盘单元*联

轴器单元和支承单元等构成的链状结构模型'

#

$

%建立了尾斜轴的分布质量传递矩阵模型$

模型中考虑了弯矩*横向位移*剪切变形*转动惯

量*陀螺力矩和轴向力等因素对传动轴横向运动的

综合影响'

#

A

%建立了膜片联轴器单元和弹性支承单元的

传递矩阵模型$同时将集中质量单元看成膜片联轴

器单元的一种特例$将圆盘单元看成弹性支承单元

的一种特例'

#

!

%在上述传递矩阵模型的基础上$编制了尾传

动轴系临界转速的计算程序$并以三支点传动轴系

为实例对象$对比了本文传递矩阵法与有限元法分

析结果的计算精度'本文传递矩阵法相对于有限元

法的最大计算误差为
!=&E

$其计算精度较高$计算

速度快$易于程序化$结合灵敏度分析$可以快速获

得尾传动轴系临界转速对各影响因素的敏感度'
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