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摘要!基于非结构网格!采用
F)-5*

方程"连续伴随方法以及自由形面变形技术#
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$优化算法!开发出了三维飞行器的气动外形优化代

码%应用
>(*7*,+N%

语言!动态存储数组和指针!节省了内存%采用
O(5

形式的二阶迎风格式和
P3EIQI

隐式

时间离散格式求解连续伴随方程!同时采用一种新的参数化坐标求解方法!使得
>>@

技术更加鲁棒%和有限差

分方法求得的梯度进行比较!验证了连续伴随方法所求梯度的正确性!实现了
A/FO9 RC

机翼的减阻优化!证

明本文开发的优化代码能够实现三维气动外形的减阻优化%
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早期气动外形设计的主要方法是利用风洞进

行实验$但实验方法的缺点是成本高和周期长'随

着计算机性能和计算流体力学#
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%技术的飞速发展$结合
U>@

技术和优化理论的气动外形设计技术越来越受到

重视'气动优化方法分为全局优化方法和基于梯

度的优化方法'全局优化方法如基因算法和高效

全局优化#
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%算

法等$已具有较广泛的应用(

#E$

)

'传统基于梯度的

优化设计方法是有限差分法$但其计算量随着设计

变量个数的增加而增加$从而导致该方法在设计中

难以广泛应用'
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首先提出最优控



制的方法对跨声速的气动外形进行优化设计(

D

)

$此

方法也叫连续伴随方法'

9+H5*6(+

等把连续伴随

方法推广到了二维非结构网格上$并研究了网格疏

密对梯度计算的影响(

!

)
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W,

8

6,-

等利用流动控制

方程的离散格式推导伴随方程$建立了离散伴随

方法(

&EC

)

'随后离散伴随方法在非结构网格上也得

到了长足发展(

"ES

)

'离散伴随方法能够得到更为精

确的梯度$但是方程推导相对复杂$编程实现也较

为繁琐'而连续伴随方法直接从控制方程推导$思

路清晰$同时可采用与控制方程类似的数值求解方

法$使得连续伴随方法求解程序相对简单'对于连

续伴随方法的研究$美国斯坦福大学
>*,+:16:(

等

应用
U\\

语言开发出了
I3$

(

N

)优化程序'

国内对于伴随优化方法的研究主要集中于结

构网格'离散伴随方法方面!刘学强(

#%E##

)和吴文华

等(

#$E#D

)开展了离散伴随优化方法的研究$成功对翼

身融合体的外形进行了优化设计&左英桃(

#!E#C

)采用

P3EIQI

隐式时间离散求解伴随方程$实现了二维

翼型和三维机翼在无粘和有粘状态下的优化'连

续伴随方程方面!唐智礼(

#"E#N

)对连续伴随方法进行

了较深入研究$实现了应用
F)-5*

方程对翼型进行

反设计和有约束的气动优化$并结合伴随方法和对

策理论完成了多目标优化设计&黄勇(

$%

)和周铸(

$#

)

实现了翼型在无粘和有粘状态下的优化&熊俊

涛(

$$

)等采用了多重加速技术$完成了跨声速机翼

的连续伴随优化'

当外形较为复杂时$非结构网格比结构网格更

易于生成'国内关于非结构网格离散伴随方法的

研究也有所发展$关键(

$D

)和高宜胜(

$!

)实现了翼型

的二维离散伴随优化设计$李彬(

$&E$C

)实现了三维机

翼和翼身融合体的离散优化设计$并加入了并行和

多重网格提高设计效率'但是在三维非结构网格

连续伴随优化中$采用二阶迎风格式空间离散和

P3EIQI

时间离散求解连续伴随方程$目前国内还

没有相关内容的文献公开发表'

本文基于非结构网格$采用
F)-5*

方程*连续

伴随方法以及
>>@

技术结合
ILM

优化算法$开发

出了三维飞行器的气动外形优化代码'本文所开

发代码使用
>(*7*,+N%

语言$动态存储数组和指

针$以便节省内存'对于连续伴随方程$运用
O(5

形式的二阶迎风格式和
P3EIQI

隐式时间离散格

式进行求解$

P3EIQI

格式易于开发$且计算效率

高*占用内存小'同时在
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变形技术中采用了

一种新的求解参数化坐标的方法$使得
>>@

技术

更加鲁棒'本文比较了连续伴随方法和有限差分

方法求得的梯度$实现了
A/FO9 RC

机翼的减阻

优化'
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连续伴随方法

气动外形优化中大多数目标函数可表示为流

动变量的函数沿着物面边界的积分
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考虑定常无粘三维可压缩流动控制方程
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方程特征
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方程
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的出流波$伴随方程的出流波对应
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方程的入

流波$有
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算域内部点外插得到'

应用
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方程无穿透物面边界条件$绕物面
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把线性化的
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方程物面边界条件
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%包含有压强梯度和伴随变量$则需

要先计算流场控制方程得到流动变量$然后计算伴

随方程得到伴随变量$即可求得相应目标函数的几

何敏感度'
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方程求解

流动控制方程和连续伴随方程空间离散方法

均采用二阶
O(5

格式$时间离散均采用
P3EIQI

格式'
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流动控制方程

三维无粘可压缩流动控制方程积分形式

#

#

?

"

&

'H

&4

"

1

%H1

0

%

#

#"

%

式中!

'

为守恒变量&

%

为对流通量'

空间离散采用
O(5

格式为

%

O(5

#

"

$

^

#

$

(

%

#

'

O

%

\

%

#

'

P

%

_̀

&

O(5

`

#

"

$

#

'

O

_

'

P

%)

#

#S

%

式中!

'

P

$

'

O

为控制体边界两侧的守恒变量$可通过

线性重构进行求解$采用
<5+a,7,a*16V+,+
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P3EIQI

方法$非结构网格需
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9

$

&

:

$

&

;

分别为雅可比矩阵
&

在
9

$

:

和
;

方向的分量'

应用高斯定理$式#

#N

%变换为

#

#

?

"

&

!

H

&7

"

1

#

&

[

!

%

H1

0

%

#

$%

%

!!

对于某一控制体
)

$将伴随方程离散后得到

&

)

"!

)

"

?

0

*

@+

A

)

,

)

@

"

)

@

"

1

)

@

0

-

)

#

$#

%

式中!

&

)

表示第
)

个控制体的体积&

A

)

表示
)

点的

相邻点的集合&

,

)

@

表示伴随变量对应的通量&

-

)

定

义为控制体
)

的残值'

本文伴随方程的空间离散采用
O(5

形式的离

散格式

"!#

第
#

期 徐兆可$等!基于三维非结构网格的连续伴随优化方法



,

)

@

0

#

$

(

&

[

)

#

!

)

\!

@

%

\

#

##

#

'

P

%

[

#

!

O

_!

P

%)

,

@

)

0

#

$

(

&

[

@

#

!

)

4!

@

%

4

#

##

#

'

O

%

[

#

!

O

_!

P

%)

#

$$

%

式中
#

^

(

&

O(5

(

#

'

O

_'

P

%$本文采用的是
#

的近

似线性化

##

#

'

O

,

B

&

O(5

`

#

$D

%

!!

在很稀疏的网格上$近似线性化计算得到的梯

度和有限差分得到的梯度相差较大$但随着网格的

加密$该误差逐渐减小'通过下文连续伴随方法和

有限差分方法所计算的梯度对比$以及
A/FO9

RC

机翼减阻优化的实现$说明本文的近似线性化

是可行的'

左右状态伴随变量
!

P

和
!

O

表达式为

!

P

^!

)

\

#

$

)

-

)

#

$!

)

+

.

)

@

%

!

O

^!

@

_

#

$

)

-

@

#

$!

@

+

.

)

@

% #

$!

%

式中!

)

-表示限制器&

$!

表示相应控制体伴随变

量的梯度'

本文伴随变量梯度的计算采用格林
C

高斯法

$!

)

,

#

&

*

@+

A

)

#

$

#

!

)

4!

@

%

"

)

@

"

1

)

@

#

$&

%

限制器采用
<5+a,7,a*16V+,+

限制器$其表达式为

)

-

)

0

#

*

$

(

#

*

$

#

$

G,T

4+

$

%

*

$

4

$

*

$

$

*

#

$

G,T

*

$

#

$

G,T

4

$

*

$

$

4*

#

$

G,T

*

$

4+

$

)

!*

$

)

%

#

*

$

(

#

*

$

#

$

G,T

4+

$

%

*

$

4

$

*

$

$

*

#

$

G1+

*

$

#

$

G1+

4

$

*

$

$

4*

#

$

G1+

*

$

4+

$

)

!*

$

.

%

#

!!!!!!!!!!!!! !*

$

0

%

&

'

%

#

$C

%

*

#

$

G,T

0

G,T

#

!

)

$

G,T

@

!

@

%

7!

@

*

#

$

G1+

0

G1+

#

!

)

$

G1+

@

!

@

%

7!

@

*

$

0

#

$

#

$!

)

+

.

)

@

%

式中参数
+

$

^

#

D

"

$

%

D

$取
D &̂E%

$

"

$

取值为控制

体体积的立方根'

$E$E$

!

时间离散

本文开发了连续伴随方程的
P3EIQI

隐式时

间离散格式'在本文的算例中$连续伴随方程求解

中
U>P

数可取为
#E%b#%

C

$大大提高了连续伴随

方程的求解效率'将伴随方程离散为

&

)

"!

+

)

"

?

)

0

-

+

4

#

)

#

$"

%

式中
"!

+

^

"!

+\#

_

!

+

'

对式#

$"

%的右端项泰勒展开并整理得

#

&

"

?

/

7

#

-

#!

%

"!

+

)

0

-

+

#

$S

%

!!

本文采用
I75

2

5*

E

c,*G1+

2

通量向量分裂格式

来处理式#

$S

%中伴随方程的雅可比矩阵#

-

#!

'由于

伴随方程雅可比矩阵只与流场解相关$而和伴随变

量无关$故有

#

-

#!

"!

+

)

0

*

@+

A

)

(#

&

4

"

1

%

)

@

"!

+

P

$

)

@

4

#

&

7

"

1

%

)

@

"!

+

O

$

)

@

) #

$N

%

!!

P3EIQI

中将隐式算子分解为
D

部分

#

0

4

1

%

0

7

#

#

0

4

'

%

"!

+

0

-

+

#

D%

%

!!

最终整理得到非结构网格下连续伴随方程的

P3EIQI

方法为!

向前扫

"!

-

0

0

7

#

#

-

7

#

$

*

@+

F

#

)

%

"

1

#

/

&

"!

-

7,

)

@

"!

-

%%

#

D#

%

向后扫

"!0"!

-

7

#

$

0

7

#

#

*

@+

G

#

)

%

"

1

#

/

&

"!7,

)

@

"!

%

#

D$

%

式中谱半径
,

定义为
,

)

@

^

(

*

)

@

+

"

)

@

(

\H

)

@

'

由于伴随方程的雅可比矩阵/

&^_&

[ 仅与流

动变量有关$所以在其
P3EIQI

求解中$可直接采

用流场中得到的雅可比矩阵进行计算'对于伴随

方程的
P3EIQI

格式$非结构网格同样需要通过

一定的网格排序方法来确定上下三角矩阵'

5

!

设计变量及自由形面变形技术

本文采用自由形面变形技术#

>*55

E

.(*GH5

E

.(*G,71(+

$

>>@

%来实现飞行器外形的变化'调整

>>@

控制点的坐标$通过映射关系获得变形后的

物面网格点$再应用动网格技术得到新的空间网

格'采用贝塞尔控制体对飞行器整体或局部进行

参数化

!

#

"

$

<

$

=

%

0

*

I

$

J

$

+

)

$

@

$

'

0

%

5

)

$

@

$

'

K

I

)

#

"

%

K

J

@

#

<

%

K

+

'

#

=

%

#

DD

%

式中!

!

为物面点的笛卡尔坐标$

"

$

<

和
=

表示物

面点的参数化坐标且
"

$

<

$

=

+

(

%

$

#

)&

K

) 为
)

阶

W5*+6751+

多项式&

5

)

$

@

$

'

为控制点'

通过式#

DD

%可以求得物面网格点的参数化坐

标$在整个变形过程中参数化坐标保持不变'本文

在计算物面点的参数化坐标时$采用了一种新的等

参逆变换迭代解法(

$S

)

$不仅克服了三维问题中线

S!#

南
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京
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航
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性迭代格式因初值不同而不能保证收敛的缺陷$而

且也避免了求解高次方程$只需进行简单的迭代就

可以方便求出参数坐标'

物面变形后$采用弹簧动网格方法得到余下网

格点

#

0

@+

A

)

'

)

@

%

!

)

0

0

@+

A

)

#

'

)

@

!

@

% #

D!

%

式中!

'

)

@

^

#

I

)

@

表示相应边的刚度系数$

I

)

@

表示相应边

的长度&

!

)

表示
)

点未知的位移&

!

@

表示已知的
@

点的位移&

A

)

表示
)

点所有的相邻点'该方程组用

雅可比迭代求解$即可得到所有点的新坐标'

本文
>>@

控制体共有
C%

个控制点$由于无粘

情况下减阻即为削弱激波$且激波处于上翼面$因

此选用控制体上表面的
$&

个控制点坐标为设计变

量'图
#

为初始的
>>@

控制体和
A/FO9RC

机翼

网格$图
$

为优化后的
>>@

控制体和机翼网格'

图
#

!

初始
>>@

控制点示意图

>1

2

=#

!

A*1

2

1+,-6a57:V(.>>@:(+7*(-

K

(1+76

图
$

!

最终
>>@

控制点示意图

>1

2

=$

!

/5Z6a57:V(.>>@:(+7*(-

K

(1+76

>

!

梯度比较与计算效率测试

本文选取其中
&

个设计变量的梯度进行比较$

#

#

&

分别为
>>@

控制体上表面从翼根到翼梢的

控制点'比较结果如表
#

$可见本文伴随方法所得

的梯度和有限差分方法吻合较好$可以用于优化计

算中'

每次优化迭代中$连续伴随方法仅需要分别对

流动控制方程以及目标函数和约束函数的伴随方

程各计算一次$而有限差分方法需要分别求得初始

和各设计变量扰动后的流动状态$才能得到所有关

于设计变量的梯度'表
$

对连续伴随方法和有限

差分方法梯度计算效率进行定量对比分析'本测

试计算在
dMEeC$%

#

$=SdX

%工作站上进行$各方

程均计算
D%%%

步$网格及计算状态见下文算例'

由表
$

可知单次优化迭代中$由于连续伴随方法梯

度计算和设计变量数目无关$且每次迭代相当于
D

倍流场的计算量$计算效率远高于有限差分方法'

表
<

!

阻力敏感导数比较

?-9@<

!

!"2

+

-,%'"#"A)0,%B-$%B0'"A),-

C

控制点 有限差分法 连续伴随法
*

"

f

#

D=!&%$b#%

_D

D=!NS$b#%

_D

#=DN

$ C=C!S&b#%

_D

C=D&%#b#%

_D

_!=!N

D

!=#!#!b#%

_D

!=$%N&b#%

_D

#=C!

! !=!SDSb#%

_D

!=$$&Sb#%

_D

_&="&

&

_N=S&NDb#%

_!

_N=S#!#b#%

_!

_%=!C

表
=

!

计算效率定量测试

?-9@=

!

D

&-#$%$-$%B0$0'$"A."2

+

&$-$%"#-E0AA%.%0#.

1

方法
流动控制

方程

伴随方程

#目标函数%

伴随方程

#约束函数%

连续

伴随法

有限

差分法

时间"
6 C#&& CD#! C!C&

C#&&\

CD#!\

C!C&

,

$C

-

C#&&

时间比
#=%% #=%D #=%& D=%S

,

$C

注!时间比是与计算流动控制方程所需时间的比值'

F

!

计算结果

优化 方法 采用 序 列 二 次 规 划 #

I5

J

)5+71,-

J

),H*,71:

K

*(

2

*,GG1+

2

$

ILM

%算法$

ILM

方法可

用于计算无约束和有约束*线性和非线性优化问

题'计算状态是来流马赫数
L%^%ESDN&

$攻角

"

D̂E%CM

$无侧滑'本文网格点
D#

万个$通过求解

F)-5*

方程得到升力和阻力系数分别为
6

P

%̂E$N%D

$

6

@

^%E%#!$

'图
D

为
A/FO9 RC

机翼压强

云图'

机翼的无约束减阻优化中$升力系数会随着阻

力系数同时降低$可见无约束的减阻优化并不能应

用于工程实际$因此减阻优化问题常常需要加入保

持升力系数不变的约束条件'本文
A/FO9 RC

机翼的减阻优化问题$目标函数是阻力系数最小$

约束条件是保持升力系数不变'图
!

表示优化后

最终机翼的压强云图$从该图可以看出最初的激波

已经弱化'图
&

为优化过程中升力系数和阻力系

数变 化 曲 线$阻 力 系 数 由
%=%#!#"

下 降 为

%=%#%&N

&升力系数最终为
%=$N

$接近于最初的升

力系数
%=$N%D

'由图
&

可知$只需
$%

次优化迭代

升阻力系数基本达到收敛$可见本文的优化方法具

有较高的计算效率'表
D

给出了优化前后升力阻

力和升阻比的变化大小'图
C

为优化前后机翼展

向
D%f

和
"%f

处截面形状对比$

D%f

处截面略有

变化$而
"%f

处截面相当于减小了当地攻角$从而

N!#

第
#

期 徐兆可$等!基于三维非结构网格的连续伴随优化方法



引起阻力的减小$机翼整体相当于发生了扭转'图

"

是相应截面的压强系数分布$可看出激波已经被

极大削弱'

图
D

!

A/FO9 RC

机翼压强云图

>1

2

=D

!

M*566)*5:()+75*6(.A/FO9 RCZ1+

2

图
!

!

优化后机翼压强云图

>1

2

=!

!

M*566)*5:()+75*6(..1+,-Z1+

2

图
&

!

优化过程中阻力和升力系数变化曲线

>1

2

=&

!

U(+45*

2

5+:5:)*456(.6

P

,+H6

@

表
5

!

优化结果

?-9@5

!

3

+

$%2%4-$%"#,0'&E$'

参数 优化前 优化后
*

"

f

6

P

%=$N%D %=$N%% _%=#%

6

@

%=%#!#" %=%#%&N _$&=$C

D $%=!N $"=DS DD=CD

G

!

结束语

本文开发了基于非结构网格$采用连续伴随方

法$结合三维
F)-5*

方程和
>>@

网格变形技术的

基于梯度的优化方法$研究了连续伴随方程的推导

图
C

!

优化前后不同截面几何形状比较

>1

2

=C

!

U(G

K

,*16(+(.65:71(+6V,

K

56(.(*1

2

1+,-,+H

.1+,-Z1+

2

6

图
"

!

优化前后不同截面压强分布比较

>1

2

="

!

U(G

K

,*16(+(.65:71(+

K

*566)*5H167*1?)71(+6(.

(*1

2

1+,-,+H.1+,-Z1+

2

6

过程和离散求解方法$并采用二阶
O(5

格式和

P3EIQI

离散格式求解连续伴随方程'将本文连

续伴随方法计算梯度和差分方法的梯度进行比较$

%&#

南
!

京
!

航
!

空
!

航
!

天
!

大
!

学
!

学
!

报 第
!"

卷



验证本方法求解梯度的正确性'最后通过对

A/FO9 RC

机翼的减阻优化$表明了本文开发的

优化代码能够很好地实现对三维外形的优化减阻

的目标'下一步将实现该套代码的并行化$以提高

计算效率$同时研究
/EI

连续伴随方程的求解'
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