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运输机超低空空投重物动力学分析与 ﹪∞鲁棒控制设计

韩艳铧 陆宇平

（南京航空航天大学航天学院，南京，２１００１６）

摘要：运输机超低空空投重型货物是一个对控制精度要求较高的复杂技术过程。本文针对飞机货物间约束力的

理想特性，采用拉格朗日分析力学的第二类方程，建立了机货两体系统的耦合动力学方程，比起牛顿矢量力学

方法，受力分析和建模过程简洁方便。在定义飞机及货物状态变量的基础上，将上述方程组转化为状态空间描

述。为了有效抵抗货物移动对运输机姿态的影响，基于现代鲁棒控制理论，设计了状态反馈 Ｈ∞最优控制律。最

后，对空投过程进行了无控和闭环控制两种条件下的数值仿真对比。结果显示，本文设计的 Ｈ∞最优控制能有效

抑制货物移动对运输机姿态的影响，改善了飞行品质，且控制量在工程允许的范围内，该控制律是有效的。
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重装空投对于军事力量快速部署和展开以及

抢险救灾等行动具有重要意义。近年来重装空投技

术吸引了众多研究者的兴趣。从国内外文献来看，

大多数研究集中于货物的运动规律［１６］
。文献［７，８］

考虑了货物对运输机的影响，其中文献［７］针对重

物空投前后运输机飞行特性的突变，基于滑模变结

构控制理论设计了具有较强鲁棒性的飞行控制律，

取得了较好的效果。

本文将以拉格朗日分析力学为工具，建立重装

空投过程运输机货物多体系统动力学模型。考虑

到重装空投通常是在超低空条件下进行的，为了最

大程度抑制重物对运输机的影响，保障飞行安全，

本文将基于 Ｈ∞控制理论设计飞行控制律。最后将

通过数值仿真进行检验。



 动力学建模

重装空投的基本过程是，载着货物的运输机超

低空平飞，货舱后门打开，牵引伞迅即展开，货物在

牵引伞拉力下沿舱内导轨向后滑行，直至脱离运输

机，然后运输机拉起，脱离空投区域。空投过程示意

图如图 １所示。导轨通常非常光滑，对货物的摩擦

力非常小，可以忽略，但是货物较重，在舱内滑行会

对运输机形成巨大的俯仰干扰力矩。本文将空投过

程视为机货多体系统动力学过程。多体系统动力

学建模可采用牛顿矢量力学方法和拉格朗日分析

力学方法。考虑到货物在导轨上的滑行运动是有约

束的，约束力是货物和导轨之间的正压力，且它是

理想约束，采用拉格朗日动力学第二类方程可以不

计入理想约束，从而简化计算，故本文采用拉格朗

日分析力学建模。

图 １ 空投过程示意图

为便于描述和推导，定义主要符号如表 １所

示。

对于机货两体系统，其拉格朗日动力学第二

类方程可表示为［９］

ｄ

ｄ牠



牚牐
－


牚槏 槕牐 爧＝ 爯牐 （１）

爧＝ 爴－ 爼 （２）

取广义坐标如下

牚１＝ 牨

牚２＝ 牎

牚３＝ 犣

牚４

烅

烄

烆 ＝ 牓

（３）

机货两体系统总动能

爴＝ 爴１＋ 爴２ （４）

式中

爴１＝
１

２
牔１（牨

２
＋ 牎
２
）＋

１

２
爥犣
２

（５）

货物在地面惯性系下的位置坐标为

牜２＝
牨＋ 牓ｃｏｓ犣

槏 槕牎＋ 牓ｓｉｎ犣
（６）

则货物动能

爴２＝
１

２
牔２［牨

２
＋ 牎
２
＋ 牓
２
＋ 牓

２
犣
２
＋

２牓

（牨ｃｏｓ犣＋ 牎


ｓｉｎ犣）－

２牓犣

（牨ｓｉｎ犣－ 牎


ｃｏｓ犣）］ （７）

定义地平面为零势能位置，则机货系统重力

势能

爼＝ 牔１牋牎＋ 牔２牋（牎＋ 牓ｓｉｎ犣） （８）
表 





主要符号说明





符号 物理意义 符号 物理意义

爧 机货系统拉格朗日函数 爮





发动机推力

牚牐（牐＝１～４） 机货系统位形广义坐标 爯





运输机气动阻力

爯牐（牐＝１～４） 广义力 牁





运输机气动升力

爴 机货系统动能 爩爲





运输机气动俯仰力矩

爼 机货系统重力势能 爫





牵引伞拉力

牨 运输机质心位置在地惯系下的 牨坐标，即飞行纵程 牤





运输机飞行速度

牎 运输机质心位置在地惯系下的 牪坐标，即飞行高度 犤





航迹倾角

犣 机体俯仰角 犜





机体迎角

牓 货物在导轨上的位移量 犽





机体俯仰角速率

爴１ 运输机动能 牤１





货物沿导轨的滑行速率

爴２ 货物动能 犱





当地大气密度

牔１ 运输机质量 爳′





牵引伞迎风面积

爥 运输机关于俯仰轴的转动惯量 牚





动压头

牔２ 货物质量 爳





运输机气动特征面积

牋 当地重力加速度 牄 运输机气动特征长度
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下面计算广义力 爯１～爯４。

令系统广义坐标 牚１＝牨作等时变分 犠牨，而其

余广义坐标 牚２～牚４保持不变，则无势主动力所做

的虚功为

犠爾１＝ （爮ｃｏｓ犣－ 爯ｃｏｓ犤－ 牁ｓｉｎ犤－ 爫ｃｏｓ犤）犠牨

（９）

广义力

爯１＝ 爮ｃｏｓ犣－ 爯ｃｏｓ犤－ 牁ｓｉｎ犤－ 爫ｃｏｓ犤（１０）

同理，可得其余广义力

爯２＝ 爮ｓｉｎ犣－ 爯ｓｉｎ犤＋ 牁ｃｏｓ犤－ 爫ｓｉｎ犤 （１１）

爯３＝ 爩爲＋ 爫牓ｓｉｎ犜 （１２）

爯４＝－ 爫ｃｏｓ犜 （１３）

联立式（１～５，７，８，１０～１３），得

（牔１＋ 牔２）牨＋ 牔２（牓

ｃｏｓ犣－ ２牓


犣

ｓｉｎ犣－ 牓犣


ｓｉｎ犣－

牓犣
２
ｃｏｓ犣）＝ 爮ｃｏｓ犣－ 爯ｃｏｓ犤－ 牁ｓｉｎ犤－

爫ｃｏｓ犤

（牔１＋ 牔２）牎

＋ 牔２（牓


ｓｉｎ犣＋ ２牓


犣

ｃｏｓ犣＋ 牓犣


ｃｏｓ犣－

牓犣
２
ｓｉｎ犣）＋ （牔１＋ 牔２）牋＝ 爮ｓｉｎ犣－ 爯ｓｉｎ犤＋

牁ｃｏｓ犤－ 爫ｓｉｎ犤

（爥＋ 牔２牓
２
）犣

－ 牔２牓（牨ｓｉｎ犣－ 牎


ｃｏｓ犣）＋ ２牔２牓牓


犣

＋

牔２牋牓ｃｏｓ犣＝ 爩爲＋ 爫牓ｓｉｎ犜

牔２（牓

＋ 牨ｃｏｓ犣＋ 牎


ｓｉｎ犣－ 牓犣

２

烅

烄

烆 ＋ 牋ｓｉｎ犣）＝－ 爫ｃｏｓ犜

（１４）

下面以飞行力学中常用的运动参数来表示上

述动力学方程，并将运动学方程补齐，形成完整的

系统运动方程。

根据飞行力学［１０］
，有

牨＝ 牤ｃｏｓ犤

牎
烅

烄

烆 ＝ 牤ｓｉｎ犤
（１５）

另外，令

犽 犣


牤１ 牓
烅
烄

烆
 （１６）

式（１５）两边同时对时间求导并联立式（１４，

１６），得

（牔１＋牔２）ｃｏｓ犤 －（牔１＋牔２）牤ｓｉｎ犤 －牔２牓ｓｉｎ犣 牔２ｃｏｓ犣

（牔１＋牔２）ｓｉｎ犤 （牔１＋牔２）牤ｃｏｓ犤 牔２牓ｃｏｓ犣 牔２ｓｉｎ犣

－牔２牓ｓｉｎ犜 牔２牓牤ｃｏｓ犜 爥＋牔２牓
２

０

牔２ｃｏｓ犜 牔２牤ｓｉｎ犜 ０ 牔

熿

燀

燄

燅２

·

牤

犤
·

犽

爼

烄

烆

烌

烎
·

＝

牔２牓犽
２
ｃｏｓ犣＋２牔２牤１犽ｓｉｎ犣＋爮ｃｏｓ犣－爯ｃｏｓ犤－牁ｓｉｎ犤－爫ｃｏｓ犤

牔２牓犽
２
ｓｉｎ犣－２牔２牤１犽ｃｏｓ犣－（牔１＋牔２）牋＋爮ｓｉｎ犣－爯ｓｉｎ犤＋

牁ｃｏｓ犤－爫ｓｉｎ犤

－２牔２牓牤１犽＋爩爲－牔２牋牓ｃｏｓ犣＋爫牓ｓｉｎ犜

牔２牓犽
２
－牔２

熿

燀

燄

燅牋ｓｉｎ犣－爫ｃｏｓ犜

（１７）

式中

犜＝ 犣－ 犤 （１８）

爫＝
１

２
犱（牤＋ 牤１ｃｏｓ犜－ 牓犽ｓｉｎ犜）

２
爳′ （１９）

式（１９）中 牤＋牤１ｃｏｓ犜－牓犽ｓｉｎ犜表示忽略紊流影响后

伞相对于气流的速度，容易从飞机和货物的速度及

坐标变换关系导出。

重装空投技术中，定义量纲一的量

爦＝
△ 爫

牔２牋
（２０）

式中 爦为牵引比，该参数很大程度上决定货物出

舱速率。

式（１５～１７）共同组成机货两体系统运动的状

态空间方程。

 运输机 ﹪∞鲁棒飞行控制律设计

 系统小扰动线性化方程

空投前货物固定在运输机质心处时可将其视

作运输机的固有部分，根据飞行力学
［１０］不难导出

牎

＝ 牤ｓｉｎ（犣－ 犜）

牤＝－ 牋ｓｉｎ（犣－ 犜）＋
爮ｃｏｓ犜－ 爯

牔１＋ 牔２

犜＝ 犽＋
（牔１＋ 牔２）牋ｃｏｓ（犣－ 犜）－ 爮ｓｉｎ犜－ 牁

（牔１＋ 牔２）牤

犽＝
爩爲

爥

犣


烅

烄

烆 ＝ 犽

（２１）

另外发动机推力、气动阻力、气动升力、气动俯

仰力矩按如下简化模型计算［１０］

爮＝ 爮０＋ 爮
犠ｔｈ犠ｔｈ

爯＝ 牚爳［爞爯０＋ 爞
犜
爯犜

２
＋ 爞

犠ｓｔｂ
爯 （犜＋ 犠ｓｔｂ）

２
］

牁＝ 牚爳（爞牁０＋ 爞
犜
牁犜＋ 爞

犠ｓｔｂ
牁 犠ｓｔｂ＋ 爞

犠牉
牁 犠牉）］

爩爲＝ 牚爳牄（牔
犜
犜＋ 牔

犠ｓｔｂ犠ｓｔｂ＋ 牔
犽
犽＋ 牔

犠牉犠牉

烅

烄

烆 ）］

（２２）

式中：犠ｔｈ，犠ｓｔｂ，犠牉分别表示油门偏角、水平尾翼偏

角、升降舵偏角，空投过程中油门和水平尾翼均固

定在相应的配平值犠

ｔｈ和 犠


ｓｔｂ上，升降舵偏角犠牉是唯
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一的实时控制输入量；爮０，爮
犠ｔｈ，爞爯０，爞

犜
爯，爞

犠ｓｔｂ
爯 ，爞牁０，

爞
犜
牁，爞

犠ｓｔｂ
牁 ，爞

犠牉
牁，牔

犜
，牔

犠ｓｔｂ，牔
犽
，牔

犠牉为发动机模型系数和

飞机气动系数。

将式（２２）代入式（２１），并根据空投时的标称飞

行高度 牎

＝５ｍ和标称飞行速度 牤


＝７５ｍ燉ｓ，以

及相关的其他参数可以算得飞机迎角、油门、水平

尾翼的配平值如下

犜

＝ ２０１°

犠

ｔｈ＝ ２３６８°

犠

ｓｔｂ

烅

烄

烆 ＝－ １１４１°

据此可进一步计算出货物固定于运输机质心

处时在配平状态下的小扰动线性化方程

┨

＝ ┑┨＋ ┒２┥ （２３）

式中

┨＝
△

（Δ牎，Δ牤，Δ犜，Δ犽，Δ犣）
Ｔ

（２４）

┥＝
△

犠牉 （２５）

状态矩阵和控制矩阵的计算结果为

┑＝

０ ０ －７５ ０ ７５

０ －００３２８ １２４８５４ ０ －９８

００００３－０００３４－０６７６５ １ ０

０００４５－００００２－１６０４４－９３４４４ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ １ ０

┒２＝（０，０，－００３１２，－０７９３１，０）
Ｔ

因重型货物沿机舱导轨向后滑行会对运输机

产生较大的俯仰干扰力矩，直接影响运输机俯仰角

速率，所以考虑重物干扰的小扰动线性化方程可近

似写作

┨

＝ ┑┨＋ ┒１┧＋ ┒２┥ （２６）

式中

爾 ＝
△ 爩′

爥
（２７）

式中：爾 表示重物所致的运输机俯仰角加速率；爩′

表示重型货物对运输机正压力所产生的关于运输

机质心的抬头干扰力矩。则干扰输入矩阵

┒１＝ （０，０，０，１，０）
Ｔ

 ﹪∞鲁棒控制器设计

针对式（２６）所描述的受扰线性系统，设计状态

反馈 Ｈ∞最优控制器。

取如下性能指标

爥＝
１

２∫
牠牊

０
（┨

Ｔ
┡┨＋ ┥

Ｔ
┢┥）ｄ牠＝

１

２∫
牠牊

０
‖┪‖

２
ｄ牠＝

１

２∫
牠牊

０
┪
Ｔ
┪ｄ牠 （２８）

其中性能加权阵

┡＝

０

０

０

０

烄

烆

烌

烎２０

┢＝ １

根据式（２８），可得性能评价信号

┪＝
槡┡



烄

烆

烌

烎１×５

┨＋
５×１

槡

烄

烆

烌

烎┢
┥ （２９）

将其表为状态反馈 Ｈ∞控制器存在性定理
［１１］

所要求的标准形式

┪＝ ┓１┨＋ └１１┧＋ └１２┥ （３０）

与式（２９）比较，可得

┓１＝

０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ４４７２１

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０ ０

└１１＝６×１

└１２＝ （０，０，０，０，０，１）
Ｔ

经检验满足定理［１１］的全部条件，所以定理适

用本问题。经折半搜索得到使 Ｒｉｃｃａｔｉ方程
［１１］

┠┑＋ ┑
Ｔ
┠－ ┠（┒２┒

Ｔ
２－ 犞

－２
┒１┒

Ｔ
１）┠＋ ┓

Ｔ
１┓１＝ ０

（３１）

有正定解 ┠＞０的最小扰动抑制度指标 犞ｍｉｎ＝

１５，相应的状态反馈矩阵

┛＝－ ┒
Ｔ
２┠＝ （０３７，１０６，－ ４１６，１１３，１４８）

所以，Ｈ∞最优控制器为

犠牉＝０３７Δ牎＋ １０６Δ牤－ ４１６Δ犜＋

１１３犽＋ １４８Δ犣 （３２）

此时闭环系统特征值

ｅｉｇ（┑＋ ┒２┛）＝

（－ ９１１，－ ７５８，－ ０７５，－ ００６，－ ０２１）
Ｔ

全部位于 牞平面的左半边，闭环系统渐近稳定。

以上是针对线性化模型设计的控制器，其有效

性须通过对原非线性系统（１５～１７）的数值仿真来

检验。

 数值仿真

数值仿真的部分入口参数如表 ２所示。

仿真基本过程为：运输机携载货物在配平状态

下超低空飞行 １ｓ，然后牵引伞开启，同时货物解锁

并在伞拉力下沿导轨向后滑行。机货分离后，为观
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表  仿真参数

参 量 数 值

运输机质量 牔１燉ｔ １００

货物质量 牔２燉ｔ ４０

运输机关于俯仰轴转动惯量 爥燉（ｋｇ·ｍ
２
） ９×１０

６

货舱导轨长度 牓燉ｍ １０

空投标准飞行高度 牎

燉ｍ ５

配平飞行速度 牤

燉（ｍ·ｓ

－１
） ７５

配平迎角 犜

燉（°） ２０１

当地重力加速度 牋燉（ｍ·ｓ
－２
） ９８

当地大气密度 犱燉（ｋｇ·ｍ
－３
） １２２５

牵引伞迎风半径 爲燉ｍ ５

牵引伞迎风面积 爳′燉ｍ
２ ７８５４

察运输机动态特性，继续仿真 １ｓ。

 无控条件下的仿真

为观察运输机本身对重型货物干扰力矩的响

应，作无控条件下的仿真，即令飞机升降舵锁死在

零位。

仿真结果如图 ２，３所示。

图 ２ 无控条件下运输机运动参数仿真结果

图 ３ 无控条件下货物和伞拉力参数仿真结果

每条仿真曲线上，第一个标注符“□”表示开伞

点，第二个标注符“□”表示机货分离点。

仿真结果显示，开伞后货物在牵引伞拉力下沿

机舱导轨向后滑行，滑行过程耗时约 １７４ｓ。相对

滑行速率呈递增趋势，其绝对值由开始时的零递增

到分离时的约 １１０３ｍ燉ｓ。伞拉力和牵引比则呈递

减趋势，分别由开始时的最大值约 ２７０×１０
５
Ｎ和

０６９递减到机货分离时的约 １９８×１０
５
Ｎ 和

０５１。运输机的迎角不再保持在原配平值上，呈递

增趋势，机货分离时达到最大值约 ２７４°，之后运

输机在自身气动稳定力矩的作用下，其迎角逐渐递

减，趋向新的配平点。由于机货分离前运输机迎角

的递增，故气动升力有所增加，致飞行高度有所增

加，当重物离机后，原有的力平衡关系被打破，运输

机升力大于自身重力，故出现持续爬升状态。机体

俯仰角在空投前的变化趋势与迎角一致，呈递增趋

势，机货分离时达到 ３１８°，角速率达到峰 值

２０３°燉ｓ。机货分离后，由于航迹倾角递增而迎角递

减，两因素共同作用的结果是短周期内俯仰角基本

保持不变。

 ﹪∞控制律作用下的仿真

进行有闭环控制的系统仿真时考虑了升降舵

回路的动态特性，如式（３３）所示，并限制升降舵指

令和响应在［－２５°，２０°］范围内，使之符合工程实

际

犠ｅ＝
犽ｂ

牞＋ 犽ｂ
犠ｅｃ （３３）

式中：犠ｅｃ表示升降舵指令；犽ｂ表示舵回路带宽。

仿真结果如图 ４～６所示。

仿真结果显示，Ｈ∞控制作用下货物运动参数

及伞拉力参数与无控条件下相比差别甚微。但是运

输机姿态运动特性得到了明显改善：机体俯仰角几

乎稳定在 ２０１°不变，俯仰角速率在 ２４ｓ前基本

保持在零度，２４ｓ后因升降舵饱和限幅才略有上

图 ４ 闭环控制下运输机运动参数仿真结果
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图 ５ 升降舵指令和升降舵响应仿真结果

图 ６ 闭环控制下货物和伞拉力参数仿真结果

升，但峰值仅为 ０５°燉ｓ。可见，采用本文设计的 Ｈ∞

控制律后，运输机姿态对重型货物干扰的响应确实

得到了很大抑制，改善了空投过程飞行品质，降低

了运输机触地的危险性。

 结束语

本文将空投过程运输机和重型货物之间的相

互作用视为多体系统动力学问题处理。根据拉格朗

日第二类方程建立了机货两体系统动力学模型。

为了抑制重型货物在舱内大范围滑行对运输机姿

态的影响，保障飞行安全，基于 Ｈ∞优化控制理论

设计了运输机超低空空投的飞行控制律。无控条件

下和 Ｈ∞控制条件下的数值仿真对比显示，所设计

的 Ｈ∞控制律确实可以很好地抑制运输机姿态的

变化，达到了预期的控制效果。
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ｃａｒｇｏ［Ｊ］．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ，２００９，２２

（５）：５２０５２７．

［８］ 杨妙生，屈香菊．运输机空投的飞行动力学建模及仿

真［Ｊ］．飞行力学，２０１０，２８（３）：９１２．

ＹａｎｇＭｉａｏｓｈｅｎｇ，ＱｕＸｉａｎｇｊｕ．Ｆｌｉｇｈｔｄｙｎａｍｉｃｍｏｄ

ｅｌｉｎｇａｎｄｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｆｏｒｔｒａｎｓｐｏｒｔａｉｒｄｒｏｐ［Ｊ］．Ｆｌｉｇｈｔ

Ｄｙｎａｍｉｃｓ，２０１０，２８（３）：９１２．

［９］ 马尔契夫 ＡΠ．理论力学［Ｍ］．李俊峰，译．北京：高等

教育出版社，２００６：１８７；１９０．

［１０］徐明友，丁松滨．飞行动力学［Ｍ］．北京：科学出版社，

２００３：４２４４；１８６１８８．

［１１］王德进．Ｈ２和 Ｈ∞优化控制理论［Ｍ］．哈尔滨：哈尔滨

工业大学出版社，２０００：１０４１０５．
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