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离散广义 ┇─┄┋跳变系统的镇定性
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摘要：针对转移概率部分未知情况下的离散时间广义 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统，研究了系统的稳定性和镇定性。转移概

率部分未知的情况包含了转移概率完全已知和完全未知两种特殊情况，具有更广泛的实际意义。首先利用线性

矩阵不等式方法，将离散 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的结论推广到离散广义 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统，提出了使开环系统随机稳

定的充分条件；在此基础上，进一步提出了闭环系统可镇定的判据，并表示为线性矩阵不等式形式；最后，通过仿

真算例验证了所提方法的有效性。
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广义系统是一类更具广泛形式的动力学系统，

描述了一类更为广泛的实际系统模型，例如电力系

统、经济系统、机器人系统、电子网络系统和宇航系

统等，对它的研究具有重要的理论意义和应用价

值。自从 １９８９年 Ｄａｉ出版专著
［１］以来，广义系统的

研究得到了全面的发展。近年来更是向着复杂化的

方向不断发展［２３］
。

同时，人们通过大量的研究发现，在工程实际

问题中存在着大量的动力学系统，由于随机突变现

象引起系统的跳变，诸如互联子系统的变化，环境

条件等的突变、系统元件的故障、参数的改变等，而

这种随机变化的规律通常遵循 Ｍａｒｋｏｖ过程的变

化规律［４６］
。具有上述特征的系统，一般来讲既包含

了连续的系统状态，又包含了跳变的结构状态，故

此类系统又称为随机跳变系统。

近年来，将两者结合起来的广义 Ｍａｒｋｏｖ跳变

系统成为了控制领域的一大研究热点［７８］
。其中，

Ｂｏｕｋａｓ分别针对连续系统
［９］和离散系统［１０］对其稳



定性和镇定性进行了研究。

现有文献的结论主要建立在系统模式跳变的

转移概率完全已知的条件下，但是实际中，往往由

于可行性、试验复杂度和成本过高等原因，不能获

得Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的全部转移概率。这种情况更

符合工程实际，因此，对转移概率部分未知的广义

Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的研究具有更广泛的理论和现

实意义。文献［１１，１２］分别研究了转移概率部分未

知情况下 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的稳定性、镇定控制和

Ｈ∞滤波。文献［１３］充分利用未知信息，提出了一种

新的方法，解决了转移概率部分未知情况下的离散

Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的 Ｈ∞控制问题。然而，广义系统

具有非因果特性，Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的结论不能直

接应用到广义系统，因此，广义 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统

的研究具有更大的难度。目前还很少见到转移概率

部分未知条件下的广义 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的相关

研究。

本文针对转移概率部分未知情况下的广义

Ｍａｒｋｏｖ跳变系统，利用线性矩阵不等式方法，将

Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的结果推广到广义 Ｍａｒｋｏｖ跳变

系统，提出并推导了适用于转移概率部分未知条件

下的离散广义 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的稳定性判定定

理。在此基础上，设计了系统的状态反馈控制器，使

闭环系统随机稳定，实现了系统的镇定性。通过仿

真算例，验证了所提方法的有效性。

 系统描述

定义在给定概率空间（Ω，┖，┠）上的离散时间、

离散状态 Ｍａｒｋｏｖ链｛牜牑，牑≥０｝，在有限集合 ┣＝

｛１，２，…，爫｝中取值。

其状态转移概率为：Ｐｒ（牜牑＋１＝牐燏牜牑＝牏）＝犮牏牐，

牏，牐∈┣，满足 犮牏牐≥０，牏，牐∈┣且∑
牐∈┣

犮牏牐＝１，牏∈

┣。于是可得状态转移概率矩阵

犮＝

犮１１ 犮１２ … 犮１爫

犮２１ 犮２２ … 犮２爫

   

犮爫１ 犮爫２ … 犮

熿

燀

燄

燅爫爫

（１）

本文针对转移概率部分未知条件，研究状态转

移概率矩阵（１）中部分元素未知的情况。为此给出

如下定义

┣＝ ┣
牏
爦 ∪ ┣

牏
爺爦 牏∈ ┣ （２）

式中：┣
牏
爦＝｛牐：犮牏牐已知｝，┣

牏
爺爦＝｛牐：犮牏牐未知｝。进一步

可以给出如下定义

┣
牏
爦 ＝ （爦

牏
１，…，爦

牏
牔） １≤ 牔≤ 爫 （３）

式中：爦
牏
牔∈┞

＋表示条件（１）中第 牏行的第 牔个已

知元素的下标，其值为 牔。

考虑如下离散广义 Ｍａｒｋｏｖ线性跳变系统：

┕（牜牑）╂（牑＋ １）＝ ┑（牜牑）╂（牑）＋ ┒（牜牑）┿（牑） （４）

式中：╂（牑）表示状态矢量；┿（牑）表示控制输入；跳变

过程｛牜牑，牑≥０｝，控制不同系统模态之间的切换；矩

阵 ┑（牜牑），┒（牜牑）为适当维数的已知实矩阵，当 牜牑＝

牏，牏∈┣时，可简记为 ┑（牏），┒（牏）；┕（牏）∈┢
牕×牕为已知

奇异矩阵，满足 ｒａｎｋ（┕（牏））＝牜≤牕，牏∈┣，通常取

牜＜牕作为广义系统的特征。

当 ┿（牑）＝时，系统（１）简化为如下自治系统

┕（牜牑）╂（牑＋ １）＝ ┑（牜牑）╂（牑） （５）

本文的目的是：在转移概率部分未知条件下，

提出自治系统（５）的随机稳定性条件，并针对系统

（４）设计状态反馈控制器，使相应的闭环系统随机

稳定，实现系统（４）的镇定。假设系统状态完全可

测，状态反馈控制器形式如下

┿（牑）＝ ┛（牜牑）╂（牑） （６）

为实现以上目的，首先介绍本文证明将要用到

的有关引理。

引理 
［１４］
（舒尔补 ┊┇┄│┅━│┃┉） 线

性矩阵不等式
┘ ┪

Ｔ

［ ］┪ ┢
＞，等价于 ┘＞，┢－

┪┘
－１
┪
Ｔ
＞，其中，┘＝┘

Ｔ
，┢＝┢

Ｔ
。

引理 ［１０］ 设┘，┖，┗分别为适当维数的实矩

阵，且 ┖满足对称正定，即 ┖＝┖
Ｔ
＞，那么，给定

任意标量 犡，下式成立

－ ┘
Ｔ
┗
Ｔ
┖
－１
┗┘≤ 犡┗┘＋ 犡┘

Ｔ
┗
Ｔ
＋ 犡

２
┖

引理 ［８］ 如果存在一组对称非奇异矩阵

┠（牏），使得牏∈┣，下式成立

┑
Ｔ
（牏）∑

牐∈┣

犮牏牐┠（牐［ ］）┑（牏）－┕
Ｔ
（牏）┠（牏）┕（牏）＜ （７）

┕
Ｔ
（牏）┠（牏）┕（牏）≥ （８）

则系统（５）正则、因果，且随机稳定。

 稳定性分析

现有文献针对离散广义 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统（４）

的主要结论，都是建立在转移概率矩阵完全已知的

前提下得出的。然而实际情况中，往往不能得到转

移概率矩阵的全部信息，因此，研究转移概率部分

未知条件下离散广义 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的稳定性

更符合实际情况。

下面首先针对转移概率部分未知条件下离散

广义 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的自治系统（５），研究开环

稳定性条件。
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定理  满足转移概率部分未知条件（２）的自

治系统（５），如果存在一组对称非奇异矩阵 ┠（牏），

使得牏∈┣，下式成立

┑
Ｔ
（牏）┠

牏
爦┑（牏）－ 犮

牏
爦┕

Ｔ
（牏）┠（牏）┕（牏）＜  （９）

┑
Ｔ
（牏）┠（牐）┑（牏）－ ┕

Ｔ
（牏）┠（牏）┕（牏）＜  牐∈ ┣

牏
爺爦

（１０）

式中：┠
牏
爦＝ ∑

牐∈┣
牏
爦

犮牏牐┠（牐），犮
牏
爦＝ ∑

牐∈┣
牏
爦

犮牏牐，且满足限制条

件 ┕
Ｔ
（牏）┠（牏）┕（牏）≥，则自治系统（５）正则、因果，

且随机稳定。

证明：考虑自治系统（５）满足转移概率部分未

知条件（２），所以条件式（７）的左边等价变换为

犑牏┑
Ｔ
（牏）［∑

牐∈┣

犮牏牐┠（牐）］┑（牏）－

（∑
牐∈┣

犮牏牐）┕
Ｔ
（牏）┠（牏）┕（牏）＝

┑
Ｔ
（牏）［（∑

牐∈┣
牏
爦

犮牏牐＋ ∑
牐∈┣

牏
爺爦

犮牏牐）┠（牐）］┑（牏）－

┕
Ｔ
（牏）［（∑

牐∈┣
牏
爦

犮牏牐＋ ∑
牐∈┣

牏
爺爦

犮牏牐）┠（牏）］┕（牏）＝

┑
Ｔ
（牏）［∑

牐∈┣
牏
爦

犮牏牐┠（牐）］┑（牏）－

（∑
牐∈┣

牏
爦

犮牏牐）┕
Ｔ
（牏）┠（牏）┕（牏）＋

┑
Ｔ
（牏）［∑

牐∈┣
牏
爺爦

犮牏牐┠（牐）］┑（牏）－

（∑
牐∈┣

牏
爺爦

犮牏牐）┕
Ｔ
（牏）┠（牏）┕（牏）＝

┑
Ｔ
（牏）┠

牏
爦┑（牏）－ 犮

牏
爦┕

Ｔ
（牏）┠（牏）┕（牏）＋

∑
牐∈┣

牏
爺爦

犮牏牐［┑
Ｔ
（牏）┠（牐）┑（牏）－ ┕

Ｔ
（牏）┠（牏）┕（牏）］

因为 犮牏牐≥０，牏，牐∈┣，所以当条件（９）和（１０）

同时满足时，犑牏＜，结合条件（８），由引理 ３可知，

满足转移概率部分未知条件（２）的自治系统（５）正

则、因果，且随机稳定。定理得证。

注 ：定理 １提出的稳定性判定方法，包含了

系统模态转移概率完全已知和完全未知两种特殊

情况。当系统模态转移概率完全已知时，定理 １转

变为引理 ３的形式；当系统模态转移概率完全未知

时，定理 １的判定方法适用于完全随机开关系统。

因此，定理 １提出的方法具有更广泛的理论意义和

实用价值。

 镇定性研究

将状态反馈控制器（６）代入系统（４），得闭环系

统

┕（牜牑）╂（牑＋ １）＝ ┑牅牓（牜牑）╂（牑） （１１）

式中 ┑牅牓（牜牑）＝┑（牜牑）＋┒（牜牑）┛（牜牑）。

下面针对非自治系统（４），基于定理 １，设计状

态反馈控制器（６），使闭环系统（１１）正则、因果，且

随机稳定。

定理  考虑满足转移概率部分未知条件（２）

的标称系统（４），如果给定任意两组标量 犡（牏）和

犝（牏），存在一组对称正定矩阵 ┨（牏）和一组适当维

数矩阵 ┩（牏），使得牏∈┣，下式成立

－ 犃
牏
爦 犑

牏
爦
槇
┑（牏）

 犮
牏
爦犎

熿

燀

燄

燅（牏）
＜  （１２）

槇
－┨（牐） ┑（牏）

 犎

熿

燀

燄

燅（牏）
＜  牐∈ ┣

牏
爺爦 （１３）

犝（牏）┕
Ｔ
（牏）＋ 犝（牏）┕（牏）＋ 犝

２
（牏）┨（牏）≤ （１４）

式中：┑（牏
槇
）＝┑（牏）┨（牏）＋┒（牏）┩（牏）；

犑
牏
爦＝［ 犮牏爦槡 牏

１
┙，…， 犮牏爦槡 牏

牔
┙］
Ｔ
；

犎（牏）＝犡（牏）┨（牏）┕
Ｔ
（牏）＋犡（牏）┕（牏）┨（牏）＋

犡
２
（牏）┨（牏）；

犃
牏
爦＝ｄｉａｇ｛┨（爦

牏
１），…，┨（爦

牏
牔）｝，爦

牏
１，…，爦

牏
牔见式

（３）。

则存在状态反馈控制器（６），使得闭环系统

（１１）正则、因果，且随机稳定。进一步，如果式（１２～

１４）有解，则状态反馈控制器（６）的增益由下式给出

┛（牏）＝ ┩（牏）┨（牏）
－１

（１５）

证明：针对闭环系统（１１），条件（９，１０）中的

┑（牏）取 ┑牅牓（牏）＝┑（牏）＋┒（牏）┛（牏），由定理 １可知，

式（９，１０）同时满足，则闭环系统（１１）正则、因果，且

随机稳定。

由引理 １可知，式（９，１０）分别等价于

－┠（爦
牏
１）  …  犮牏爦槡 牏

１
┠（爦

牏
１）┑牅牓（牏）

 －┠（爦
牏
２）…  犮牏爦槡 牏

２
┠（爦

牏
２）┑牅牓（牏）

    

   －┠（爦
牏
牔） 犮牏爦槡 牏

牔
┠（爦

牏
牔）┑牅牓（牏）

    －犮
牏
爦┕
Ｔ

熿

燀

燄

燅（牏）┠（牏）┕（牏）

＜

（１６）

－ ┠（牐） ┠（牐）┑牅牓（牏）

 － ┕
Ｔ［ ］（牏）┠（牏）┕（牏）

＜  （１７）

式中 ┑牅牓（牏）＝┑（牏）＋┒（牏）┛（牏）。

定义 ┨（牏）＝┠
－１
（牏），对式（１６）两边分别左乘

和右乘 ｄｉａｇ｛┨（爦
牏
１），…，┨（爦

牏
牔），┨（牏）｝，令 ┩（牏）＝

┛（牏）┨（牏），可得
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－ 犃
牏
爦 犑

牏
爦［┑（牏）┨（牏）＋ ┒（牏）┩（牏）］

 － 犮
牏
爦┨（牏）┕

Ｔ
（牏）┨

－１［ ］（牏）┕（牏）┨（牏）
＜ 

（１８）

由引理 ２，给定任意一组标量 犡（牏），可得

－ ┨（牏）┕
Ｔ
（牏）┨

－１
（牏）┕（牏）┨（牏）≤ 犡（牏）┨（牏）┕

Ｔ
（牏）＋

犡（牏）┕（牏）┨（牏）＋ 犡
２
（牏）┨（牏） （１９）

结合 犮牏牐≥０，牏，牐∈┣可知，要使式（１８）成立，

只要使式（１２）成立即可。

定 义 ┨（牏）＝┠
－１
（牏），对式（１７）两边分别左

乘和右乘 ｄｉａｇ｛┨（牐），┨（牏）｝，同时令 ┩（牏）＝

┛（牏）┨（牏），可得

－ ┨（牐） ┑（牏）┨（牏）＋ ┒（牏）┩（牏）

 － ┨（牏）┕
Ｔ
（牏）┨

－１［ ］（牏）┕（牏）┨（牏）
＜ 

（２０）

结合式（１９）可知，要使式（２０）成立，只要使式

（１３）成立即可。

另有，定理 １中所需的限制条件式（８）等价于

－ ┕
Ｔ
（牏）┨

－１
（牏）┕（牏）≤  （２１）

任意给定一组标量 犝（牏），由引理 ２可知

－ ┕
Ｔ
（牏）┨

－１
（牏）┕（牏）≤ 犝（牏）┕

Ｔ
（牏）＋

犝（牏）┕（牏）＋ 犝
２
（牏）┨（牏）

因此，要使式（２１）成立，只要使式（１４）成立即

可。

综上所述，若式（１２～１４）成立，则闭环系统

（１１）正则、因果，且随机稳定。

进 一 步，若 式 （１２～ １４）有 解，由 ┩（牏）＝

┛（牏）┨（牏）可得状态反馈控制器增益为式（１５）。定

理得证。

注 ：由于式（１８，２０）中含有非线性项，会在数

值计算求解中带来困难，所以应用引理 ２，将非线

性项转化为线性项，使条件式转化为标准的线性矩

阵不等式形式（１２，１３）。在定理 ２的基础上，应用

Ｍａｔｌａｂ中的 ＬＭＩｔｏｏｌｂｏｘ，通过求解式（１２～１４），

可以方便地解决转移概率部分未知情况下离散广

义 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统（４）的镇定问题。

 数值算例

对于系统（４），考虑 ４种模态的情况

┕（１）＝

１ ０ ０

０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

┑（１）＝

２４ ０６ １

－０６ １２ ０

熿

燀

燄

燅０４ －１ １４

┒（１）＝

０４ ０

０６ ０８

熿

燀

燄

燅０６ １４

┕（２）＝

１ ０ ０

０ ０６ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

┑（２）＝

１ １４ ２２

０６ １６ １４

熿

燀

燄

燅０８ １４ ０４

┒（２）＝

０ －１２

－０４ －１

熿

燀

燄

燅０ －０６

┕（３）＝

１５ ０ ０

０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

┑（３）＝

０４ ０８ １２

１ ０４ －３

熿

燀

燄

燅０８ ０４ －１６

┒（３）＝

３２ ２４

－０４ ０６

熿

燀

燄

燅０４ ０

┕（４）＝

１ ０ ０

０ ０５ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

┑（４）＝

－０８ ０４ ０６

０２ １ １４

熿

燀

燄

燅１２ ０２ －０４

┒（４）＝

－１６ －０８

－１４ －１２

熿

燀

燄

燅０ －０２
转移概率矩阵为

犮＝

０２ ０２ （０３） ０３

（０１） ０４ （０３） ０２

０２ （０５） （０１） ０２

熿

燀

燄

燅（０３） ０３ ０２ ０２

，其中，括

号中的数值表示未知的转移概率。

系统的模态跳变和状态变量的开环、闭环特性

分别如图 １～３所示。由图 ２中系统的开环特性可

图 １ 系统的跳变过程

图 ２ 系统状态的开环特性

图 ３ 系统状态的闭环特性
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以看出，未引入状态反馈控制器前，自治系统是不

稳定的。

取 犡（１）＝１，犡（２）＝０５，犡（３）＝１，犡（４）＝１，

犝（１）＝－１，犝（２）＝０５，犝（３）＝－１，犝（４）＝－１，利

用定理 ２，求解线性矩阵不等式（１２～１４），得状态

反馈控制器增益为

┛（１）＝
－４０１７１ －２８６３９ －１０８１５

［ ］２３４６６ １７１２２ －０２８４０

┛（２）＝
－０８９４８ ０３４９０ －０３３９５

［ ］０９２８３ １３９０８ １６０６１

┛（３）＝
０３９９８ ００１９４ －１９４３４

［ ］－０７０８６ －０３６３３ ２１２１２

┛（４）＝
－１７５２９ －０３６６７ －００８７７

［ ］２３５２８ １２５０１ １１２９６
给定系统状态变量的初值为 ╂（０）＝［０５

０１ －０６］
Ｔ
，得系统状态的闭环响应曲线如图 ３

所示。由图 ３中系统的闭环特性可以看出，加入定

理 ２设计的状态反馈控制器后，当系统在两种模态

之间随机跳变时，闭环系统实现了随机稳定，系统

状态迅速收敛，稳定在平衡点 ０附近。因此，定理 ２

解决了系统的镇定问题，通过状态反馈控制器，实

现了闭环系统的随机稳定。

 结束语

本文针对转移概率部分未知的情况下的离散

广义 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统，基于线性矩阵不等式方

法，推导了其开环稳定性条件，并在此基础上，研究

了其闭环反馈可镇定的问题，给出了其闭环反馈可

镇定的判据。由于转移概率部分未知的情况更符合

实际，因此，本文的结论具有更广泛的理论意义和

实用价值。
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