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基于随机减量的运行模态频域分析方法

黄 琴１ 王 彤２ 张海黎３

（１．南京航空航天大学无人机研究院，南京，２１００１６；２．南京航空航天大学航空宇航学院，南京，２１００１６；

３．驻南京地区军事代表室，南京，２１０００７）

摘要：以高层建筑、大跨桥梁等难以进行人工激励的大型复杂结构为对象，提出并实现了一种基于随机减量技术

和复模态指示因子函数法的新型频域运行状态模态参数识别方法。由随机运行响应估计随机减量函数，然后通

过时频域变换得到频域的半功率谱密度函数，并用复模态指示因子函数法从半功率谱密度函数中识别结构模态

参数。最后对１个三维空间结构模型进行算法验证，得到相应的各阶模态参数，证明了将随机减量技术和复模态

指示因子函数法相结合的方法识别大型结构模态参数的有效性和合理性。
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由于随机减量技术（Ｒａｎｄｏｍｄｅｃｒｅｍｅｎｔｔｅｃｈ

ｎｉｑｕｅ，ＲＤＴ）实现简单，高效灵活，同时在实际工况

下可以实现数据实时分析，现在已经成为一项提取

结构自由衰减信号的有效方法，并且在振动模态分

析、结构损伤检测等领域中得到了广泛的应用。传

统的基于随机减量技术进行的运行状态模态参数

识别，都是从得到的随机减量函数中直接提取模态

参数，所使用的算法则为一些经典的时域模态参数

识别方法，诸如ＩＴＤ
［１］法，ＥＩＴＤ法，ＥＲＡ

［２３］法等。

而频域模态参数识别方法相对于时域方法有可靠

性高、识别速度快、虚假计算模态少、所需人工判断

不多等显著优点。故对于大型复杂结构而言，各类

频域模态参数识别方法是相对选用较多的方法。本

文将随机减量技术与频域模态参数识别技术—复



模态指示因子函数（Ｃｏｍｐｌｅｘｍｏｄｅｉｎｄｉｃａｔｏｒｆｕｎｃ

ｔｉｏｎ，ＣＭＩＦ）方法相结合，将经典的频域试验模态

分析方法扩展到频域运行状态模态分析方法中进

行模态识别。其实现流程如图１所示。

图１ 本文方法实现流程图

 随机减量技术

随机减量技术［４５］的基本思想是建立在线性系

统的叠加原理基础上的，即对于结构随机响应，指

定某种条件，将响应中确定性的和随机的两部分实

现分离，然后利用统计平均将随机的部分排除掉，

过滤出确定性的自由衰减信号。

首先介绍一下利用随机减量技术从结构振动

响应信号中获得结构自由振动响应信号数据的基

本原理。

对于一个线性系统的结构，在任意激励下某测

点的受迫振动响应可表示为

牪（牠）＝ 牪（０）爟（牠）＋ 牪（０）爼（牠）＋∫
牠

０
牎（牠－

犳）牊（犳）ｄ（犳） （１）

式中：爟（牠）为初始位移为１且初始速度为０的系统

自由振动响应；爼（牠）为初始位移为０且初始速度为

１的系统自由振动响应；牪（０）和牪（０）分别为系统振

动的初始位移和初始速度；牎（牠）为系统单位脉冲响

应函数；牊（牠）为外部激励。

选取一个适当的常数爛去截取一个结构实测

随机振动响应信号牪（牠），可得到一系列不同的交点

时刻牠牏（牏＝１，２，…，爫），对于自牠牏时刻开始的响应

牪（牠－牠牏）可以看出３个部分的线性叠加，即由牠牏时刻

初始位移引起的自由振动响应，由牠牏时刻初始速度

引起的自由振动响应和由牠牏时刻开始的随机激励

牊（牠）引起的强迫振动响应。于是有

牪（牠－ 牠牏）＝ 牪（牠牏）爟（牠－ 牠牏）＋ 牪（牠牏）爼（牠－ 牠牏）＋

∫
牠

牠牏

牎（牠－ 犳）牊（犳）ｄ（犳） （２）

由于激励牊（牠）是平稳的，时间起点并不影响其随机

特性，则将牪（牠－牠牏）的一系列事件起点牠牏移至坐标

原点，可获得相应的一系列随机过程的子样本函数

牨牏（牠）（牏＝１，２，…，爫），即

牨牏（牠）＝爛爟（牠）＋牪（牠牏）爼（牠）＋∫
牠

０牎（牠－犳）牊（犳）ｄ（犳）

（３）

取牨牏（牠）的统计平均得

牨（牠）＝
１

爫∑
爫

牏＝１

牨牏（牠）≈ 爠［爛爟（牠）＋ 牪（牠牏）爼（牠）＋

∫
牠

０
牎（牠－ 犳）牊（犳）ｄ（犳）］≈ 爛爟（牠）＋

爠［牪（牠牏）］爼（牠）＋∫
牠

０
牎（牠－ 犳）爠［牊（犳）］ｄ（犳）］

（４）

由于激励牊（牠）是平稳的纯随机振动且均值为０，且

系统振动响应牪（牠），牪（牠）同样是均值为０的平稳随

机振动，即爠［牊（牠）］＝０，爠［牪（牠牏）］＝０，故

牨（牠）≈ 爛爟（牠） （５）

由此获得初始位移为爛，初始速度为０的自由振动

响应。

 半功率谱密度函数

经典的功率谱［６］估计方法有两种：（１）周期图

法，又称直接法，它通过直接将采样信号进行傅里

叶变换得到功率谱；（２）相关图法，是一种间接谱估

计法，由Ｂｌａｃｋｍａｎ和Ｔｕｋｅｙ在１９５８年提出，故又

称为ＢＴ法
［７］
。ＢＴ法首先对采样数据进行相关函

数估计，然后对相关函数进行傅里叶变换得到功率

谱。利用改进的ＢＴ法实现功率谱密度函数的降

阶［８９］
，得到半功率谱。

假设响应牪牏和牪牐数据长度均为爧，两者之间相

关函数的无偏估计式为

犞牏牐（牔）＝

１

爧－ 牔∑
爧－牔－１

牑＝０

牪牏（牑＋ 牔）牪牐（牔） （０≤ 牔≤ 爧－ １）

１

爧－ 燏牔燏 ∑
爧－燏牔燏－１

牑＝０

牪牏（牑）牪牐

烅

烄

烆
（牑＋ 燏牔燏） （－ 爧＋ １≤ 牔≤ ０）

（６）

上式中相关函数的估计值只有开头的少部分时延

是可用的，而后面部分主要由估计的随机误差引

起，故应舍去后面部分。假设可用的最大时延为爧牉，

则功率谱密度可由式（６）进行傅里叶变换得到

爢牏牐（ｊ犽）＝ 爴Ｓ∑
爧牉

牔＝－爧牉

牥（牔）犞牏牐（牔）ｅ
－ｊ犽牔爴Ｓ （７）

式中：牥（牔）为２爧牉＋１点的时窗函数。

功率谱密度函数的模态分解形式

┗
Ｔ
牪牪（ｊ犽）＝∑

爫

牜＝１

┴牜┻
Ｔ
牜

ｊ犽－ 犧牜
＋
┴

牜 ┻

Ｈ
牜

ｊ犽－ 犧槏 槕牜 ＋

∑
爫

牜＝１

┻牜┴
Ｔ
牜

－ ｊ犽－ 犧牜
＋

┻

牜 ┴

Ｈ
牜

－ ｊ犽－ 犧槏 槕牜 （８）
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式（８）即为频域运行状态模态分析的基础，其中牚牜

是１个与输入自谱矩阵以及结构系统各阶模态参

数相关的参考向量。对比可知，功率谱密度函数的

阶次为频率响应函数的两倍。对该式进行反傅里叶

变换，便可得到相关函数矩阵

犞
Ｔ
（牔）＝

∑
爫

牜＝１

（┴牜┻
Ｔ
牜ｅ

犧牜牔爴Ｓ＋ ┴

牜┻

Ｈ
牜ｅ
犧

牜牔爴Ｓ） （牔≥ ０）

∑
爫

牜＝１

（┻牜┴
Ｔ
牜ｅ

犧牜燏牔燏爴Ｓ＋ ┻

牜 ┴

Ｈ
牜ｅ
犧

牜燏牔燏爴Ｓ

烅

烄

烆 ）（牔＜ ０）

（９）

式中：爴Ｓ为采样间隔。注意到，相关函数的正时延

部分（牔≥０）对应的是式（８）中的第１项，负时延部

分则是对应于式中的第２项，而式中第１项的表达

形式与频率响应函数的表达形式相同，具有足够的

信息用于模态参数识别。因此，仅对正半时延进行

傅里叶变换，所得到的功率谱密度矩阵即可达到降

阶目的

┗
＋
牏牐（ｊ犽）＝ 爴Ｓ∑

爧牉

牔＝－爧牉

牥（牔）犞牏牐（牔）ｅ
－ｊ犽牔爴Ｓ （１０）

即称为半功率谱密度函数。由式（８）可知，半功率谱

密度函数与频率响应函数（Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅ

ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＦＲＦ）的表达式非常相似，因此可将传统

的用于频响函数的频域模态分析方法应用于半功

率谱密度函数进行模态参数识别。

 复模态指示因子函数方法

复模态指示因子函数（ＣＭＩＦ）方法
［１０］是一种

应用在多参考点 ＦＲＦ（Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｆｕｎｃ

ｔｉｏｎ）测量中的基于奇异值分解的简便算法。它可

以识别多个模态数以及重根的存在，对含噪声的测

试数据有很好的识别效果。

假定系统为线性时不变系统，在模态分析领域

里，一个爫自由度系统的ＦＲＦ矩阵可以表示为

┘（ｊ犽）＝∑
２爫

牜＝１

┑牜

ｊ犽－ 犧牜
＝∑

２爫

牜＝１

爯牜犗牜├
Ｈ
牜

（ｊ犽－ 犧牜）
（１１）

或者用矩阵形式表示为

┘（ｊ犽）＝ 犎
爯牜

（ｊ犽－ 犧牜［ ］）├ （１２）

式中：┘（ｊ犽）为爫牗×爫牏的ＦＲＦ矩阵，┑牜为大小为

爫牗×爫牏的第牜阶留数矩阵，犗牜为爫牗×１的第牜阶模

态振型，├牜为爫牏×１的第牜阶模态参与因子矩阵，犎

为爫牗×２爫的模态振型矩阵，├为爫牏×２爫的模态

参与因子矩阵，爯牜为第牜阶模态的归一化因子，犧牜

为第牜阶模态的系统极点。爫牗为响应点的个数，爫牏

为激励点的个数。通过对每个谱线上的ＦＲＦ矩阵

进行奇异值分解可以得到

┘（ｊ犽）＝ ┥（ｊ犽）犈（ｊ犽）┦（ｊ犽）
Ｈ

（１３）

式中：┥（ｊ犽）是爫牗×爫牏的左奇异矩阵，它是１个酉

阵；犈（ｊ犽）是爫牜×爫牜的奇异值矩阵，它是１个对角

阵；┦（ｊ犽）
Ｈ是爫牜≤爫牏的右奇异矩阵，它也是个酉

阵。爫牜是主模态的模态个数，主模态是指在某个特

定频率点ｊ犽处对结构响应有贡献的模态。

在实际计算时，对每个谱线进行计算，由ＦＲＦ

矩阵得到正规矩阵┘（ｊ犽）
Ｈ
┘（ｊ犽），然后得到这个矩

阵的特征值。在ＣＭＩＦ图里显示了这些特征值的对

数幅值及其对应的频率。

ＣＭＩＦ方法可以识别多个模态数以及重根的

存在，通过用奇异值分解技术，ＣＭＩＦ对含噪声的

测试数据有很好的效果。因此本文采用了ＣＭＩＦ方

法对由基于ＲＤ技术所得到的半功率谱密度函数

进行奇异值分解，从而识别出结构的模态参数。

 仿真算例

下面用一个三维空间结构仿真模型（如图２）来

验证本文所提出的方法。

图２ 三维空间结构模型

三维空间结构由上下两块正方形钢板与４根

仅有刚度没有质量的刚杆组成，如图２（ａ）。假设钢

板没有变形，只做刚体运动，则该结构可简化为如

图２（ｂ）所示的六自由度系统：两个质心在牀，牁方

向的平动和绕牂轴的扭转。仿真中为了模拟实际情

况，６个测点的布置如图２（ａ）中的箭头所示，分别

为５牁＋，６牁＋，７牀＋，９牁＋，１０牁＋，１１牀＋。各测点

的位移可根据刚体运动规律由质心的平动位移与

转角计算得到，如图２（ｂ）。此外，无质量杆的刚度

可以调节，用于模拟实际结构中的刚度不对称性。

其中６个测点测得１０２４００６的响应数据牀，即为

６列数据 牨１，牨２，牨３，牨４，牨５，牨６，每列数据的长度为

２７７ 南 京 航 空 航 天 大 学 学 报 第４３卷



１０２４００。

本文随机减量函数是在样本长度为５１２点、加

２５％的指数窗、采样时间间隔为０００３９ｓ的情况

下估计得到并给出前六阶振型（图３）。

图３ 识别出的三维立体结构的前六阶振型图

由于用于运行状态模态分析的频域空间域分

解法［９］
（Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙａｎｄｓｐａｔｉａｌｄｏｍａｉｎｄｅｃｏｍｐｏｓｉ

ｔｉｏｎ，ＦＳＤＤ）已发展成熟，因此表１将用本文方法

得到的识别结果与通过ＦＳＤＤ方法识别的结果作

比较以验证本文方法的可靠性。

表 本文方法与﹨﹥﹥的频率阻尼识别结果对比

模态阶次
频率牊燉Ｈｚ 阻尼犪燉％

ＦＳＤＤ 本文方法 ＦＳＤＤ 本文方法

第一阶 １５９３ １５９６ １２５ １３６

第二阶 １６８６ １６９０ １２１ １２３

第三阶 ３２６５ ３２７０ １００ ０９６

第四阶 ４４１３ ４４１９ １０５ １２８

第五阶 ４７１８ ４７２７ １０８ １０９

第六阶 ８５４７ ８５４７ １５３ １５４

 结束语

本文实现的运行模态分析方法较之传统的运

行模态分析方法更具效率；借助于随机减量技术所

得到的半功率谱密度函数具有与频率响应函数类

似的性质，因此大多经典的基于频率响应函数的频

域试验模态分析方法均可用于运行状态模态分析。
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