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一种新的鲁棒非线性卡尔曼滤波

常国宾 许江宁 常路宾 纪 兵

（海军工程大学导航工程系，武汉，４３００３３）

摘要：Ｈｕｂｅｒ方法是一种基于牓１燉牓２联合范数的估计方法，该方法可以实现估计的鲁棒性，同时尽量不损失滤波精

度和效率。基于Ｈｕｂｅｒ估计的无味卡尔曼滤波虽提高了无味卡尔曼滤波的鲁棒性，但这种方法用统计线性回归

模型来近似非线性的观测模型，损失了无味变换的精度。从Ｈｕｂｅｒ方法的数学意义出发，对观测信息（观测值或

观测噪声）进行重新构造，然后对精确的非线性观测方程进行标准的无味卡尔曼滤波，这种新的基于Ｈｕｂｅｒ方法

的无味卡尔曼滤波无需对非线性观测方程进行线性近似，在保持鲁棒性的前提下提高了滤波精度。通过一个具

有混合高斯分布观测噪声的简明实例，验证了新算法在鲁棒性、滤波精度以及估计一致性方面的优势。
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与最小二乘估计（Ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｅｓｔｉｍａｔｏｒ，

ＬＳＥ）类似，卡尔曼滤波（Ｋａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ，ＫＦ）是基于

牓２范数最小推导的，ＫＦ综合利用了系统模型、随

机量的统计特性等信息，其应用范围更广，在模型

和分布的假设成立时，可以得到优于ＬＳＥ的估计

精度。当两种假设不成立时，需要对ＫＦ进行改进，

本文研究在非线性系统模型（状态方程和观测方程

均非线性）和非高斯观测噪声（干扰高斯分布，对称

分布的干扰分布，其具体形式可以未知）条件下，滤

波算法的精度和鲁棒性问题。

各种非线性ＫＦ用于解决非线性系统的滤波

问题。其中曾被广泛应用的是２０世纪６０，７０年代提

出的基于一阶泰勒级数近似的扩展卡尔曼滤波

（ＥｘｔｅｎｄｅｄＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ，ＥＫＦ）及其各种改进
［１］
。

９０年代提出了各种新的非线性滤波方法，如无味

卡尔曼滤波（ＵｎｓｃｅｎｔｅｄＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ，ＵＫＦ）
［２］
，



分开差分滤波（Ｄｉｖｉｄｅｄｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｆｉｌｔｅｒ，ＤＤＦ），粒

子滤波（Ｐａｒｔｉｃｌｅｆｉｌｔｅｒ，ＰＦ），等。其中ＵＫＦ、ＤＤＦ和

其他一些类似方法属于同一类基于确定性采样点

的免微分滤波方法，ＶａｎｄｅｒＭｅｒｗｅ在其博士论文

中将这一类方法统称为Ｓｉｇｍａ点卡尔曼滤波（Ｓｉｇ

ｍａｐｏｉｎｔＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ，ＳＰＫＦ），进行了统一研

究［３］
。学者和工程师们在理论和应用方面对各种

ＳＰＫＦ进行了研究。ＳＰＫＦ的含义可以从多个角度

进行解释，如ＳＰＫＦ提出的分布采样观、有限差分

观、多项式插值观，以及此后的完全对称函数精确

积分观和Ｌｅｆｅｂｖｒｅ提出的统计线性回归观
［４］
。不失

一般性，本文以ＵＫＦ为研究对象。

高斯和滤波（Ｇａｕｓｓｉａｎｓｕｍｆｉｌｔｅｒ，ＧＳＦ）和粒

子滤波可以某种程度上解决随机分布非高斯时的

滤波问题，但这些方法仍然要求随机噪声的统计特

性与假设一致（尽管可以为非高斯分布），对随机噪

声统计特性与假设存在偏差时的鲁棒性问题没有

涉及。鲁棒性最早由Ｂｏｘ提出
［５］
，当数据与假设分

布存在偏差时，鲁棒性描述对这种偏差不敏感的处

理方法，对于鲁棒性的概念以及各种鲁棒估计方法

可参见鲁棒统计学创始人之一的Ｈａｍｐｅｌ的相关

文献［６］
。一个经严格推导的鲁棒方法是Ｈｕｂｅｒ提出

的广义极大似然估计，即Ｍ估计，同时Ｈｕｂｅｒ给出

了解决一类在高斯分布附近存在对称干扰问题的

鲁棒处理方法（Ｈｕｂｅｒ方法）
［７］
。这种方法结合牓１燉牓２

两种范数构建代价函数，对于干扰高斯分布的情

形，可以使最大渐进估计方差达到最小，其鲁棒性

优于基于牓２范数的估计方法，同时尽量保持纯高斯

分布时牓２范数的估计效率。基于牓２范数的ＫＦ同样

是不鲁棒的，学者对Ｈｕｂｅｒ方法在鲁棒滤波领域的

应用进行了研究。Ｋａｒｌｇａａｒｄ从ＤＤＦ的统计线性回

归观点［４］出发，推导了基于 Ｈｕｂｅｒ方法的鲁棒

ＤＤＦ
［８］
，与此方法相同，Ｗａｎｇ研究了基于 Ｈｕｂｅｒ

估计的 ＵＫＦ（ＨＵＫＦ）在视频相对导航中的应

用［９］
。

在Ｌｅｆｅｂｖｒｅ从统计线性回归的观点对ＵＫＦ的

解释中，明确指出ＵＴ是在方差传递时考虑了线性

化误差补偿的统计线性回归［４］
，如果用回归得到的

线性模型进行方差传递（而不是像ＵＴ那样考虑线

性化误差补偿），会造成低估传递方差，进而影响滤

波精度。因此，Ｋａｒｌｇａａｒｄ和Ｗａｎｇ研究的基于统计

线性化近似模型的鲁棒滤波方法损失了Ｓｉｇｍａ点

方法原有的精度。Ｈｕｂｅｒ方法有重加权平均和伪观

测量（截断观测量）平均两种含义
［１０］
，从这两种含

义出发，本文对观测信息（观测值或观测方差）进行

重新构建，然后采用标准ＵＫＦ的观测更新算法对

非线性观测方程进行滤波，无需对非线性观测方程

进行线性化近似，从而得到一种真正意义上的非线

性鲁棒滤波方法。新方法在鲁棒性、滤波精度、和滤

波一致性方面都明显优于基于统计线性化近似模

型的鲁棒滤波方法，数值仿真的结果验证了本文的

结论。

 基于统计线性化近似的﹪﹨

 无味卡尔曼滤波

状态方程和观测方程表示如下

╂牑＝ 牊（╂牑－１，╁牑－１） （１）

╃牑＝ 牎（╂牑，犣牑） （２）

式中：╂牑，╃牑，╁牑和犣牑分别为牑时刻的牕维状态、牔维

观测、过程噪声和观测噪声。假设两种噪声均符合

高斯分布，方差阵分别为┡，┢。

Ｊｕｌｉｅｒ提出了用于非线性函数均值和方差传

递 的 无 味 变 换［２］
（Ｕｎｓｃｅｎｔｅｄｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ，

ＵＴ）。ＵＴ用确定性采样方法得到一组带权值的样

本点，用以表示状态量的分布，一般称为Ｓｉｇｍａ点。

将每个Ｓｉｇｍａ点代入非线性方程，得到对应的函数

样本值，基于这些值求出函数的样本均值和样本方

差。令牪＝牊（牨）表示任一给定的非线性方程，令牨

的Ｓｉｇｍａ点集为｛犻牓爾牓｝，牓＝０，１，…，２牕，采样策略

详见文献［２］。传递Ｓｉｇｍａ点，并计算相关的样本统

计量，用这些统计量来表示传递均值、传递方差以

及传递前后的互协方差矩阵。

犞牓＝ 牊（犻牓） （３）

╃

＝∑

２牕

牓＝０

爾牓犞牓 （４）

┠

牪牪＝∑

２牕

牓＝０

爾牓（犞牓－ ╃

）（犞牓－ ╃


）
Ｔ

（５）

┠

牨牪＝∑

２牕

牓＝０

爾牓（犻牓－ ╂

）（犞牓－ ╃


）
Ｔ

（６）

当式（３）为状态方程时，由式（４，５）可以得到状

态传递均值、传递方差（考虑过程噪声）。当式（３）为

观测方程时，将上述样本统计量代入ＫＦ观测更新

公式，得到观测更新均值式（７）和方差式（８）

╂
＋
＝ ╂
－
＋ ┛（╃－ ╃

－
） （７）

┠牨牨＝ ┠
－
牨牨－ ┛┠牪牪┛

Ｔ
（８）

┛＝ ┠牨牪┠
－１
牪牪 ＝ ┠牨牪（┠牪牪＋ ┢）

－１
（９）

为了减少溢出并保持方差矩阵的对称正定性

质，可以采用数值稳定的平方根滤波形式（ＤＤＦ在

推导时用的是平方根形式）。

 基于﹪┊┇方法的无味卡尔曼滤波

上述方法是在观测噪声为高斯分布，且噪声的
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统计特性已知时得到的，当这种假设不成立时，该

方法的滤波精度将会明显下降［８１１］
，说明这种方法

不具有鲁棒性。将Ｈｕｂｅｒ方法用于ＳＰＫＦ的观测更

新，可得到基于Ｈｕｂｅｒ方法的鲁棒滤波方法。Ｋａｒｌ

ｇａａｒｄ
［８］和Ｗａｎｇ

［９］推导了基于非线性观测方程统

计线性回归近似鲁棒滤波。以ＨＵＫＦ为例，简单介

绍其推导过程。

牑时刻状态真值和预测值的关系如下

╂牑＝ ╂
－
牑 ＋ 犠╂牑 （１０）

预测误差犠╂牑的方差为爮
－
牨牨。

对观测方程进行线性化，其斜率矩阵为

┘牑＝ （（┠
－
牨牨）

－１
┠牨牪）

Ｔ
（１１）

构造线性回归模型

╃牑－ 牎（╂
－
牑）＋ ┘牑╂

－
牑

╂
［ ］－
牑

＝
┘牑

［ ］┙ ╂牑＋
犣牑

－ 犠╂［ ］牑
（１２）

定义下述各量

┣牑＝
┢牑 ０

０ ┠
－
牨

［ ］
牨

（１３）

╄牑＝ ┣
－１燉２
牑

╃牑－ 牎（╂
－
牑）＋ ┘牑╂

－
牑

╂
［ ］－
牑

（１４）

┝牑＝ ┣
－１燉２
牑

┘牑

［ ］┙ （１５）

犪牑＝ ┣
－１燉２
牑

犣牑

－ 犠╂［ ］牑 （１６）

则犪的协方差阵为单位矩阵，并有

╄牑＝ ┝牑╂牑＋ 犪牑 （１７）

定义Ｈｕｂｅｒ方法的代价函数

╀牏＝ （┝牑╂牑－ ╄牑）牏 （１８）

爥（╂牑）＝∑
牔

牏＝１

犱（╀牏） （１９）

犱（╀牏）＝

１

２
╀
２
牏 燏╀牏燏≤ 犞

犞燏╀牏燏－
１

２
犞
２
燏╀牏

烅

烄

烆
燏＞ 犞

（２０）

在式（１８，１９）中求残差的第牏个分量╀牏以及╀牏

的函数时，要用到待估计的未知量，处理的方法是

用前一次迭代得到的估计值代入求解。当 犞取

１３４５时，纯高斯分布条件下，该方法的估计效率

为基于牓２范数估计的９５％，关于犞的更详细讨论可

参见文献［１１］。定义犺（╀牏）＝犱′（╀牏），令式（１９）最小

∑
牔

牏＝１

犺（╀牏）
╀牏

╂牏
＝ ０ （２１）

定义犼（╀牏）＝犺（╀牏）燉╀牏

犼（╀牏）＝

１ 燏╀牏燏≤ 犞

犞

燏╀牏燏
燏╀牏

烅

烄

烆
燏＞ 犞

（２２）

犑＝ ｄｉａｇ［犼（╀牏）］ （２３）

┝
Ｔ
牑犑（┝牑╂牑－ ╄牑）＝ ０ （２４）

用迭代法解式（２４）

╂
（牐＋１）
牑 ＝ （┝

Ｔ
牑犑

（牐）
┝牑）

－１
┝
Ｔ
牑犑

（牐）
╄牑 （２５）

式中牐表示第牐次迭代。迭代结束后求得估值的方

差

┠
＋
牨牨＝ （┝

Ｔ
牑犑┝牑）

－１
（２６）

一般只迭代一次［８９］
，迭代初值可以取（┝

Ｔ
牑

┝牑）
－１
┝
Ｔ
牑╄牑，也可以取ＵＫＦ观测更新后的估计值

（文献［８］中式（４６）），仿真中发现后者的各方面性

能略微优于前者，本文以后者作为新方法的比较对

象。

由上述推导过程可知，此方法在构建基于Ｈｕ

ｂｅｒ方法的鲁棒滤波算法时，采用了式（１１）所示的

统计线性化模型。如果采用这种线性化的方程进行

方差传递，应有

┠牪牪＝ ┘牑┠牨牨┘
Ｔ
牑 （２７）

然而，用 ＵＴ进行方差传递时，不是采用式

（２７），而是在式（２７）基础上考虑线性化误差的方差

补偿方法，经推导可得式（５）
［４］
，显然式（５）要比式

（２７）更精确。Ｋａｒｌｇａａｒｄ和Ｗａｎｇ方法中用观测方

程的线性化近似（即没有考虑在方差传递时的线性

化误差方差补偿）进行滤波，造成对传递方差（即观

测方差）的低估，进而影响滤波精度，这在第３节中

的数值仿真中可以直观体现。

 无需线性化近似的﹪﹨

将Ｈｕｂｅｒ方法直接应用于非线性的观测方程，

不对其进行线性化近似，得到了一种真正意义上的

非线性鲁棒滤波算法。

构造非线性回归模型（加性观测噪声）

╃牑

╂
［ ］－
牑

＝
牎（╂牑）

╂［ ］
牑

＋
犣牑

－ 犠╂［ ］
牑

（２８）

类似于式（１３～１７）的过程

╄牑＝ ┣
－１燉２
牑

╃牑

╂
［ ］－
牑

（２９）

牋（╂牑）＝ ┣
－１燉２
牑

牎（╂牑）

╂［ ］
牑

（３０）

式中爳牑的构造如式（１３）；╄牑是为了表示和第１．２

节中╄牑的区别。则有
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╄牑＝ 牋（╂牑）＋ 犪牑 （３１）

式中犪牑的构造如式（１６）。

╀牏＝ （牋（╂牑 ）－ ╄牑）牏 （３２）

同样，在计算上面的残差时将上一次的迭代值

代入求解，在本例中由于只进行一次迭代，把状态

预测值代入。类似于式（２０～２３）构造

犑。


犑作用可以从两个角度进行解释

［１０］
。（１）重加

权作用，对不同大小的残差乘以不同的权重（权重

大小为犼（╀牏）的绝对值），也就是说，用

犑取代残差的

单位方差阵；（２）求残差的加权平方和。也等价于对

式（２７）中的方差进行重新构建，定义┣

牑为修正后

的方差矩阵

┣

牑＝ ┣

１燉２
牑


犑（┣

１燉２
牑 ）

Ｔ
（３３）

易知，┣

牑和┣牑中对应╂

－
牑 的部分没有变化

┣
牨
牑
＝ ┣

牑槏 槕牔＋ １：牔＋ 牕， 牔＋ １：牔＋ 牕＝

┣牑槏 槕牔＋ １：牔＋ 牕， 牔＋ １：牔＋ 牕＝ ┠
－
牨牨

（３４）

定义┢

牑为修正后的观测噪声方差阵

┢

牑＝ ┣

牑槏 槕１：牔， １：牔 （３５）

用┢
取代┢牑对式（２）用标准ＵＫＦ进行滤波。

另一种解释是构造伪观测值（截断观测值），当

燏╀牏燏＞犞时，用ｓｉｇｎ（╀牏）犞来取代╀牏，定义修正后的残

差为

╀＝

犑╀ （３６）

等价于修正 ╄牑，定义修正后的 ╄牑为╄牑

╄牑＝ 牋（╂
－
牑）＋ ╀ （３７）

易知，╄牑和 ╄牑中对应╂
－
牑的部分没有变化

╄
牨
牑＝ ╄牑（牔＋ １：牔＋ 牕）＝

╄牑（牔＋ １：牔＋ 牕）＝ ╂
－
牑 （３８）

定义╃牑为修正后的观测值

╃牑＝ ╄牑（１：牔）＝

牋（╂
－
牑）＋


犑槏 槕１：牔， １：牔 ╀（１：牔） （３９）

用╃牑取代╃牑对式（２）用标准ＵＫＦ进行滤波。

可以证明上述两种处理方法的效果是相同的。

采用上述方法重新构造信息时，只能重新构造观测

噪声方差阵和观测值的一种，而不能对两者都进行

重新构造，新方法没有对观测方程进行线性化近

似，保持了ＵＴ在方差传递中原有的精度。

 实例仿真

用单变量非平稳增长模型来考察算法的性能。

牨牑＝ ０５牨牑－１＋ ２５
牨牑－１

１＋ 牨
２
牑－１

＋

８ｃｏｓ（１２（牑－ １））＋ 牥牑－１ （４０）

牫牑＝
牨
２
牑

２０
＋ 牤牑 牑＝ １，２，…，爦 （４１）

其中系统噪声牥牑－１～爫（０，１），仿真时间爦＝

５００，仿真时用于产生仿真数据的初始真值 牨０＝

０１，ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真次数取为爩＝５０。在进行滤

波解算时，设定滤波初始值为牨
＋
０＝０，爮

＋
０＝１。观测

噪声为式（４２）所示的混合高斯分布，犡＝０５，犲１＝

１，犲２取犲１的不同倍数。

牘牆牊（牤牑）＝ （１－ 犡）爫（０，犲１）＋ 犡爫（０，犲２）

（４２）

定义第牔次实验的时域均方误差为

ＴＭＳＥ（牔）＝
１

爦∑
爦

牑＝１

（牨
牔
牑－ 牨

＋牔
牑 ）

２
（４３）

定义牑时刻的５０次实验的均方根估计误差为

ＲＭＳＥ（牑）＝
１

爩∑
爩

牔＝１

（牨
牔
牑－ 牨

＋牔
牑 ）槡

２
（４４）

定义牑时刻的５０次实验的平均估计标准差为

ＭＳＤ（牑）＝
１

爩∑
爩

牔＝１

（爮
＋
牑（１，１））槡

牔
（４５）

定义总的ＭＳＥ为

ＭＳＥ＝
１

爩∑
爩

牔＝１

ＭＳＥ（牔） （４６）

定义估计值与估计方差一致性比率爲牅为

爲牅＝
ｎｕｍｂｅｒ（ＲＭＳＥ－ ３ＭＳＤ＜ ０）

爦
（４７）

式（３２～３５）中牔和牑分别表示第牔次ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ

仿真和牑时刻，分别取１～爩和１～爦。

对犲２＝牑犲１，牑＝０，１，…，１５共１６种情况进行了

仿真，本文只给出牑＝５和牑＝１２两种条件（条件１

和条件２）时的仿真结果。图１和图２是两种条件下

各滤波算法的时域ＭＳＥ（ＴＭＳＥ），图３～５，图６～８

分别为两种条件下３种滤波算法在牑时刻的ＲＭＳＥ

和３犲（３ＭＳＤ）。表１为两种条件下３种滤波算法的

ＭＳＥ以及所有时间点内估计值和估计方差相一致

的比率。ＨＵＫＦ１为基于观测方程统计线性化近似

的ＨＵＫＦ，ＨＵＫＦ２为本文提出的算法。

表 各滤波器在两种条件下的﹦和┢┭

滤波

算法

条件１ 条件２

ＭＳＥ 爲牅 ＭＳＥ 爲牅

ＵＫＦ １０９１１９ ０７２ ２３１０５９ ０３８

ＨＵＫＦ１ １５１４１２ ０３２ ２１５３０６ ０２５

ＨＵＫＦ２ ８４３４２ １００ ８２０５６ １００
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图１ 条件１时３种算法的ＴＭＳＥ

图２ 条件２时３种算法的ＴＭＳＥ

图３ 条件１时ＵＫＦ的ＲＭＳＥ与３犲曲线

图４ 条件１时ＨＵＫＦ１的ＲＭＳＥ与３犲曲线

图５ 条件１时ＨＵＫＦ２的ＲＭＳＥ与３犲曲线

图６ 条件２时ＵＫＦ的ＲＭＳＥ与３犲曲线

图７ 条件２时ＨＵＫＦ１的ＲＭＳＥ与３犲曲线

图８ 条件２时ＨＵＫＦ２的ＲＭＳＥ与３犲曲线
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通过对图和表的分析可以得到以下结论：

（１）滤波精度。由图１，图２和表１中各滤波算法

之间的比较可以发现：与ＵＫＦ和ＨＵＫＦ１相比，本

文提出的方法在滤波精度方面具有非常明显的优

势；ＨＵＫＦ１在第１种条件下的精度低于ＵＫＦ，而

在第２种情况下结论相反。ＨＵＫＦ１在每个时刻进

行完整的ＵＫＦ后，又进行一次基于Ｈｕｂｅｒ方法的

线性回归估计，笔者认为这一额外的估计过程具有

两面性的作用：一方面在观测噪声分布与假设分布

存在偏差时，这一过程可以减小偏差的影响，提高

ＵＫＦ的滤波精度；另一方面这种线性化近似方法

也会对原来的滤波结果产生污染，从而降低滤波精

度。当分布偏差较大时，ＨＵＫＦ１对滤波精度的提

升作用占主要方面，其精度高于ＵＫＦ，这对应于第

２种仿真条件；当分布偏差相对较小时，该方法对

滤波精度的降低作用占主要方面，其精度低于

ＵＫＦ，这对应于第１种仿真条件。而本文提出的方

法ＨＵＫＦ２只有在观测噪声分布存在偏差时对滤

波精度的提高作用，而没有因线性化近似带来的对

滤波精度的降低作用，所以精度在两种条件下都具

有明显的优势。

（２）估计一致性。由图３～５的比较、图６～８的

比较以及表１中３种算法的一致性比率的比较可以

发现：本文的状态估计和方差估计是一致的，而另

外两种滤波算法都不一致。

（３）鲁棒性。由图１和图２中同一滤波算法在两

种不同条件下的滤波精度比较以及表１中同一滤

波算法在两种不同条件下总ＭＳＥ和爲牅的比较可

以发现：新的方法在两种仿真条件下的估计都具有

一致性，其滤波精度在两种情况下也基本没有变

化，说明新方法具有较强的鲁棒性；ＨＵＫＦ１虽然

其滤波精度和估计的一致性都比较差，但该算法在

两种不同情况下的指标变化不大，说明也具有一定

的鲁棒性；ＵＫＦ的滤波精度和估计一致性在两种

情况下差别较大，说明该方法不具备鲁棒性。

 结束语

通过对基于观测方程统计线性化近似的

ＨＵＫＦ的分析发现：该近似会降低滤波精度。从

Ｈｕｂｅｒ方法的重加权平均和伪观测量（截断观测

量）平均两种含义出发，推导了无需对观测方程进

行线性化近似的ＨＵＫＦ。新的方法结合了ＵＫＦ的

高滤波精度特性，以及Ｈｕｂｅｒ方法的鲁棒性，可以

在不同条件下达到较高的滤波精度和较好的滤波

一致性。仿真结果表明：新方法在滤波精度、估计一

致性和鲁棒性等方面都明显优于ＵＫＦ和基于观测

方程线性化近似的ＨＵＫＦ。
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