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考虑夹杂间相互影响的颗粒增强两相复合材料

等效热膨胀系数预测

陈 康 许希武

（南京航空航天大学航空宇航学院，南京，２１００１６）

摘要：基于热机械载荷联合作用下两相颗粒复合材料的热力学响应特性，推导得到了材料的宏观等效热膨胀系

数，给出的表达式中完全考虑了夹杂之间的相互影响，因此适用于大体积分数的复合材料体系。此外，还给出了

在热机械载荷联合作用下代表性体积单元（Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅｖｏｌｕｍｅｅｌｅｍｅｎｔ，ＲＶＥ）、夹杂和基体中体积均匀化应

力场和应变场的具体分布形式。本文的预测结果与已有的实验数据吻合很好，说明了该模型的有效性。
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颗粒增强复合材料由于其优越的力学性能已

经得到了广泛的应用和研究。准确地预报材料的宏

观等效热力学参数是对复合材料进行性能评估、优

化结构设计的前提。目前，大多数文献都是采用经

典的细观力学方法预测颗粒增强复合材料的宏观

等效热力学参数，即Ｅｓｈｅｌｂｙ等效夹杂理论、自洽

理论、ＭｏｒｉＴａｎａｋａ方法以及上下限理论，通过给

代表性体积单元（Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅｖｏｌｕｍｅｅｌｅｍｅｎｔ，

ＲＶＥ）施加均匀边界条件，采用体积均匀化方法得

到其宏观应力场和应变场，进而给出复合材料的宏

观等效热力学性能参数。孙涛
［１］等提出了一种椭球

三相胞元，并采用ＥｓｈｅｌｂｙＭｏｒｉＴａｎａｋａ方法预测

了含脱粘界面的颗粒复合材料的有效热膨胀系数。

Ｋａｒａｄｅｎｉｚ和 Ｋｕｍｌｕｔａｓ
［２］提出了一种有限元单胞

模型，并采用细观力学方法研究了纤维增强复合材

料的等效热膨胀系数。Ｔｏｌｏｎｅｎ和Ｓｊｏｌｉｎｄ
［３］基于试

验结果对各种上下限理论预报的复合材料热膨胀

系数进行了比较。梁军、杜善义等
［４］使用 Ｍｏｒｉ

Ｔａｎａｋａ方法预测了含随机分布微裂纹的纤维增强

复合材料的宏观热膨胀系数，分析了微裂纹缺陷对



材料热力学性能的影响规律。姚战军、郑坚等
［５］提

出了一种三相模型，并基于ＥｓｈｅｌｂｙＭｏｒｉＴａｎａｋａ

方法预测了陶瓷颗粒增强的金属基复合材料涂层

的热膨胀系数。然而，传统的细观力学方法由于没

有充分考虑夹杂之间的相互作用，当增强相体积分

数较大时，预测的宏观热力学参数往往存在较大的

偏差。

Ｊｕ和Ｃｈｅｎ
［６７］基于Ｅｓｈｅｌｂｙ等效夹杂理论，推

导了含任意分布颗粒增强复合材料的细观力学控

制方程，并预测了材料的宏观等效力学性能参数。

与传统的细观力学方法相比，Ｊｕ和Ｃｈｅｎ的模型充

分考虑了夹杂之间的相互作用，因此更加适合于预

测夹杂体积分数较大的复合材料体系，但是没有考

虑热机械载荷的联合作用。在热机械载荷联合作

用下，Ｐｉｅｒａｒｄ
［８］采用体积均匀化方法给出了复合材

料热弹性响应分析策略，通过“三步骤”可以将任

意复合材料力学响应分析结果推广到热机械载荷

联合作用的情况。

本文在Ｊｕ和Ｃｈｅｎ以及Ｐｉｅｒａｒｄ的工作基础上，

通过推导热机械载荷联合作用下颗粒增强复合材

料的热力学响应特性，推导得到了复合材料的宏观

等效热膨胀系数，给出的表达式中完全考虑了夹杂

之间的相互影响。此外，还给出了在热机械载荷联

合作用下ＲＶＥ、夹杂和基体中体积均匀化应力场

和应变场的具体分布形式。本文的预测结果与已有

的实验数据吻合很好，说明了该模型的有效性。

 热力学响应控制方程

 力学响应分析

由于复合材料细观结构的复杂性，精确得到增

强相和基体的应力、应变场分布异常困难，经典的

细观力学方法基于ＲＶＥ，采用体积均匀化方法得

到其宏观应力场和应变场的分布形式，进而研究材

料宏观等效热力学特性。本文首先基于Ｊｕ和Ｃｈｅｎ

的方法，通过引入增强相的应变集中因子，推导在

机械载荷作用下复合材料的力学响应。推导中采用

下标０代表基体相，下标１代表夹杂相，无下标代表

ＲＶＥ体积均匀化物理量。首先定义夹杂相的应变

集中因子┑
犡

犡

１＝ ┑

犡
：犡


（１）

Ｅｓｈｅｌｂｙ等效夹杂理论认为：与基体材料不同

的夹杂引起的扰动应变场等效于与基体材料相同

且具有特定本征应变夹杂的扰动应变场，可以写成

下面的形式

┓１（犡
０
＋ 犡
′
１）＝ ┓０（犡

０
＋ 犡
′
１－ 犡


） （２）

式中：┓０和┓１分别表示基体和夹杂的弹性模量张

量；犡
０为作用于ＲＶＥ边界上的均匀应变场；犡

为夹

杂的本征应变；犡
′
１表示夹杂的扰动应变场

犡
′
１＝ ┣：犡


＋ 犡
牘
１ （３）

式中：┣为夹杂的Ｅｓｈｅｌｂｙ张量，取决于基体的材料

属性以及夹杂的几何形状。对于线弹性、各向同性

基体材料，球形夹杂的Ｅｓｈｅｌｂｙ张量具有下面的形

式

┣牏牐牑牓＝
１

１５（１－ 犩０）
［（５犩０－ １）犠牏牐犠牑牓＋

（４－ ５犩０）（犠牏牑犠牐牓＋ 犠牏牓犠牐牑）］

将式（３）代入式（２）中，体积均匀化后得到

（－ ┑－ ┣）：犡

＝ 犡
０
＋ 犡
′牘
１ （４）

式中：┑＝（┓１－┓０）
－１
：┓０。经典的无限大基体中单夹

杂问题没有考虑到夹杂之间的相互影响，即令犡
′牘
１＝０。

当夹杂相体积分数较大时，夹杂之间的相互影响就

变得非常明显，因此为了准确地预测复合材料的力

学响应，必须考虑夹杂之间的相互作用。式（４）中犡


代表夹杂内部的体积均匀化本征应变场，犡
′牘
１是由于

夹杂之间相互影响而导致的夹杂内体积均匀化扰

动应变场，通过Ｊｕ和Ｃｈｅｎ
［７］的推导，犡

′牘
１可以表示成

下面的形式

犡
′牘
１ ＝ （－ ┑－ ┣）：（┙－ 牰

－１
）：犡


（５）

式中，张量牰的分量可以表示成牰牏牐牑牓＝犞１犠牏牐犠牑牓＋

犞２（犠牏牑犠牐牓＋犠牏牓犠牐牑）。参数的具体表达式为

犞１＝
５犗

９６犝
２ １２犩０（１３－１４犩０）－

９６犜

３犜＋２犝
（１－２犩０）（１＋犩０［ ］）

犞２＝
１

２
＋
５犗

９６犝
２ ６（２５－３４犩０＋２２犩

２
０）－

３６犜

３犜＋２犝
（１－２犩０）（１＋犩０［ ］）

犜＝ ２（５犩０－１）＋１０（１－犩０）·
犦０

犦１－犦０
－

犨０

犨１－犨槏 槕［ ］０

犝＝ ２（４－５犩０）＋１５（１－犩０）·
犨０

犨１－犨［ ］０
式中：犩０，犦０和犨０分别为基体的泊松比、体积模量和

剪切模量；犗，犦１和犨１分别为增强颗粒的体积分数、

体积模量和剪切模量。结合式（４）和式（５）可以得到

犡
０
＝ （－ ┑－ ┣）：牰

－１
：犡


（６）

假设ＲＶＥ中所有夹杂几何形状相同、排列方

向一致，Ｊｕ和Ｃｈｅｎ
［６］给出了ＲＶＥ的体积均匀化应

变场的表达式

犡

＝ 犡
０
＋ 犗┣：犡


（７）

式中，犗为增强相的体积分数。将式（６）代入式（７）

中，得到

犡

＝ ［（－ ┑－ ┣）：牰

－１
＋ 犗┣］：犡


（８）

由Ｅｓｈｅｌｂｙ等效夹杂理论得到夹杂的体积均

匀化应变场犡

１＝－┑：犡

代入式（８）得到
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犡

１＝－ ┑：［（－ ┑－ ┣）：牰

－１
＋ 犗┣］

－１
：犡

（９）

结合式（１）的定义得到增强相应变集中因子的

具体表达式

┑
犡
＝－ ┑：［（－ ┑－ ┣）：牰

－１
＋ 犗┣］

－１
（１０）

综上推导，可以得到ＲＶＥ中体积均匀化应变

场和应力场

犡

＝ ［┙－ 犗┣：牰：（┑＋ ┣）

－１
］：犡

０
（１１ａ）

犲＝ ［┓０：（┙－ 犗┑
犡
）＋ 犗┓１：┑

犡
］犡

（１１ｂ）

由于在上面的推导过程中充分考虑了夹杂之

间的相互影响，因此，与传统的细观力学方法相比，

更加适用于增强相体积分数较大的复合材料体系。

另外，值得强调的是，上面的结果仅仅适用于所有

夹杂几何形状相同且排列方向一致的情况，对于具

有不同几何形状的多相夹杂或者具有不同排列方

向的单相夹杂，应该采用Ｔａｎｄｏｎ和Ｗｅｎｇ
［９］提出的

“取向平均化”方法对式（７）中恒定的Ｅｓｈｅｌｂｙ张量

┣进行修正，由于过程的复杂性这里不再详细讨

论。

 热力学响应分析

在机械载荷犡
０和变温 犤的联合作用下，ＲＶＥ

具有宏观应变场犡
和变温场犤，其宏观应力场犲可以

写成下面的形式

犲

＝ ┓


：犡

＋ 犝


犤 （１２）

式中：┓
为等效模量张量；犝


＝－┓


：犜

，犜
为等

效热膨胀系数张量。对于各向同性材料，犜

牏牐＝

犜

犠牏牐，犜

为等效热膨胀系数。下面采用Ｐｉｅｒａｒｄ的

“三步骤”策略，将上面的力学响应分析结果推广，

进而得到在热机械载荷联合作用下材料的热力学

响应特性。

步骤 令犡
牞１＝犡

，犤
牞１
＝０。该情况对应于上面给

出的力学响应分析，即ＲＶＥ具有宏观应变场犡
，由

式（９～１０）的分析给出下面的控制方程

犲
牞１
０ ＝ ┓０：犡

牞１
０，（１－ 犗）犡

牞１
０ ＝ （┙－ 犗┑

犡
）：犡

（１３）

犲
牞１
１ ＝ ┓１：犡

牞１
１，犡
牞１
１ ＝ ┑

犡
：犡


（１４）

步骤 令犡
牞２＝Δ犡

牞２，犤
牞２
＝犤。即ＲＶＥ具有宏观

均匀应变场Δ犡
牞２和变温场犤，Ｐｉｅｒａｒｄ指出该步骤应

保证基体和夹杂具有相同的应力、应变场分布

Δ犡
牞２
０＝Δ犡

牞２
１＝Δ犡

牞２，Δ犲
牞２
０＝Δ犲

牞２
１＝Δ犲

牞２ （１５）

Δ犲
牞２＝┓０：Δ犡

牞２＋犝０犤＝┓１：Δ犡
牞２＋犝１犤 （１６）

由式（１６）得到

Δ犡
牞２
＝－ （┓１－ ┓０）

－１
：（犝１－ 犝０）犤 （１７）

步骤 令犡
牞３＝Δ犡

牞３，犤
牞３
＝０，即ＲＶＥ具有宏观

均匀应变场Δ犡
牞３，该情况对应于上面的力学响应分

析，具有下面的控制方程

Δ犲
牞３
０ ＝ ┓０：Δ犡

牞３
０，（１－ 犗）Δ犡

牞３
０ ＝ （┙－ 犗┑

犡
）：Δ犡

牞３

（１８）

Δ犲
牞３
１ ＝ ┓１：Δ犡

牞３
１，Δ犡

牞３
１ ＝ ┑

犡
：Δ犡
牞３

（１９）

显然，上述“三步骤”之后，ＲＶＥ具有宏观均匀

应变场犡
和变温场犤，基体、夹杂以及ＲＶＥ的体积均

匀化应力场和应变场分别可以表示如下

犲

０＝犲
牞１
０＋∑

３

牏＝２
Δ犲
牞牏
０，犡

０＝犡
牞１
０＋∑

３

牏＝２
Δ犡
牞牏
０ （２０）

犲

１＝犲
牞１
１＋∑

３

牏＝２
Δ犲
牞牏
１，犡

１＝犡
牞１
１＋∑

３

牏＝２
Δ犡
牞牏
１ （２１）

犲
＝（１－犗）犲


０＋犗犲


１，犡
＝（１－犗）犡


０＋犗犡


１ （２２）

另外，从式（２２）中可以得到

Δ犡
牞３＝－Δ犡

牞２＝（┓１－┓０）
－１
：（犝１－犝０）犤 （２３）

上面的推导过程基于Ｊｕ和Ｃｈｅｎ关于机械载

荷作用下颗粒增强复合材料力学响应的分析结果，

采用Ｐｉｅｒａｒｄ提出的“三步骤”分析方法，得到了在

热机械载荷联合作用下颗粒增强复合材料的热力

学响应特性，推导过程中直接考虑了夹杂之间的相

互影响。

 结果和讨论

在充分考虑夹杂间相互影响的前提下，基于上

述推导得到的颗粒增强复合材料宏观热力学响应

特性，给出复合材料的宏观等效热膨胀系数表达

式。首先，从上面的推导中可以得到ＲＶＥ中体积均

匀化应力场

犲

＝ ［┓０：（┙－ 犗┑

犡
）＋ 犗┓１：┑

犡
］：犡

＋

（１－ 犗）犝０＋ 犗犝１＋ 犗（┓１－ ┓０）：

（┑
犡
－ ┙）：（┓１－ ┓０）

－１
：（犝１－ 犝０［ ］）犤（２４）

结合式（１２）可以得到等效模量张量和等效热

膨胀系数张量

┓

＝ ┓０：（┙－ 犗┑

犡
）＋ 犗┓１：┑

犡
（２５）

犝

＝ （１－ 犗）犝０＋ 犗犝１＋ 犗（┓１－ ┓０）：

（┑
犡
－ ┙）：（┓１－ ┓０）

－１
：（犝１－ 犝０） （２６）

犜

＝－ ┓

－１
：犝


（２７）

综上，进一步得到颗粒复合材料在热机械载

荷联合作用下ＲＶＥ、基体以及夹杂的体积均匀化

应变场和应力场的具体分布形式

犡

＝ ［┙－ 犗┣：煻：（┑＋ ┣）

－１
］：犡
０
＋ 犜


犤（２８ａ）

犲

＝ ┓


：犡

＋ 犝


犤 （２８ｂ）

（１－ 犗）犡

０＝ （┙－ 犗┑

犡
）：犡

－ 犗（┑

犡
－ ┙）：

（┓１－ ┓０）
－１
：（犝１－ 犝０）犤 （２９ａ）

犲

０＝ ┓０：犡


０＋ 犝０犤 （２９ｂ）
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犡

１＝ ┑

犡
：犡

＋ （┑

犡
－ ┙）：（┓１－ ┓０）

－１
：

（犝１－ 犝０）犤 （３０ａ）

犲

１＝ ┓１：犡


１＋ 犝１犤 （３０ｂ）

式中犡
０和犤分别表示机械载荷和温度载荷。由式

（２６，２７）可以得到在充分考虑夹杂间相互影响的情

况下，颗粒增强复合材料宏观等效热膨胀系数的表

达式

犜

＝ 犜０

犦０

犦
 ＋

１

犦
（犜１犦１－ 犜０犦０）

犦

－ 犦０

犦１－ 犦０
（３１）

式中：犜０和犦０分别为基体的热膨胀系数和体积模

量；犜１和犦１分别为增强相颗粒的热膨胀系数和体

积模量；犦
为复合材料的等效体积模量。可以通过

式（２５）得到

犦

＝ 犦０ １＋

３０（１－ 犩０）犗（３犞１＋ ２犞２）

３犜＋ ２犝－ １０（１＋ 犩０）犗（３犞１＋ ２犞２［ ］）
（３２）

式中犩０为基体的泊松比。因为犜

牏牐＝犜


犠牏牐，由式（２８ａ）

可以看出对于宏观各向同性材料，热力学响应只体

现在热响应和三向等幅力学响应的耦合，也就是说

温度载荷不会引起材料的宏观剪切变形。另外，如果

令犡
０＝０，则可以得到在温度载荷作用下ＲＶＥ、基体

和夹杂的体积均匀化热应力场和热应变场的分布

形式。

众所周知，Ｋｅｒｎｅｒ模型由于其有效性已经被

广泛认可并应用于复合材料的宏观等效热力学性

能参数预测。Ｋｅｒｎｅｒ模型基于经典的Ｅｓｈｅｌｂｙ单夹

杂等效理论，因此忽略了多夹杂之间的相互影响，

其预测的颗粒增强复合材料等效热膨胀系数为

犜

＝ 犜０＋

犗犦１（犜１－ 犜０）（３犦０＋ ４犨０）

犦０（３犦１＋ ４犨０）＋ ４犗犨０（犦１－ 犦０）

（３３）

已有的实验表明，当颗粒复合材料中夹杂的体

积分数过大时，颗粒与基体相互镶嵌渗透成网状结

构，观察不到明显的颗粒相和基体相，导致细观力

学方法失效。Ｚｕｉｋｅｒ
［１０］认为该网状细观结构形成的

极限颗粒体积分数可以近似取为２０％。本文为了确

保细观力学方法的有效性，采用最大颗粒体积分数

为２５％的实验数据说明本文模型的有效性。下面分

别采用（１）Ｈｏｌｌｉｄａｙ和Ｒｏｂｉｎｓｏｎ
［１１］的实验数据：铝

颗粒增强燉环氧树脂基体复合材料，组份参数：爠Ａｌ＝

７０ＧＰａ，犩Ａｌ＝０３４，犜Ａｌ＝２２４×１０
－６
°Ｃ
－１
；爠Ｅｐｏｘｙ＝

３５ＧＰａ，犩Ｅｐｏｘｙ＝ ０３６，犜Ｅｐｏｘｙ＝ ６０３× １０
－６
°Ｃ
－１

（２）区焕文
［１２］的实验数据：玻璃珠颗粒增强燉环氧

树脂基体复合材料，组份参数：爠ｇｌａｓｓ＝７４９ＧＰａ，

犩ｇｌａｓｓ＝ ０２０，犜ｇｌａｓｓ＝ ８５× １０
－６
°Ｃ
－１
；爠Ｅｐｏｘｙ＝ ３７

ＧＰａ，犩Ｅｐｏｘｙ＝０３９，犜Ｅｐｏｘｙ＝５６×１０
－６
°Ｃ
－１
。实验数据、

Ｋｅｒｎｅｒ模型以及本文模型的预测结果分别见图

１，２。

图１ 铝颗粒燉环氧复合材料等效热膨胀系数

图２ 玻璃珠燉环氧复合材料等效热膨胀系数

从图１，２中可以看出，当颗粒体积分数较小时

（对于铝颗粒燉环氧复合材料铝的体积分数小于

１０％，对于玻璃珠颗粒燉环氧复合材料玻璃珠的体

积分数小于５％，忽略颗粒间相互影响的Ｋｅｒｎｅｒ模

型和本文模型的预测结果基本一致，说明该情况下

可以忽略夹杂之间的相互影响。当颗粒体积分数较

大时，虽然本文预测结果与Ｋｅｒｎｅｒ模型的预测结

果高于实验测量值，但要比Ｋｅｒｎｅｒ模型的预测结

果更接近实验数据。进一步分析得到：对于铝燉环氧

复合材料，两种模型的预测误差在颗粒体积分数为

１５％时达到最大值，本文模型为４６０％，Ｋｅｒｎｅｒ模

型为５８０％；对于玻璃珠燉环氧复合材料颗粒体积

分数为２５％时，两种模型的预测误差达到最大，本

文模型为７３０％，Ｋｅｒｎｅｒ模型为１３５１％。从而进

一步说明了当颗粒体积分数较大时，为了更加准确

地预测颗粒复合材料的宏观等效热膨胀系数，就应

该考虑夹杂之间的相互影响。

１２７第６期 陈 康，等：考虑夹杂间相互影响的颗粒增强两相复合材料等效热膨胀系数预测



 结束语

本文在Ｊｕ和Ｃｈｅｎ以及Ｐｉｅｒａｒｄ的工作基础上，

通过推导热机械载荷联合作用下颗粒增强复合材

料的热力学响应特性，推导得到了复合材料的宏观

等效热膨胀系数，给出的表达式中完全考虑了夹杂

之间的相互影响。通过与已有的实验数据对比说

明：当增强颗粒体积分数较小时，可以忽略夹杂之

间的相互影响；当颗粒体积分数较大时，为了更加

有效地预测材料的宏观等效热力学参数，就应该考

虑颗粒之间的相互影响。此外，还给出了在热机械

载荷联合作用下ＲＶＥ，夹杂和基体中体积均匀化

应力场和应变场的具体分布形式。

本文的推导过程中假设复合材料完好，没有任

何的初始损伤，但是复合材料在成型过程中总是会

出现一些损伤形式，比如基体中的微孔洞以及可能

出现的界面弱化等现象，这些因素对材料的宏观等

效热力学参数以及热力学响应的影响，还有待进一

步的研究和探讨。
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