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轴对称结构的模态振型描述和模型确认

臧朝平 刘银超

（南京航空航天大学能源与动力学院，南京，２１００１６）

摘要：利用轴对称结构模态振型的Ｚｅｒｎｉｋｅ矩能够有效区分重根模态的特点，提出了一种基于Ｚｅｒｎｉｋｅ矩函数的

相关性分析方法以及基于Ｚｅｒｎｉｋｅ矩函数灵敏度的模型修正方法。以某航空发动机压气机轮盘为例，采用轴对称

结构的模态振型Ｚｅｒｎｉｋｅ特征矩，通过模态测试数据与有限元模型预测结果的相关性分析，克服重根模态对相关

性分析的影响，准确地匹配模态对；同时采用基于Ｚｅｒｎｉｋｅ矩函数的振动模态对于设计参数的灵敏度，修正有限

元的模型修正，使压气机的设计模型的动力特性预测与实际结构的测试相一致，验证了该方法的可行性与优越

性。
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航空发动机是飞机的“心脏”，是飞机的最重要

的组成部分。航空发动机结构的动力学建模与模型

确认研究对提高航空发动机的研制质量、降低发动

机的研制开发成本、缩短研制周期具有重大的意

义。通常，航空发动机结构的动力学建模与模型确

认是利用结构的试验数据修正结构的数学模型（又

称为有限元模型），使数学模型在可接受的精度范

围内更好地描述结构的动力特性，以便进一步进行

结构的优化设计。其过程的实现是通过参考数据

（如实际测试振动数据）对建立的一个数字化的有



限元模型进行模型校准、相关分析和模型修正等步

骤完成［１３］
。模型校准是利用测试数据评判有限元

模型经过离散、简化后，是否适用于后续的模型修

正的要求。相关性分析则用于评价有限元模型预测

的结果与参考的测试数据相接近程度，确定相关的

模态对，为模型修正奠定基础。模型修正是利用相

关的试验数据，对有限元模型中的误差进行修正，

使修正后的模型能够更准确地描述被测对象的动

态特性。模型确认中的试验数据通常通过模态测试

获得，即通过对实际结构、系统进行模态试验，获取

其动力特性参数（固有频率、模态振型和阻尼比

等）。结构振动的测试数据与结构有限元模型的预

测数据进行相关性分析和利用测试数据实现有限

元模型的修正，是动力学模型确认过程的两个重要

环节。

当前，应用最广泛的相关分析方法是模态置信

准则（Ｍｏｄａｌａｓｓｕｒａｎｃｅｃｒｉｔｅｒｉｏｎ，ＭＡＣ），通过比

较有限元模型与测试模型的模态振型的余弦夹角

来实现［４］
。对于航空发动机，由于存在许多轴对称

结构，如机匣、轮盘等，这些轴对称结构的振动模态

往往存在固有频率非常接近但振型不同（往往会偏

转一定角度）的模态对（即重根模态），从而导致明

显相似的两阶模态的ＭＡＣ值很低，进而对模型修

正造成影响，存在局限性。Ｃｈｅｎ等
［５］提出采用振型

旋转和Ｆｏｕｒｉｅｒ分解的方法解决该类问题，但需要

大量的测试数据和复杂的数学运算。Ｓｃｈｅｄｌｉｎｓｋｉ

提出了一种简易的方法［６］
：通过频率、初始ＭＡＣ等

方法判断重根模态，将试验模态用有限元的计算模

态的最小二乘表达式表示，并依此构造新的计算模

态进行相关分析，但变换后的模态没有改善振型的

显示特性，尤其在试验模型存在模态遗漏时，容易

破坏原有振型的自相关特性。另一方面，随着测试

技术的发展，现代光学测振技术如激光扫描测振

（ＳｃａｎｉｎｇｌａｓｅｒＤｏｐｐｌｅｒｖｉｂｒｏｍｅｔｅｒ，ＳＬＤＶ），全息

图像，电子散斑（Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓｐｅｃｋｌｅｐａｔｔｅｒｎｉｎｔｅｒ

ｆｅｒｏｍｅｔｒｙ，ＥＳＰＩ）振动测量等全域振动测量
［７８］
，

以精度高、测量范围大、非接触无附加质量、测试时

间短、空间分辨率高等性能优势，可以获得非常丰

富的模态测试振型。如何进一步提取这些细腻的模

态振型特征，进行相关分析有待深入研究。

模型修正方法的研究已有 ３０年，有代表性的

综述可见参考文献［９～１１］，著名的权威性的专著

可见参考文献［１２］。Ｚａｎｇ等
［１３］在从事欧共体框架

６航空航天重大项目——虚拟航空合作企业的价

值 提 升 （Ｖａｌｕｅｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔｔｈｒｏｕｇｈａｖｉｒｔｕａｌ

ａｅｒｏｎａｕｔｉｃａｌｃｏｌｌａｂｏｒａｔｉｖｅｅｎｔｅｒｐｒｉｓｅ，ＶＩＶＡＣＥ）的

过程中，对模型修正的方法进行了全面的评估和分

析，并指出基于模态特征灵敏度和基于频响函数灵

敏度的两种迭代修正，是当前最有潜力修正大型有

限元模型并可能应用于工业产品设计的方法。国内

关于模型修正方法的研究，起步于２０世纪９０年代，

近年来有了飞快的发展。有关结构动力学模型修正

的研究进展论文见文献［１４～１７］。最新的有限元模

型修正综述见文献［１８］。事实上，模型修正为一逆

问题，由于传统模态测试技术的限制、模态振型的

不完备性及识别精度不高等问题，模态振型通常仅

用于模态相关性分析，而较少直接参与模型修正过

程。如果选择的修正参数过多，由于测试数据的模

态阶数和测点数有限，会造成模型修正方程的收敛

失去物理意义。Ｚａｎｇ等在欧共体框架６航空航天

重大项目ＶＩＶＡＣＥ研究中，以一端固支的平板为

例，分析了模态测试振型对结构模型修正和模型确

认的受益［１９２０］
，其后，又利用连续激光扫描测试的

振动模态数据，实现了对方板结构有限元模型的修

正［２１］
。研究表明，模态振型数据包含了丰富的振动

特性信息，考虑模态振型的修正，会使修正结果更

接近实际结构的动力特性。但是直接利用全域模态

振型进行修正，所需处理的数据量过于庞大，造成

模型修正迭代过程的计算成本高，对计算机的资源

要求也高。需要寻找一种方法对全域模态振型数据

进行压缩并保留其主要特征的方法，同时由于试验

模态振型中往往包含测试噪声，影响模型修正的结

果，也需要提高试验模态振型的抗噪性。

Ｚｅｒｎｉｋｅ矩是基于单位圆的一组正交矩，具有

旋转不变性、抗噪声性强、计算效率高和易于图像

重建等优点，在医学验光、图像滤波、图像识别等领

域得到了非常广泛的应用。在结构动力学方面，

Ｗａｎｇ等
［２２］首次提出了Ｚｅｒｎｉｋｅ矩用于二维结构模

态振型描述和模型修正的方法。Ｚａｎｇ等
［２３２４］在国

内率先研究了利用Ｚｅｒｎｉｋｅ矩对轴对称结构的模态

振型数据描述方法及其对结构重模态的清晰描述，

有效滤波振型数据中噪声的影响。本文在简要介绍

轴对称结构振动模态振型的Ｚｅｒｎｉｋｅ矩描述方法的

基础上，将进一步探讨利用Ｚｅｒｎｉｋｅ矩函数进行轴

对称结构动力学模型确认的理论与方法，主要包

括：（１）将模态振型变换到Ｚｅｒｎｉｋｅ矩构成的空间

中，并表示为由Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式组成的线性组合。由

于不同的多项式反映了模态振型不同的形状特征，

多项式的线性组合，可以代表各阶模态的振型，从

而实现模态振型的特征提取；（２）提出基于轴对称
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结构模态振型Ｚｅｒｎｉｋｅ矩描述的相关分析方法能更

好地反映两个模型的异同以及基于Ｚｅｒｎｉｋｅ矩函数

灵敏度的模型修正方法可以更加有效地利用全域

模态振型数据，使修正结果的物理意义更加明确。

以某一航空发动机压气机轮盘为例，验证了应用

Ｚｅｒｎｉｋｅ矩变换函数描述轴对称结构的模态振型及

基于Ｚｅｒｎｉｋｅ矩的相关性分析和模型修正的优越

性。

 轴对称结构的模态振型描述与模

型确认理论

 轴对称结构模态振型的┇┃─矩描述及总

体相似度

１１．１ 轴对称结构模态振型Ｚｅｒｎｉｋｅ矩描述

轴对称结构模态振型的Ｚｅｒｎｉｋｅ矩描述，在文

献［２３，２４］中已经详细论述。考虑论文的连续性，这

里简述如下：

Ｚｅｒｎｉｋｅ矩是基于Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式的正交化函

数，由一组单位圆内的完备正交集组成。牕阶

Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式爼牕牔（犱，犤）是在极坐标犱，犤下定义的

函数为

爼牕牔（犱，犤）＝ 爲牕牔（犱）ｅ
ｉ牔犤

（１）

式中：ｉ 槡＝ －１；牕＝０，１，２，…，牕是Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式

的阶数；牔为多项式的重数，需满足 牕－燏牔燏为偶

数；爲牕牔（犱）是一组实值径向多项式

爲牕牔（犱）＝

∑
（牕－燏牔燏）燉２

牞＝０

（－ １）
牞
（牕－ 牞）！犱

牕－２牞

牞！
牕＋ 燏牔燏

２槏 槕－ 牞！
牕－ 燏牔燏

２槏 槕－ 牞！

（２）

假设轴对称结构的模态振型可用函数爤（牨，牪）

表示，则其模态振型的Ｚｅｒｎｉｋｅ矩表示为

牂牕牔＝
牕＋ １

π 
牨
２
＋牪
２
≤１

爤（牨，牪）爼

牕牔（牨，牪）ｄ牨ｄ牪（３）

在极坐标下，公式可以表示为

牂牕牔＝
牕＋ １

π∫
２π

０∫
１

０
爤（犱，犤）爼


牕牔（犱，犤）犱ｄ犱ｄ犤 （４）

为了便于计算，轴对称结构模态振型的

Ｚｅｒｎｉｋｅ矩可以用离散形式表示为

牂牕牔＝
牕＋ １

π ∑牨 ∑牪
爤（牨，牪）爼


牕牔（牨，牪）

牨
２
＋ 牪

２
≤ １ （５）

可以证明，用Ｚｅｒｎｉｋｅ矩函数表示的轴对称结

构的模态振型幅值具有旋转不变性［２４］
。

用Ｚｅｒｎｉｋｅ矩函数表示的轴对称结构模态振型

爤（犱，犖）可用正交函数的Ｆｏｕｒｉｅｒ展开式表示为

爤（犱，犖）∑
爫ｍａｘ

牕＝０

牂
（Ｒｅ）
牕０

２
爲牕０（犱）＋∑

牕＞０

［（牂
（Ｒｅ）
牕牔｛ ｃｏｓ牔犖＋

牂
（Ｉｍ）
牕牔 ｓｉｎ牔犖）爲牕牔 ｝（犱）］ （６）

式中，牂
（Ｒｅ）
牕牔 和牂

（Ｉｍ）
牕牔 分别为

牂
（ｒｅ）
牕牔 ＝ ２Ｒｅ（牂牕牔），牂

（Ｉｍ）
牕牔 ＝－ ２Ｉｍ（牂牕牔） （７）

Ｒｅ（牂牕牔）和Ｉｍ（牂牕牔）分别为Ｚｅｒｎｉｋｅ矩的实部和

虚部。

１１２ 轴对称结构模态振型整体相似度

轴对称结构的模态振型可以用Ｚｅｒｎｉｋｅ矩函数

表示。由于Ｚｅｒｎｉｋｅ矩函数是由不同阶数的特征集

组成，如何确定Ｚｅｒｎｉｋｅ矩特征集的最高阶数爫ｍａｘ

来最佳描述轴对称结构的模态振型，成为需要解决

的关键问题之一。本文提出模态振型的总体相似度

系数（Ｇｌｏｂａｌｓｉｍｉｌａｒｉｔｙｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ，ＧＳＣ）的概念，

用于确定Ｚｅｒｎｉｋｅ矩特征集的最高阶数爫ｍａｘ。

模态振型的ＧＳＣ定义为

ＧＳＣ（牏）＝
犢ｍｅａｎ

１＋ 犢ｖａｒ

牏＝ １，２，３，… （８）

式中：ＧＳＣ（牏）为Ｚｅｒｎｉｋｅ特征集的最高阶数爫ｍａｘ为牏

时各阶模态的总体相似度参数；犢ｍｅａｎ为某一爫ｍａｘ下

各阶模态重建振型与原振型相似度的均值；犢ｖａｒ为

各阶模态重建振型与原振型相似度的方差。重建的

模态振型与原始振型的相似度犢可表示为

犢（牸′，牸）＝
犓（牸′－ 牸′）（牸－ 牸）ｄ爛

犓（牸′－ 牸′）
２

［ ］ｄ爛 犓（牸－ 牸）
２

［ ］槡 ｄ爛

（９）

式中牸′和牸分别代表结构的重建振型和原始振型，且

牸′＝
∫犓牸′ｄ爛

∫犓ｄ爛
， 牸＝
∫犓牸ｄ爛

∫犓ｄ爛
（１０）

从表达式可知，相似度函数是０到１之间的一个量

纲一参数，因此ＧＳＣ取值也在０到１之间。ＧＳＣ取

值为１，代表利用Ｚｅｒｎｉｋｅ特征集重建的各阶振型与

原振型均完全一致，说明此时的Ｚｅｒｎｉｋｅ特征集能

完全地描述各阶模态振型；而ＧＳＣ取接近０的值，

则说明各阶模态振型不能被Ｚｅｒｎｉｋｅ特征集所描

述。通常可取使得 ＧＳＣ取得最大值的阶数作为

Ｚｅｒｎｉｋｅ特征集的最高阶数。该方法不仅仅适用于

Ｚｅｒｎｉｋｅ特征矩，还可以推广到其他矩函数的应用

之中。

 基于┇┃─矩函数的轴对称结构模态振型

的相关分析

模态振型的特征描述符是模态振型的一种等
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价变换，因此，可以通过模态振型的特征描述符来

进行相关性分析，实现模态对的匹配。因为模态振

型在模态域内是正交的，将其映射至以正交矩为基

的空间中后，同样也具有正交性。与ＭＡＣ的定义

类似，基于 Ｚｅｒｎｉｋｅ矩函数的相关性分析准则

（Ｚｅｒｎｉｋｅｄｅｓｃｒｉｐｔｏｒａｓｓｕｒａｎｃｅｃｒｉｔｅｒｉａ，ＺＤＡＣ）可

定义为

ＺＤＡＣ（牜，牚）＝
燏爤牜爤


牚 燏

２

（爤牜爤

牜）（爤牚爤


牚）

（１１）

式中：爤牜，爤牚分别代表第牜阶和第牚阶模态振型的

Ｚｅｒｎｉｋｅ矩特征描述符；代表共轭转置。ＺＤＡＣ的

取值由０到１。当相关系数取值近似为１时，说明两

个模态振型完全相关，为同一模态对；当ＺＤＡＣ取

值接近０时，则代表两模态振型无相关性。

当应用Ｚｅｒｎｉｋｅ矩特征符对轴对称结构进行相

关性分析时，由于重根模态的存在，会出现某一阶

测试振型对应两阶有限元模态的情况；可以通过比

较可能的模态对之间的转角的大小来匹配对应的

模态对。模态振型偏转的角度可以利用式（１２）得到

犜＝
ａｒｇ（牂′牕牔 燉牂牕牔）

牔
（１２）

式中牔为Ｚｅｒｎｉｋｅ矩多项式的重数。

 基于┇┃─矩函数灵敏度的模型修正方法

１３１ 模态振型的矩函数的灵敏度

假设犤是待修正的结构参数，模态振型的描述

符对结构参数的灵敏度可以通过求导得到

爳爟＝
爟

犤
＝
∫犓［ ］爲（牨，牪）┙（牨，牪，犤）ｄ牨ｄ牪

犤
（１３）

由于连续模态振型函数┙（牨，牪）可以表示为单

元型函数犮（牨，牪）和模态特征向量犗（犤）的线性组

合，即

┙（牨，牪，犤）＝ 犮
Ｔ
（牨，牪）犗（犤） （１４）

将上式代入式（１３），可得

爳爟＝∫犓爲（牨，牪）犮
Ｔ
（牨，牪）ｄ牨ｄ牪

犗（犤）

犤
（１５）

由此可知，模态振型矩函数的灵敏度可以通过

计算单元形函数的特征矩与特征向量的灵敏度之

积来获得。

１３２ 基于Ｚｅｒｎｉｋｅ矩函数灵敏度的模型修正

与基于灵敏度的修正方法类似，在获得响应对

修正参数的灵敏度后，可以利用灵敏度与Ｚｅｒｎｉｋｅ

特征矩残差来估计下次迭代的参数

犤牐＋１＝ 犤牐＋ ［┣
Ｔ
爟牏┧犡┣爟牏］

－１
┣
Ｔ
爟牏┧犡（╄牔－ ╄牐）（１６）

式中：爳爟为模态振型矩函数的灵敏度；╄牔为测试模

态振型函数的特征矩；╄牐为第牐次迭代的仿真的模

态振型特征矩。在利用矩函数进行修正时，可以选

择模态振型的主要特征矩作为响应目标，否则修正

过程易发散。

 实例分析：航空发动机压气机轮盘

的模型确认

 压气机轮盘的结构模态测试与有限元模型

为了验证基于Ｚｅｒｎｉｋｅ矩描述的相关性分析和

模型修正的可行性，以某一航空发动机压气机轮盘

为例，通过有限元建模，实际结构的模态测试，建立

有限元模型和测试模型的振动模态的Ｚｅｒｎｉｋｅ矩描

述，并进行模型相关性分析、有限元模型修正，从而

实现其模型确认。

某航空发动机轮盘的结构、测试模型和有限元

模型如图１所示。模态测试时选择轮盘的上表面为

测量面，测量方向选择轮盘的主要振动方向（牁

向），采用力锤激励，加速度传感器测量。自由边界

条件采用弹性绳悬挂模拟。有限元模型计算的单元

选用１０节点４面体单元（ＴＥＴ１０），共有约５３万自

由度。边界条件为自由自由状态。由于轮盘轴线水

图１ 航空发动机轮盘、测试模型及有限元模型
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平方向的振动幅度很小，所以分析中只考虑振动主

方向（牁向）的振型分量。

轮盘的前 １３阶实测固有频率和利用 ＮＡＳ

ＴＲＡＮ求解器计算得到轮盘的前１５阶固有频率值

分别由表１，２所示。将轴向的振型分量作为图像的

灰度值，建立轮盘的前１３阶测试模态振型和轮盘

有限元计算的模态振型如图２所示。

表 轮盘前阶固有频率（测试模型











）

序号
固有频率燉

Ｈｚ
序号

固有频率燉

Ｈｚ
序号

固有频率燉

 

Ｈｚ

 

１ ２５９９２ ６ ８０３８８ １１ １５４４１９

 

２ ２６２４４ ７ ８０３６０ １２ １８６２０３

 

３ ４０９７６ ８ １０００７２ １３ １８８７６２

 

４ ５３８８８ ９ １０１２８３

５ ５３８９０ １０ １５２７９０

表 轮盘前阶固有频率（有限元模型











）

序号
固有频率燉

Ｈｚ
序号

固有频率燉

Ｈｚ
序号

固有频率燉

 

Ｈｚ

 
１ ２６７２２ ６ ８２１０２ １１ １５６４９

 
２ ２６７２８ ７ ８２１１８ １２ １７３０３

 

３ ４９７２９ ８ １１２４８ １３ １７３２７

 

４ ６３２０１ ９ １１３０５ １４ ２００２０

５ ６３３５５ １０ １５６４７ １５ ２００４２

图２ 航空发动机轮盘的前 １３阶测试模态振型和前 １５

阶有限元计算的模态振型

从表１，２和图２可以看到，测试结果与有限元

分析结果相似，模态１和２，模态４和５等皆出现了

频率相同、振型不同的重根模态，但各阶模态频率

的测试值与有限元分析值存在差异。

 压气机轮盘的模态振型的┇┃─矩描述

为了用Ｚｅｒｎｉｋｅ矩特征集最佳描述航空发动机

轮盘实际结构测试和有限元预测的模态振型，首先

需要确定Ｚｅｒｎｉｋｅ特征集的最大阶数爫ｍａｘ。当爫ｍａｘ

取值从１到５０变化时，分别计算轮盘有限元模型和

测试模型的各阶模态振型的ＧＳＣ的值，从有限元

模型的各阶模态振型的ＧＳＣ的值发现，当爫ｍａｘ小

于７时，ＧＳＣ值较低；当爫ｍａｘ取８至４２时，ＧＳＣ值大

部分均在０９左右，此时Ｚｅｒｎｉｋｅ矩特征集能较好

地描述各阶模态振型。在爫ｍａｘ取１５时，ＧＳＣ取得最

大值；当 爫ｍａｘ大于 ４２，ＧＳＣ值急剧减小。说明

Ｚｅｒｎｉｋｅ特征集的最高阶数爫ｍａｘ并不是越高越好，

过高反而会对振型的重建产生很大的影响。对于测

试模型，其变化规律和有限元模型大致相同，但当

爫ｍａｘ取８至４２时，ＧＳＣ有缓慢平稳下降的趋势，不

像有限元模型呈波动状。当爫ｍａｘ取１２时，测试模型

各阶模态的ＧＳＣ取得最大值。由以上分析，综合考

虑有限元模型和测试模型的ＧＳＣ值，取爫ｍａｘ为１５

进行分析。此时的Ｚｅｒｎｉｋｅ特征集可以较准确地描

述轮盘的各阶模态振型。

图３，４分别表示测试模型和有限元模型计算

的各阶模态振型的Ｚｅｒｎｉｋｅ特征集及其幅值。由图

可知：

（１）各对重模态的Ｚｅｒｎｉｋｅ主矩具有相同的幅

值，但它们的相角不同，这反映了重模态振型具有

相同振动形式、而振动方向不同的特点。这说明利

用Ｚｅｒｎｉｋｅ特征矩描述模态振型，可以有效地反映

轴对称结构的振动特征。

（２）有限元仿真的模态振型的Ｚｅｒｎｉｋｅ特征集

中只有某几阶主特征矩幅值较大，其他阶特征矩几

乎为零。实际上，通过这些主特征矩就可以很好地

反映轮盘的振动特性，也就是说，通常需要成千上

万自由度表达的模态振型可以通过有限阶数的

Ｚｅｒｎｉｋｅ特征矩来描述，这大大减少了分析的数据

量。可以用于处理非常细腻的模态测试振型，实现

测试数据压缩。

（３）测试模型各阶模态振型的Ｚｅｒｎｉｋｅ特征集

及其幅值分别与有限元的结果比较发现，测试模型

的Ｚｅｒｎｉｋｅ特征集出现了许多“多余”的特征矩。这

些“多余”的特征矩反映了测试数据中的噪声，研究

表明，通过选择主特征矩重建测试振型，可以有效

地减弱噪声对测试数据的影响。
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图３ 轮盘测试模型的模态振型的Ｚｅｒｎｉｋｅ特征集及其

幅值

图４ 轮盘有限元模型计算的模态振型的Ｚｅｒｎｉｋｅ特征

集及其幅值

 压气机轮盘基于┇┃─矩的模态相关分析

首先，进行基于Ｚｅｒｎｉｋｅ矩的模态振型的自相

关分析，取Ｚｅｒｎｉｋｅ特征集最大阶数爫ｍａｘ为１５。图５

分别为实际测试和应用ＺＭＡＣ计算的轮盘有限元

模型的各阶模态振型的自相关系数矩阵。

由图５可知，利用模态振型Ｚｅｒｎｉｋｅ矩特征集

计算的自相关系数矩阵，不仅其主对角线元素的值

为１，各重根模态对之间的相关系数也几乎为１，说

明基于Ｚｅｒｎｉｋｅ矩描述的相关性分析对模态振型之

间的角度差异不敏感，这一特点将有助于测试模型

与有限元模型的模态对匹配。此外，其他非主对角

线元素的值均几乎为０，各阶模态很好地被区分开

来。轮盘测试结果的某些重根模态对，如模态１２与

模态１３，其相关性有所下降（约０７６），这是因为这

两阶模态的Ｚｅｒｎｉｋｅ特征集中包含了噪声的特征，

对其相关性分析造成了影响。

利用Ｚｅｒｎｉｋｅ矩计算得到航空发动机轮盘有限

元燉测试模型的互相关性系数矩阵和采用传统的

ＭＡＣ相关分析方法得到各阶模态振型的ＭＡＣ矩

阵，如图６所示。

从ＺＭＡＣ图可以看到，测试模型的前１１阶模

图５ 基于Ｚｅｒｎｉｋｅ矩的测试模型的模态自相关系数和

有限元模型的模态自相关系数
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图６ 发动机轮盘测试模型与有限元模型各阶模态的

ＺＭＡＣ和ＭＡＣ比较

态均可在有限元模型中找到相关性较高的对应模

态，第１３阶模态与有限元模型的相关性较ＭＡＣ相

比有所提高。此外，测试模型中的一阶模态往往与

有限元模型中的两阶模态相对应，其中之一是这阶

模态的模态对，而另一个则是它的重根模态对。可

以通过计算振型之间的转角来判定模态对和重模

态对，通常，取两者转角较小的为一对模态对，而转

角大的则为重根模态对。从ＭＡＣ图可知，模态对

１，４和１１的ＭＡＣ偏低，这是由于受重根模态的影

响，测试的模态振型与有限元仿真的振型之间偏转

了一个角度，从而降低了模态对之间的ＭＡＣ值。

过大的偏转角有时甚至会导致模态匹配的失败。由

于重根模态的存在，测试模型与有限元模型的模态

振型还出现了交叉对应的现象，如第４，５阶模态和

第６，７阶模态。此外，由于有限元模型的第１２，１３阶

模态为轮盘内圈横向振动，没能测量出来，故未在

测试模型中找到对应的模态对。有限元模型仿真的

固有频率与测试的固有频率差异较大，这是受到有

限元模型建模的几何误差、实际测量的约束方式以

及测试中的系统误差和噪声等的影响所致。ＭＡＣ

与利用Ｚｅｒｎｉｋｅ矩进行相关分析的结果比较见表３。

表 ﹢﹤与﹢﹤相关性分析的结果比较

Ｍｏｄｅｎｕｍｂｅｒ

（ＴＥＳＴ）

Ｍｏｄｅｎｕｍｂｅｒ

（ＦＥＭ）
ＭＡＣＺＤＡＣ

Ｒｏｔａｔｉｏｎ

ａｎｇｌｅ燉（°）

１ １ ０７８ ０９６ １４０５

２ ２ ０８８ ０９６ １０２８

３ ３ ０９８ ０９７ ０

４ ５ ０７ ０９７ ３１４２

５ ４ ０８３ ０９７ ２２２４

６ ７ ０９２ ０９３ ８０９

７ ６ ０９８ ０９５ －４９１

８ ８ ０９４ ０９５ －０４７

９ ９ ０８９ ０８７ －１４５

１０ １０ ０９７ ０９７ －０５６

１１ １１ ０７３ ０８６ －１００２

１３ １５ ０４８ ０７７ １２０４

从表３可以看出：（１）基于Ｚｅｒｎｉｋｅ矩的相关性

分析（ＺＤＡＣ）方法和利用ＭＡＣ相关性分析所确定

的模态对一致，可以准确判断模态对，同时还可以

得到对应模态对之间的转角；（２）模态对之间的偏

转角度对相关性影响较大。表中转角偏差大于１０°

的６阶模态，应用ＭＡＣ计算出的相关性系数较低，

应用ＺＤＡＣ分析，相关性明显提高。第１２阶模态

对，ＭＡＣ值很低（０４８），难以识别；而应用ＺＤＡＣ，

相关系数提高到０７７，显示了很高的相关性。当模

态对的转角偏差较小时，ＺＤＡＣ与 ＭＡＣ比较接

近，出现波动，个别模态的相关系数较ＭＡＣ略有

减小，但其变化小于３％。这可能是模态重建误差，

计算累计误差或测试噪声影响等原因所致，尚有待

进一步研究确定。

 基于┇┃─矩灵敏度的压气机轮盘模型修正

由相关性分析结果可知，第３～５，８和９阶模态

对的固有频率误差很大（均高于１０％）。经分析，这

几阶模态均包含轮盘的节圆振动（伞形振动），而节

圆振动的主要区域在轮盘的内孔和中间薄壁处，可

能是这些区域存在误差导致了频率差异过大。此

外，考虑到测绘过程中倒角等部位测量不够准确，

也是模型中可能的误差源。最终，确定了３个区域

进行修正，分别为轮盘内孔、薄壁和薄壁与轮缘间

的倒角部分。各修正区域如图７所示，修正参数选

择弹性模量，分别为爮１～爮３。修正的目标为前１３阶

试验频率及其对应模态振型的Ｚｅｒｎｉｋｅ特征主矩。

迭代９次后，参数收敛，修正前后各阶模态的频率

误差如图８所示。可以看到，经过修正各阶模态的

频率误差均下降，有限元预测结果与试验数据之间

的误差被大大减小，其中第３～５和第８，９阶模态的

固有频率误差减小明显，最大频率误差也由
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图７ 航空发动机轮盘的修正区域

２１．３６％降至１７５％，这说明通过修正有效地减小

了有限元模型与实际结构的差异。查看修正参数变

化，发现爮１增大，其他两个参数均减小。其中，爮２

减小了２０％左右，说明轮盘初始模型中的薄壁处的

刚度较实际结构偏大，从而导致了节圆振动的频率

增大。值得注意的是，薄壁与轮缘的倒角处的刚度

降低了将近８０％，说明在有限元建模过程中，该处

的建模误差较大。

图８ 发动机轮盘修正前后频率误差的比较

修正前后的频率误差、ＭＡＣ的变化如表４所示。

表 发动机轮盘修正前后的比较

试验 修正前 修正后 频率误差燉％ ＭＡＣ燉％

模态 频率燉Ｈｚ 模态 频率燉Ｈｚ 模态 频率燉Ｈｚ 修正前 修正后 修正前 修正后

１ ２５９９２ １ ２６７２２ １ ２５７０８ ２８１ －１０９ ７７６５ ９３３６

２ ２６２４４ ２ ２６７２８ ２ ２５７８６ １８４ －１７５ ８８４３ ８４７６

３ ４０９７６ ３ ４９７２９ ３ ４１３１１ ２１３６ ０８２ ９７６７ ９８１３

４ ５３８８８ ５ ６３３５５ ５ ５３５３７ １７５７ －０６５ ６９７９ ９０６２

５ ５３８９０ ４ ６３２０１ ４ ５３４３４ １７２８ －０８５ ８３２０ ９７１１

６ ８０３８８ ７ ８２１１８ ６ ８０１８１ ２１５ －０２６ ９２２６ ８６９０

７ ８０３６０ ６ ８２１０２ ７ ８０２２７ ２１７ －０１７ ９７６１ ９７２２

８ １０００７２ ８ １１２４８ ８ １００７７０ １２４０ ０７０ ９４０８ ９２６７

９ １０１２８３ ９ １１３０５ ９ １０１１７５ １１６２ －０１１ ９０２１ ９１０１

１０ １５２７９０ １０ １５６４７ １０ １５４３２６ ２４１ １０１ ９７３１ ８５７９

１１ １５４４１９ １１ １５６４９ １１ １５４３６５ １３４ －００３ ７３３９ ４９５６

１３ １８８７６２ １５ １９４０６６ １５ １８８５４６ ２８１ －０１１ ４８０２ ６１６９

可以看到，修正后第１，４和５阶模态的ＭＡＣ

值明显提高，均上升至 ９０％以上，这是由于利用

Ｚｅｒｎｉｋｅ矩进行修正，考虑了模态振型的影响，缩小

了模态对之间的转角，从而使模态振型得到了有效

的改善。可见，利用矩函数进行模型修正是完全可

行的，且具有一定优越性。

 结束语

轴对称结构的模态振型描述和模型确认的理

论分析以及发动机轮盘的有限元模型的确认实例

表明：对于轴对称结构，由于重模态的影响，相关的

模态对之间往往会偏转一定角度，导致明显相似的

两阶模态的ＭＡＣ值很低，进而对模型修正造成影

响。采用Ｚｅｒｎｉｋｅ矩特征集描述对称结构的模态振

型，即可以实现振型数据量的压缩，又可以对结构

的振动特性进行准确的描述。应用基于Ｚｅｒｎｉｋｅ矩

的相关性分析方法，可以准确分析轴对称结构有限

元模型与测试数据的相关性，不但区分了重根模

态，还能得到有限元燉测试模型的模态对之间的转

角，实现准确的模态匹配，大大提高了这些模态对

之间的相关性。同时，基于Ｚｅｒｎｉｋｅ矩的灵敏度模型

修正方法，可有效提高修正后模型与测试数据的一

致性和相关性。
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