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压电体表面┍┌━━应力对断裂的效应

高存法 孟礼成

（南京航空航天大学机械结构力学及控制国家重点实验室，南京，２１００１６）

摘要：研究了压电固体外表面Ｍａｘｗｅｌｌ应力和裂纹内表面Ｍａｘｗｅｌｌ应力对断裂的效应。采用复变函数理论与

Ｓｔｒｏｈ公式，理论分析了半穿透裂纹内外环境介质对电场、裂纹张开位移以及裂纹应力强度因子的影响，并通过

数值算例讨论了在纯电场作用下以及在力电耦合载荷作用下裂纹的扩展行为。结果表明，压电体表面的

Ｍａｘｗｅｌｌ应力对裂纹的扩展有重要的影响。
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根据经典电磁学理论，当含有界面的电介质置

于静电场中时，在其界面上将产生束缚电荷
［１］
。在

电场的作用下，束缚电荷将在界面上产生静电力。

在静电学中，这种界面静电力称为Ｃｏｕｌｏｍｂ力；而

在连续介质场理论中，场量通常是用Ｍａｘｗｅｌｌ方程

来定义的，因此这种静电力一般又称为Ｍａｘｗｅｌｌ应

力［２３］
。在工程实际中，结构或材料内的界面是普遍

存在的：在宏观尺度，如智能元器件与基体结构之

间的界面，或材料内部的夹杂缺陷与基体材料之间

的界面等；在微观尺度，如铁电材料中的晶界或畴

壁等均可看做界面。在断裂力学研究中，有一种特

殊的界面需要特别的重视，这就是固体电介质与真

空、气体或液体之间的界面。这种界面通常又称为

固体的表面，此时界面上的静电力常称之为固体表

面的Ｍａｘｗｅｌｌ应力。

近几年来，针对电磁固体内部或表面Ｍａｘｗｅｌｌ

应力问题的研究引起了人们的极大兴趣。例如，

Ｇａｏ等
［４］研究了Ｃｏｕｌｏｍｂ力对压电材料断裂的影

响；Ｌａｎｄｉｓ
［５］从能量的角度讨论了机电断裂中边界

条件问题；ＭｃＭｅｅｋｉｎｇ和 Ｌａｎｄｉｓ
［６］探讨了静电力

和存储能量对可变形电介质的影响；Ｎｉｌｓｓｏｎ等
［７］

研究了永磁发电机气隙中的电磁力问题；Ｃｈｏｉ

等［８］基于虚拟气隙理论给出了电磁体力的计算方

法；Ｖｕ和Ｓｔｅｉｎｍａｎｎ
［９］讨论了材料和空间环境对非

线性静电磁耦合场的影响；Ｓａｎｃｈｅｚ等
［１０］提出了

线性永磁材料中的磁力方程的一般表达式；Ｒｉ



ｃｏｅｕｒ和Ｋｕｎａ
［１１］研究了裂纹表面的静电牵引力及

其对压电材料断裂的影响；Ｍａｎｓｕｒｉｐｕｒ
［１２］讨论了

电介质中电磁力和扭矩问题；Ｓｕｏ等
［１３］提出一种针

对可变形电介质的非线性场理论；Ｌｉ和Ｃｈｅｎ
［１４］探

讨了库伦力对压电材料断裂的影响；Ｒｉｃｏｅｕｒ和

Ｋｕｎａ
［１５］探讨了电介质界面牵引力与裂纹边界条件

之间的关系；Ｂｕｓｔａｍａｎｔｅ等
［１６］研究了非线性电弹

固体中的电体力与Ｍａｘｗｅｌｌ应力。

上述研究工作虽然考虑了裂纹内表面的

Ｍａｘｗｅｌｌ应力，但对于压电固体外表面的Ｍａｘｗｅｌｌ

应力以及环境介质的效应鲜有考虑。本文以含半穿

透裂纹的压电固体为例，重点探讨了压电固体外表

面和裂纹内表面的Ｍａｘｗｅｌｌ应力对压电材料断裂

的效应；同时探讨了压电固体外部环境介质与裂纹

内部所含介质对材料断裂行为的影响。

 基本方程

如图１所示，含有一个直线裂纹的压电固体被

置于电场中，其中假设固体外周围环境介质的介电

常数为犡牤１，裂纹内部介质的介电常数为犡牤２。在外加

机械载荷犲
∞
２２和电载荷爟

∞
２共同作用下，可在裂纹内

部诱发高电场。因此，在固体的外表面和裂纹内表

面将分别产生分布的表面Ｍａｘｗｅｌｌ应力犲
Ｍ
２２∞和犲

Ｍ
２２牅，

其中犲
Ｍ
２２∞与外加电场有关和外部介质的介电常数

有关，而犲
Ｍ
２２牅与裂纹内部的电场和裂纹内部介质的

介电常数有关。

图１ 含裂纹压电固体受力电载荷加载图

对于二维平面问题，在笛卡尔直角坐标系

爭牨１牨２牨３下，所有场量都与牨３无关。在此情况下，广

义位移矢量┿以及广义应力函数熛可表示为如下形

式

┿＝ ［牣１，牣２，牣３，犺］
Ｔ
， 熛＝ ［犗１，犗２，犗３，犗４］

Ｔ
（１）

式中：上标Ｔ表示转置；牣牐为位移分量；犺为电势；犗牐

为应力分量。

在一般情况下，┿和熛的通解为
［１７］

┿＝ ┑┰（牫）＋ ┑┰（牫） （２）

熛＝ ┒┰（牫）＋ ┒┰（牫） （３）

式中：┑，┒为已知常量矩阵；┰（牫）为未知复变函

数；牫＝牨＋ｉ牪为复数变量。

一旦通过给定的边界条件求得┰（牫），那么应

力犲牏牐和电位移爟牐为

熍２＝ ［犲２１，犲２２，犲２３，爟２］
Ｔ
＝ 熛１

熍１＝ ［犲１１，犲１２，犲１３，爟１］
Ｔ
＝－ 熛２

（４）

将式（２，３）对牨１求导，得到

┿１＝ ┑┖（牫）＋ ┑┖（牫） （５）

熛１＝ ┒┖（牫）＋ ┒┖（牫） （６）

式中

┖（牫）＝
ｄ┰（牫）

ｄ牫

由式（６）得到广义应力的边界条件为

┒┖（牫）＋ ┒┖（牫）＝ 熛１（牫） （７）

式中

熛１（牫）＝ ［０，犲
Ｍ
２２牅，０，爟

０
２］ 牫∈ ［－ 牃，＋ 牃］（８）

熛１（牫）＝ ［０，犲
∞
２２＋ 犲

Ｍ
２２∞，０，爟

∞
２］ 牫→ ∞ （９）

省去数学细节，式（７）在边界条件（８，９）下的解

可给出解析的表达式，由此可获得如下结果。

裂纹上下表面的电势差

Δ犗＝ 爣４２ 犲
∞
２２＋

（爟
∞
２）

２

２犡牤１
－
（爟

０
２）
２

２犡槏 槕牤２［ ＋

爣４４（爟
∞
２ － 爟

０
２ ］） 牃

２
－ 牨槡 ２

１ （１０）

裂纹张开位移

Δ牣２＝ 爣２２ 犲
∞
２２＋

（爟
∞
２）

２

２犡牤１
－
（爟

０
２）
２

２犡槏 槕牤２［ ＋

爣２４（爟
∞
２ － 爟

０
２ ］） 牃

２
－ 牨槡 ２

１ （１１）

场强度影因子

爦Ｉ 槡（牃）＝ π牃犲
∞
２２＋

（爟
∞
２）

２

２犡牤１
－
（爟

０
２）
２

２犡［ ］牤２

（１２）

爦Ｄ 槡（牃）＝ π牃［爟
∞
２ － 爟

０
２］ （１３）

式中：爣２２，爣２４，爣４２，爣４４为已知常量，由压电材料

的材料常数决定；爦Ｉ和爦Ｄ分别为应力强度因子与

电位移强度因子；爟
０
２为裂纹内部的电位移分量，待

定。无穷远处的Ｍａｘｗｅｌｌ应力犲
Ｍ
２２∞和沿着裂纹表面

分布的Ｍａｘｗｅｌｌ应力犲
Ｍ
２２牅分别为

犲
Ｍ
２２∞ ＝

（爟
∞
２）

２

２犡牤１
， 犲

Ｍ
２２牅＝

（爟
０
２）
２

２犡牤２
（１４）

对于半穿透裂纹，裂纹表面的电边界条件为
［１８］
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爟
０
２（牣

＋
２ － 牣

－
２）＝－ 犡牤２（犗

＋
－ 犗

－
） （１５）

将式（１０，１１）代入（１５），得到

爟
０
２ 爣２２ 犲

∞
２２＋

（爟
∞
２）

２

２犡牤１
－
（爟

０
２）
２

２犡槏 槕牤２［ ＋

爣２４（爟
∞
２ － 爟

０
２ ］） ＝

－ 犡牤２ 爣４２ 犲
∞
２２＋

（爟
∞
２）

２

２犡牤１
－
（爟

０
２）
２

２犡槏 槕牤２［ ＋

爣４４（爟
∞
２ － 爟

０
２ ］） （１６）

式（１６）可写为

（爟
０
２）
３
＋
３犡牤２爣２４

爣２２
（爟

０
２）
２
－

２犡牤２犲
∞
２２＋

犡牤２（爟
∞
２）

２

犡槏 槕牤１［ ＋

２犡牤２爣２４

爣２２
爟
∞
２ ＋

２犡
２

牤２爣４４

爣 ］２２
爟
０
２

－
２犡
２

牤２爣２４

爣２２
犲
∞
２２＋

（爟
∞
２）

２

２犡槏 槕牤１

＋
２犡
２

牤２爣４４

爣２２
爟［ ］
∞
２ ＝ ０

（１７）

式中爣４２＝爣２４。

式（１７）为关于爟
０
２的三次方程，可按三次方程

的通解公式计算得到爟
０
２。在所求得的３个根中，只

有一个满足裂纹张开位移大于等于零。按此条件求

得符合实际物理意义的根，进而可求出裂纹强度因

子等其他物理量。

当仅有外加电场爟
∞
２作用，且犡牤１＝犡牤２时，式（１６，

１７）可化简为

（爟
∞
２ － 爟

０
２）牊（爟

０
２）＝ ０ （１８）

式中

牊（爟
０
２）＝

爣２２

２犡牤１
（爟

０
２）
２
＋

１

２

爣２２

犡牤１
爟
∞
２ ＋ 爣槏 槕２４ 爟

０
２＋

爣２４＋ 犡牤１爣４４＋
１

２
爣２４爟槏 槕

∞
２ （１９）

式（１８）的实根为

爟
０
２＝ 爟

∞
２ （２０）

将（２０）代入（１１，１３），得到

Δ牣２ｍａｘ＝ ０， 爦Ｉ＝ ０， 爦Ｄ＝ ０ （２１）

所以在只有外加电场作用下，当犡牤１＝犡牤２时裂纹不会

张开。

当外加电场爟
∞
２给定，然后施加机械载荷犲

∞
２２时，

由条件

Δ牣２ｍａｘ＝ 爣２２ 犲
∞
２２＋

（爟
∞
２）

２

２犡牤１
－
（爟

０
２）
２

２犡槏 槕牤２［ ＋

爣２４（爟
∞
２ － 爟

０
２ ］）牃≥ ０ （２２）

求得

犲
∞
２２≥

（爟
０
２）
２

２犡牤２
－
（爟

∞
２）

２

２犡牤１
＋
爣２４

爣２２
（爟

０
２－ 爟

∞
２）（２３）

式（２３）表明：当外加电场爟
∞
２给定时，机械载荷

犲
∞
２２需达到特定的值裂纹才会张开。

 数值算例

取裂纹长度为牃＝１ｃｍ，真空中的介电常数为

犡０＝８８５×１０
－１２
Ｃ
２
燉Ｎ·ｍ

２
，压电材料为 ＰＺＴ５Ｈ，

其Ｉｒｗｉｎ参数矩阵为
［５］

爣２２ 爣２４

爣４２ 爣［ ］４４ ＝
０８０３× １０

－１１
ｍ
２
燉Ｎ ０６３９× １０

－３
ｍ
２
燉Ｃ

０６３９× １０
－３
ｍ
２
燉Ｃ － ２２８９× １０

７［ ］Ｖｍ燉Ｃ

下面讨论３种情形。

情形 无穷远处的介质为空气（犡牤１≈犡０），裂

纹内部介质为二氧化碳（犡牤２＝１６犡０）；

情形 无穷远处的介质为二氧化碳，裂纹内

部介质为二氧化碳（犡牤１＝犡牤２＝１６犡０）；

情形  无穷远处的介质为二氧化碳（犡牤１＝

１６犡０），裂纹内部介质为空气（犡牤２≈犡０）。

图２～４给出了在给定电载荷爟
∞
２＝００１Ｃ燉ｍ

２

的条件下，爟
０
２，Δ牣２ｍａｘ和爦Ｉ随外加机械载荷的变化规

律。可发现：当机械载荷逐渐增加时，３种情形下得

到的爟
０
２都逐渐下降；此外，在相同的机械载荷下，情

形２得到的爟
０
２大于情形１得到的爟

０
２，但随着机械载

荷的增加，彼此间的差距迅速减小；对于裂纹张开位

移而言，情形１下的Δ牣２ｍａｘ大于情形３下的Δ牣２ｍａｘ，而

情形３下的Δ牣２ｍａｘ又大于情形２下的Δ牣２ｍａｘ，但差别不

是很大。对于裂纹强度因子而言，则是情形１下的爦Ｉ

大于情形２下的爦Ｉ，而情形２下的爦Ｉ又大于情形３下

的爦Ｉ，且情形２与情形３的差别随着机械载荷的增加

而迅速减小。特别需要指出的是，对情形２而言，在

机械载荷小于某一值时，裂纹不会张开。

图２ 给定爟
∞
２＝０．０１Ｃ燉ｍ

２下，爟
０
２随机械载荷的变化
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图３ 给定爟
∞
２＝０．０１Ｃ燉ｍ

２下，Δ牣２ｍａｘ随机械载荷的变化

图４ 给定爟
∞
２＝０．０１Ｃ燉ｍ

２下，爦Ｉ随机械载荷的变化

图５～７给出了在给定机械载荷犲
∞
２２＝２０ＭＰａ

的条件下，爟
０
２，Δ牣２ｍａｘ和爦Ｉ随外加电载荷的变化规

律。可发现：当电载荷逐渐增加时，３种情形下得到

的爟
０
２都逐渐增加；此外，在相同的机械载荷下，情

形２得到的爟
０
２大于情形１得到的爟

０
２，但随着机械载

荷的增加，彼此的差距逐渐增大；对于裂纹张开位

移而言，情形１下的Δ牣２ｍａｘ大于情形３下的Δ牣２ｍａｘ，而

情形３下的Δ牣２ｍａｘ又大于情形２下的Δ牣２ｍａｘ，差别随

电载荷的增加而逐渐增大。对于裂纹强度因子而

言，则是情形１下的爦Ｉ大于情形２下的爦Ｉ，而情形２

下的爦Ｉ又大于情形３下的爦Ｉ，其差别也是随电载

荷的增加而逐渐增大。

图５ 给定犲
∞
２２＝２０ＭＰａ下，爟

０
２随电载荷的变化

图６ 给定犲
∞
２２＝２０ＭＰａ下，Δ牣２ｍａｘ随电载荷的变化

图７ 给定犲
∞
２２＝２０ＭＰａ下，爦Ｉ随电载荷的变化

图８～１０给出了在纯电场作用下（即使犲
∞
２２＝０

ＭＰａ），爟
０
２，Δ牣２ｍａｘ和爦爤随外加电载荷的变化规律。

可发现：当内外介质相同时，在纯电场作用下，裂纹

不会张开。将此与图５～７对比发现：机械载荷产生

的裂纹张开位移比纯电场产生的裂纹张开位移高

出１０倍，说明机械载荷的影响相对显著。对比图８

～１０与图５～７还表明：情形１的Δ牣２ｍａｘ和爦Ｉ不一定

就大于情形３的Δ牣２ｍａｘ和爦Ｉ，它们与内外介质的介

电常数和爟
０
２有关。

图８ 给定犲
∞
２２＝０ＭＰａ下，爟

０
２随电载荷的变化
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图９ 给定犲
∞
２２＝０ＭＰａ下，Δ牣２ｍａｘ随电载荷的变化

图１０ 给定犲
∞
２２＝０ＭＰａ下，爦Ｉ随电载荷的变化

 结束语

利用复变函数法与 Ｓｔｒｏｈ公式分析了表面

Ｍａｘｗｅｌｌ应力对压电固体断裂行为的影响，特别是

探讨了在压电固体外表面与裂纹内表面Ｍａｘｗｅｌｌ

应力同时作用下裂纹的扩展特性。结果表明：

（１）在纯电载荷爟
∞
２作用下，当犡牤１＝犡牤２时，裂纹不会

张开；但如果只考虑裂纹外表面Ｍａｘｗｅｌｌ应力，在

纯电场作用下裂纹也会张开。（２）在纯电载荷爟
∞
２作

用下，当犡牤１≠犡牤２时，裂纹最大张开位移可随着爟
∞
２由

零逐渐增加而增大。（３）在给定外加电场的情况下，

当犡牤１＝犡牤２时，外加机械载荷须达到某一临界值时裂

纹才会张开。
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