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模拟│波在板结构中传播的新型谱板单元

王鑫伟 王 峰 徐春铃 葛路遥

（南京航空航天大学机械结构力学及控制国家重点实验室，南京，２１００１６）

摘要：为了进一步提高时域谱有限元法模拟Ｌａｍｂ波在板结构中传播的计算效率，建立了一种能够模拟Ｌａｍｂ波

三维传播特性的二维时域谱有限板单元。首次采用了具有Ｌｅｂｅｓｇｕｅ最优性质的节点分布形式和扩展位移场，每

个节点有６个自由度。形成单元集中质量矩阵时采用一种简单的方法，得到的结果与将一致质量矩阵行相加后

的结果相同。研究结果表明，新单元的性能与常用的两种性能优异的时域谱有限元相当；而且由于其质量矩阵的

积分计算量少、稳定积分的临界时间步长大，并且能够模拟Ｌａｍｂ波在板结构中传播的三维特性，所以计算效率

得到了明显的提高。
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随着计算机技术的发展，数值模拟已与实验一

样在科学研究中发挥着越来越重要的作用。例如，

通过对Ｌａｍｂ波在结构中传播的数值模拟可以加

深对Ｌａｍｂ波遇到损伤后的散射特性的了解，从而

为正确解释传感器测量到的信号中所包含的结构

损伤特征参数（损伤位置、大小或程度、形状等）的

信息提供依据，继而为设计出合适的基于Ｌａｍｂ波

的结构健康检测系统提供参考［１３］
。在缺少无损结

构系统的量测信号的情况下，精确模拟得到的结果

甚至有可能直接作为参考信号来使用。

由于有功能强大的商用软件的支持，目前有限

元法是数值模拟中使用最广泛的计算工具。但是，

由于检测损伤所激发的Ｌａｍｂ波的波长至多只有

几毫米，因此，采用常规的有限元法来模拟 Ｌａｍｂ



波在结构中的传播问题将耗费大量的计算资源（计

算时间和存储空间），甚至所需的计算资源有可能

大到不切实际的地步［１］
。因此，虽然Ｌａｍｂ波遇到

损伤后的散射特性在实验中非常容易测量到［４］
，但

是要通过有限元数值模拟来准确地捕捉波遇到损

伤后的散射特性却十分困难。

时域谱有限元法（简称谱单元法）具有谱方法

的高效性和有限元方法的灵活性，收敛速度快，所

需的计算时间和存储空间均要比常规有限元法要

少一个数量级或者更多，因此，其在模拟结构中

Ｌａｍｂ波的传播方面有着明显的优势，所以是目前

最常用的数值模拟方法。目前，采用的谱单元通常

有基于Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式和基于Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式

两种［１３，５６］
。

但是，即使采用效率高的时域谱有限元法，如

果采用精细的三维模型进行模拟，计算资源仍然有

可能大到不切实际的地步［１］
。因此，如何提高计算

效率和模拟精度仍然是计算力学界十分关注的一

个问题［７８］
。

本文建立了一种能够模拟三维特性的二维时

域谱有限板单元，该单元采用了具有Ｌｅｂｅｓｇｕｅ最

优性质的节点分布［９１０］形式和扩展位移场［１１］
，每个

节点有６个自由度。单元集中质量矩阵采用一种简

单的与行相加技术等同的方法获得。研究结果表

明，虽然新单元的性能与常用的两种性能优异的谱

有限元相当，但是，由于其质量矩阵的积分计算量

少、稳定积分的临界步长大，所以其计算效率有了

明显的提高。

 新型谱板单元

 扩展位移场

为了建立能够模拟三维特性的二维时域谱板

单元，采用Ｚａｋ
［１１］提出的扩展位移场。坐标系建立

在板中面上，其中牨牪是面内坐标系，牫轴沿厚度方

向。则板的位移场为

牣（牨，牪，牫）＝ 牣０（牨，牪）＋ 牫燈犎（牨，牪）

牤（牨，牪，牫）＝ 牤０（牨，牪）＋ 牫燈犑（牨，牪） （１）

牥（牨，牪，牫）＝ 牥０（牨，牪）＋ 牫燈犓（牨，牪）

式中：牣０，牤０和牥０表示板中面上的位移分量，可以

用板上下表面３个方向位移的平均值表示；犎，犑与

犓表示板上下表面３个方向位移的差在板厚上的

平均值。具体表达式如下

牣０（牨，牪）＝
牣（牨，牪，牎燉２）＋ 牣（牨，牪，－ 牎燉２）

２

犎（牨，牪）＝
牣（牨，牪，牎燉２）－ 牣（牨，牪，－ 牎燉２）

牎

牤０（牨，牪）＝
牤（牨，牪，牎燉２）＋ 牤（牨，牪，－ 牎燉２）

２

犑（牨，牪）＝
牤（牨，牪，牎燉２）－ 牤（牨，牪，－ 牎燉２）

牎

牥０（牨，牪）＝
牥（牨，牪，牎燉２）＋ 牥（牨，牪，－ 牎燉２）

２

犓（牨，牪）＝
牥（牨，牪，牎燉２）－ 牥（牨，牪，－ 牎燉２）

牎

（２）

式中牎为板的厚度。

对于反对称变形的情况，位移场式（２）可退化

到考虑一阶剪切变形板弯曲理论（例如Ｍｉｎｄｌｉｎ板

理论）的位移场。

由式（２），几何方程可表示为

犡牨＝
牣０

牨
＋ 牫

犎

牨
，犞牪牫＝

牥０

牪
＋ 牫

犓

牪
＋ 犑

犡牪＝
牤０

牪
＋ 牫

犑

牪
，犞牫牨＝

牥０

牨
＋ 牫

犓

牨
＋ 犎（３）

犡牫＝ 犓，犞牨牪＝
牣０

牪
＋ 牫

犎

牪
＋
牤０

牨
＋ 牫

犑

牨

或者将式（３）简写为

｛犡｝＝


［ ］╂＋ 牫


［ ］槏 槕╂ ｛┻｝ （４）

式中：应变向量｛犡｝＝ 犡牨，犡牪，犡牫，犞牨牫，犞牪牫，犞牨牪
Ｔ
；广

义位移向量｛┻｝＝ 牣０，牤０，牥０，犎，犼，犓
Ｔ
；


［ ］╂ 和


［ ］╂是微分算子矩阵。
物理方程为

｛犲｝＝ ［└］｛犡｝ （５）

式中：｛犲｝＝ 犲牨，犲牪，犲牫，犳牨牫，犳牪牫，犳牨牪
Ｔ
；［└］为材料

弹性矩阵。

与考虑一阶剪切变形板弯曲理论一样，考虑横

向剪应力犳牪牫及犳牨牫时需要对其进行修正。以各向同

性材料板为例，修正公式为

犳牪牫＝ 犦爢犞牪牫，犳牨牫＝ 犦爢犞牨牫 （６）

式中：犦＝５燉６或者π
２
燉１２（Ｍｉｎｄｌｉｎ板理论）；爢为剪

切模量。所以有

［└］＝
爠（１－ 犩）

（１＋ 犩）（１－ ２犩）
燈

１
犩

１－ 犩

犩

１－ 犩
０ ０ ０

１
犩

１－ 犩
０ ０ ０

１ ０ ０ ０

犦（１－ ２犩）

２（１－ 犩）
０ ０

对称 犦（１－ ２犩）

２（１－ 犩）
０

１－ ２犩

熿

燀

燄

燅２（１－ 犩）

（７）
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 单元节点分布

单元节点分布形式对单元的性能和计算效率

有至关重要的影响。研究表明，采用均匀分布节点

得到的Ｌａｇｒａｎｇｅ高阶插值函数有“龙格”现象
［１２］
，

这直接导致了均匀分布节点的高阶单元的性能差，

因此，其不适合模拟 Ｌａｍｂ波在弹性介质中的传

播；而几种采用非均匀分布节点得到的 Ｌａｇｒａｎｇｅ

高阶插值函数均没有“龙格”现象。文献［９］研究了

７种Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ类节点的性质，发现当采用显式积

分求解时，Ｌｅｂｅｓｇｕｅ最优点的稳定积分的临界时

间步长（稳定积分所允许的最大时间步长）最大，这

样可以提高逐步积分计算的效率。但是，由于真正

的Ｌｅｂｅｓｇｕｅ最优点的确定没有一般的解析表达

式，应用起来很不方便，而扩展的Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ点
［１０］

近似具有与Ｌｅｂｅｓｇｕｅ最优点类似的性质，所以本

文建立的新型谱有限元的节点分布按扩展的

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ点来确定。

以一维问题为例，扩展的Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ点可按式

（８）计算：

犪牑＝－
ｃｏｓ（（２牑－ １）π燉（２爫））

ｃｏｓ（π燉（２爫））

牑＝ １，２，…，爫；犪∈ ［－ １，１］ （８）

式中：犪牑（牑＝１，２，…，爫）为节点的量纲一坐标值；爫

为总的节点数。

图１ 板单元示意图

 单元刚度矩阵和集中质量矩阵

考虑爫×爫节点的等厚度谱单元，单元的厚度

为牎，每个节点有６个自由度，即６个广义位移。图１

给出了爫＝６时单元的示意图，图中犪，犣为量纲一

坐标。单元的６个广义位移函数可以假设为

牚牑（犪，犣）＝∑
爫

牏＝１
∑
爫

牐＝１

牊牏（犪）牊牐（犣）牚牑（犪牏，犣牐）＝

∑
爫

牏＝１
∑
爫

牐＝１

牊牏牐（犪，犣）牚牑（犪牏，犣牐）（牑＝ １，２，…，６）（９）

式中：牚牑（犪牏，犣牐）（牑＝１，２，…，６）为单元的广义节点

位移；牊牏牐（犪，犣）＝牊牏（犪）牊牐（犣）为形状函数，其中

牊牏（犪），牊牐（犣）为Ｌａｇｒａｎｇｅ插值函数，可以由式（１０）

确定

牊牏（犪）＝ ∏
爫

牑＝１，牑≠牏

犪－ 犪牑

犪牏－ 犪牑
牏＝ １，…，爫

牊牐（犣）＝ ∏
爫

牑＝１，牑≠牐

犣－ 犣牑

犣牐－ 犣牑
牐＝ １，…，爫

（１０）

式（９）可以简写为

｛┻｝＝ ［┰（犪，犣）］｛┻｝ （１１）

式中：｛┻｝为单元的广义节点位移向量；［┰（犪，犣）］为

形函数矩阵。

将式（１１）代入式（４），有

｛犡｝＝


［ ］╂＋ 牫


［ ］槏 槕╂ ［┰］｛┻｝＝

（［┒（犪，犣）］＋ 牫［┒（犪，犣）］）｛┻｝ （１２）

由式 （５，１２），可得板单元的刚度矩阵为

［┛］
牉
＝爼（［┒（犪，犣）］＋ 牫［┒（犪，犣）］）

Ｔ
［└］燈

（［┒（犪，犣）］＋ 牫［┒（犪，犣）］）ｄ爼＝

牎∫
１

－１∫
１

－１
［┒］

Ｔ
［└］［┒］燏爥（犪，犣）燏ｄ犪ｄ犣＋

牎
３

１２∫
１

－１∫
１

－１
［┒］

Ｔ
［└］［┒］燏爥（犪，犣）燏ｄ犪ｄ犣＝

牎∑
爫

牏＝１
∑
爫

牐＝１

爣牏爣牐［┒牏牐（犪牏，犣牐）］
Ｔ
［└］［┒牏牐（犪牏，犣牐）］燈

燏爥（犪牏，犣牐）燏＋
牎
３

１２∑
爫

牏＝１
∑
爫

牐＝１

爣牏爣牐［┒牏牐（犪牏，犣牐）］
Ｔ
［└］燈

［┒牏牐（犪牏，犣牐）］燏爥（犪牏，犣牐）燏 （１３）

式中：犪牏，犣牐为高斯点的坐标值；爣牏，爣牐为相应的权

系数。

板单元的集中质量矩阵由式（１４）确定

牔
牉
爤爤＝爛牊牑牘（犪，犣）犨爧ｄ爛＝

犨爧∫
１

－１∫
１

－１
牊牑牘（犪，犣）燏爥（犪，犣）燏ｄ犪ｄ犣≈

犨爧∑
爫

牏＝１
∑
爫

牐＝１

爣牏爣牐牊牑牘（犪牏，犣牐）燏爥（犪牏，犣牐）燏

牑，牘＝ １，２，…，爫； 爤＝ （牑－ １）爫＋ 牘

牔
牉
爤爥

烅

烄

烆 ＝ ０ 爤≠ 爥

（１４）

式中：爫＝（爫＋１）÷２；犨爧与６个广义节点位移有

关，对于各向同性材料的等厚度板，有

犨爧＝
犱牎 爧＝ １，２，３

犱牎
３

烅
烄

烆 燉１２ 爧＝ ４，５，６
（１５）
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式中，爧＝１，２，３对应于３个线位移（牣０，牤０，牥０），而

爧＝４，５，６对应于余下的 ３个广义节点位移（犎，

犼，犓）。

由于∑
爫

牏＝１
∑
爫

牐＝１

牊牏（犪）牊牐（犣）＝１，所以式（１４）得到

的质量矩阵与一致质量矩阵按行相加后得到的结

果是等同的。另外，由于式（１４）中采用高斯积分时

所需要的点数爫大约是爫的一半，所以单元质量矩

阵的积分计算量比现有最有效的基于Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多

项式的谱单元还要减少７５％左右。

由于采用了扩展位移场，对于板上、下表面 ３

个方向作用有任意载荷（对称、反对称及非对称载

荷）的情况采用本文单元进行分析没有任何困难。

换言之，虽然本文单元是二维单元，但是可以模拟

Ｌａｍｂ波在板结构中传播的三维特性。

 单元的性能与效率

单元的性能优劣与单元矩阵的条件数有很大

的关系，条件数低说明采用该单元进行求解时数值

误差相对要小，反之，数值误差相对要大，如果条件

数太大，甚至会得不到结果。此外，计算效率还与临

界时间步长有关。因此，本节从单元矩阵的条件数

和临界时间步长两个方面对新型谱单元的性能与

效率进行研究，并与现有的谱单元进行比较。采用

的单元为爫×爫节点的谱板单元，尺寸为２０ｍｍ×

２０ｍｍ×２５ｍｍ。材料参数为爠＝７２７ＧＰａ，犩＝

０３３，犱＝２７００ｋｇ燉ｍ
３
。

 临界时间积分步长

由于质量矩阵为对角矩阵，所以一般均采用有

条件稳定的显式积分来求解离散的运动方程。谱有

限元模型建立后，稳定积分的临界时间步长Δ牠ｃｒ由

模型中最小尺寸单元的刚度矩阵和质量矩阵确定。

具体而言，先由公式 燏［┵］
牉
－犽

２
［┝］

牉
燏＝０求出犽，找

出最大的圆频率犽
牉
ｍａｘ，Δ牠ｃｒ可由式（１６）来确定

Δ牠ｃｒ＝
２

犽
牉
ｍａｘ

（１６）

采用集中质量矩阵分别计算了４种不同节点

分布爫×爫谱板单元的临界时间步长Δ牠ｃｒ，结果如

表１所示。对于等距节点分布单元，当爫≥８时集中

质量矩阵出现了负值，所以表１中没有给出相应的

结果，文献［１３］也发现将等距节点分布单元的一致

质量矩阵按行相加后出现了负值。由于采用一致质

量矩阵来求临界时间步长时，４种不同节点分布单

元的结果是一样的，所以表１中只给出了１种结果。

表 不同节点分布谱板单元临界时间步长 μｓ

单元节点数（爫） ６ ７ ８ ９ １０ １１

本文单元 ０１９８７４ ０１７５９２ ０１５０６８ ０１２４３１ ０１０３９３ ００８６７１

Ｌｏｂａｔｔｏ单元 ０１８８４７ ０１５６９８ ０１２５９９ ０１０１１２ ００８２２３ ００６７９３

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ单元 ０１０３１３ ００８６５３ ００６５３３ ００５１１８ ００３９７３ ００３２２１

等距节点分布 ００７４８４ ００１４７８ － － － －

一致质量矩阵 ０１６０５２ ０１２８９１ ０１０３３６ ００８３９４ ０００６９２ ００５７９６

从表１的结果可以看出，本文单元的临界时间

步 长是最大的，其次是 Ｌｏｂａｔｔｏ单元，接着是

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ单元，等距节点分布单元的临界时间步

长最小，如果采用显式积分求解运动方程则其效率

是最差的。另外，本文单元和Ｌｏｂａｔｔｏ单元的临界

时间步长均大于由一致质量矩阵确定的结果。本文

单元临界时间步长大的优点随着单元节点数的增

加或者单元尺寸的减小更加明显，当 爫＝１１时，

Δ牠
本文
ｃｒ 燉Δ牠

Ｌ
ｃｒ从１０５增加到１２８；而Δ牠

本文
ｃｒ 燉Δ牠

Ｃｈ
ｃｒ从１９３

增加到２６９；以爫＝６为例，当单元边长从２０ｍｍ

减小到１０ｍｍ时，Δ牠
本文
ｃｒ 燉Δ牠

Ｌ
ｃｒ从１０５增加到１１８；而

Δ牠
本文
ｃｒ 燉Δ牠

Ｃｈ
ｃｒ从１９３增加到２０６，这里的上标“本文，

Ｌ，Ｃｈ”分别代表本文，Ｌｏｂａｔｔｏ和Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ单元。

 单元矩阵条件数

谱单元质量矩阵和刚度矩阵均为实对称矩阵。

实对称矩阵┑的条件数爞爫（┑）定义为
［６］

爞爫（┑）＝
犧ｍａｘ（┑）

犧ｍｉｎ（┑）
（１７）

式中，犧ｍａｘ（┑），犧ｍｉｎ（┑）分别为实对称矩阵┑的最大

和最小非零特征值。

本文分别计算了４种不同节点分布爫×爫谱

板单元的刚度矩阵的条件数爞爫（爦）和集中质量矩

阵的条件数爞爫（爩），计算结果如图２～４所示，其

中图３的纵坐标采用的是对数坐标。由于等距节点

分布单元（爫≥８）的集中质量矩阵会出现负值，所

以在图２中没有给出其相应结果；另外，为了清楚

起见，图４重新给出了另外３种单元刚度矩阵的条

件数的变化情况。可以看出，随着节点数的增加，４

种节点分布的谱板单元矩阵的条件数均不断增加，

爫相同时等距节点分布的谱板单元矩阵条件数均
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图２ ３种单元集中质量矩阵条件数随节点数的变化曲

线

图３ ４种单元刚度矩阵条件数随节点数的变化曲线

图４ ３种单元刚度矩阵条件数随节点数的变化曲线

最大，其他３种单元矩阵条件数较为接近，相同节

点情况下本文单元的条件数最低。爫从６增加到１１

时，等距节点分布的谱板单元由于其插值函数有

“龙格”现象，所以其刚度矩阵的条件数骤增，增加

了１０５×１０
４倍，而其他３种单元的插值函数由于

没有“龙格”现象，所以刚度矩阵和质量矩阵的条件

数仅增加了约４倍和５倍。根据单元矩阵的条件数

可以看出，本文建立的新单元的性能与常用的两种

性能优异的时域谱单元相当，并且还略优于这两种

常用的谱单元。

需要指出的是，虽然单元的尺寸一定时其质量

矩阵和刚度矩阵的条件数会随节点数增加而增加，

但是，节点数增加也会使得单元的插值误差减小，

即单元节点数增加使得其模拟精度也得到了提高，

加上谱单元有呈指数型增加的收敛速度的性

质［１３］
，所以可以采用尺寸比节点数少的单元要大

得多的单元来获得相同精度的模拟结果。

 应 用

采用时间域谱有限元法模拟Ｌａｍｂ波在板结

构中传播时先将板结构用谱单元离散，离散后可得

到如下的矩阵方程

［┝］｛┡

（牠）｝＋ ［┛］｛┡（牠）｝＝ ｛┖（牠）｝ （１８）

式中：［┝］，［┛］分别为结构的质量矩阵和刚度矩

阵；牠为时间；｛┡（牠）｝为结构的广义位移向量；┡上

面的两个点表示对时间的二阶导数；｛┖（牠）｝为广义

载荷向量。初始条件为｛┡（０）｝＝｛｝和｛┡
（０）｝＝

｛｝，其中┡上面的点表示对时间的一阶导数。

由于质量矩阵［┝］是对角阵，［┝］
－１很容易得

到，所以方程（１８）可以用中心差分法进行求解，即

１

Δ牠
２［┝］｛┡｝牠＋Δ牠＝

｛┖｝牠－ ［┛］－
２

Δ牠
２槏 槕［┝］｛┡｝牠－

１

Δ牠
２［┝］｛┡｝牠－Δ牠

（１９）

式中，Δ牠（≤Δ牠ｃｒ）为时间步长。

由式（１９）可得

｛┡｝牠＋Δ牠＝Δ牠
２
［┝］

－１
（｛┖｝牠－ ［┛］｛┡｝牠）＋

２｛┡｝牠－ ｛┡｝牠－Δ牠 （２０）

现考虑Ｌａｍｂ波在四边自由正方形铝板中的

传播。材料参数 爠＝７２７ＧＰａ，犩＝０３３，犱＝

２７００ｋｇ燉ｍ
３
；几何尺寸为１０００ｍｍ×１０００ｍｍ×

２５ｍｍ。加载点在板的中点，激励信号采用汉宁窗

与正弦信号的乘积，其中汉宁窗的频率为２０ｋＨｚ，

正弦信号的频率为１００ｋＨｚ，即

爡（牠）＝

ｓｉｎ（２π牠燉１０）× （１－ ｃｏｓ（２π牠燉５０））燉２

０≤ 牠＜ ５０烅

烄

烆０ 牠≥ ５０

（２１）

式中牠的单位是μｓ。

将板离散为５０×５０个６×６的新型谱单元。时

间步长为Δ牠＝１９５×１０
－７
ｓ，小于稳定积分所要求

的临界时间步长（Δ牠ｃｒ＝１９８×１０
－７
ｓ），模拟时间
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牠≈０１５ｍｓ，即７６９载荷步。虽然本文单元可以模

拟任意载荷（对称、反对称及非对称载荷）情况，但

是，由于篇幅限制，仅给出一种载荷作用时的模拟

结果。加载方式为图５所示的一对沿厚度方向的反

向载荷，该载荷可以激励出对称模式的Ｌａｍｂ波。

需要强调的是，采用一般的二维板单元无法模拟这

样的载荷情况。如果采用尺寸相同的准三维６×６×

３个节点的单元进行模拟
［３］
，则计算量要大得多，

因为该单元的自由度比本文单元多８６个，而临界

时间步长（Δ牠ｃｒ＝１２１×１０
－７
ｓ）仅是本文单元的０６

倍。

图５ 加载方式

图６给出了模拟得到的对称模式的Ｌａｍｂ波在

传播过程中４个时刻的波形图。可以清楚地看出，

Ｌａｍｂ波在铝板中的传播速度与方向无关，另外，

在牠≥０１２５ｍｓ的图中可以清楚地看到Ｌａｍｂ波在

边界处的反射情况。

图６ 对称模式Ｌａｍｂ波在铝板中的传播

 结束语

本文基于扩展位移场建立了一种能够模拟

Ｌａｍｂ波三维传播特性的二维时域谱有限板单元，

给出了一个应用例子。首次采用了具有Ｌｅｂｅｓｇｕｅ

最优性质的节点分布作为新单元的节点，每个节点

有６个自由度。另外，为了减少形成单元集中质量

矩阵的计算量，采用了一种简单的方法但能够得到

与将一致质量矩阵行相加相同的结果。单元矩阵条

件数的结果表明，新单元的性能与目前常用的两种

性能优异的时域谱有限元相当，而且性能还略优

些。加上新单元的稳定积分临界时间步长大，虽然

是二维单元但也能够模拟Ｌａｍｂ波三维传播特性，

所以采用本文建立的新型谱单元来模拟Ｌａｍｂ波

在板结构中的传播效率可得到明显的提高。
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