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一种快速计算电磁各向异性介质目标﹤的新方法

邓小乔 李 茁 牛臻弋 顾长青

（南京航空航天大学电子信息工程学院，南京，２１００１６）

摘要：从电磁理论中的体等效原理出发，推导了任意电磁各向异性介质目标电磁散射的体积分方程。在此基础

上，由ＳＷＧ基函数和伽略金法建立其矩阵方程。在迭代求解过程中，应用了快速计算阻抗元素的等效偶极子法

和加速矩阵向量积的快速偶极子法两种快速算法，有效地降低了传统矩量法计算电磁各向异性介质目标ＲＣＳ的

时间。同时，在快速偶极子法中，远场组间互阻抗元素无需显式计算，并且形式简单的聚集、转移和发散函数可现

用现算，从而大量节省了计算机内存。数值仿真结果表明：本文使用的方法在分析电磁各向异性介质目标的电磁

散射特性中是非常有效的，不仅有高的计算效率和低的内存需求，而且有良好的数值精度。
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由于各向异性材料在军用和民用方面的重要

性，长期以来，国内外专家、学者对各向异性介质目

标的电磁散射特性研究一直非常重视［１１３］
。球形结

构的各向异性介质目标的电磁散射分析可以通过

球矢量波函数得出严格的精确解［１２］
，然而对于几

何结构和介质参数复杂的各向异性介质目标的

ＲＣＳ则必须采用数值方法求解，例如：时域有限差

分法（ＦＤＴＤ）
［３４］
、有限元方法（ＦＥＭ）

［５］
，矩量法



（ＭｏＭ）
［６１１］
，合元极法（ＦＥＢＩ）

［１２１３］
。

基于积分方程的传统矩量法，作为一种严格的

数值方法所得到的阻抗矩阵是稠密阵，计算和存储

复杂度均为爫
２
，这里爫为未知量的个数。所以，随

着计算目标的增大，消耗的计算机资源是非常巨大

的。文献［６～８］分别用共轭梯度法快速傅里叶变

换（ＣＧＦＦＴ）、快速多极子方法（ＦＭＭ）和自适应

积分方法（ＡＩＭ）进行加速求解，有效地提高了传

统ＭｏＭ的计算速度并节省了内存消耗。文献［９］

用高阶ＭｏＭ提高传统ＭｏＭ的计算效率。最近，文

献［１０，１１］提出了一种快速填充矩量法阻抗元素的

等 效偶极矩法（ＥＤＭ）。该方法将 Ｓｃｈａｕｂｅｒｔ

ＷｉｌｔｏｎＧｌｉｓｓｏｎ（ＳＷＧ）
［１４］基函数的体元对等效成

偶极子模型，使得阻抗矩阵元素可表示成一种简单

的闭合形式，避免了数值积分运算。为了克服ＥＤＭ

不能节省传统ＭｏＭ 的内存和迭代求解时间的缺

点，本文在应用体积分方程法求解三维非均匀电磁

各向异性介质目标的散射问题中，还使用了快速偶

极子法（Ｆａｓｔｄｉｐｏｌｅｍｅｔｈｏｄ，ＦＤＭ）。它继承了

ＥＤＭ的优点，并且借用了ＦＭＭ的聚集转移发散

思想，有效地降低了传统矩量法的计算时间。同时，

由于阻抗元素无需显式计算，并且形式简单的聚

集、转移和发散函数可现用现算，从而大量节省了

计算机内存。数值算例表明：本文的快速方法在分

析任意非均匀介质目标（各向同性介质是各向异性

介质的特例）的电磁散射特性中是非常有效的，不

仅有高的计算效率和低的内存需求，而且有良好的

数值精度。

 理论分析

 电磁各向异性介质目标的矩量法

设爼是自由空间中含有电磁各向异性介质的

三维非均匀介质目标所占的空间，不失一般性，其

介电常数和磁导率分别用张量犡（┼）和犨（┼）表示。当

入射波照射介质目标时，根据体等效原理，介质体

可以用等效的体电流┚
牉
牤（┼）和体磁流┚

牔
牤（┼）来代替。

介质体内总的电磁场｛┕，┘｝等于入射电磁场｛┕
牏
，

┘
牏
｝和散射电磁场｛┕

牞
，┘

牞
｝之和，具体可表示为

┕＝ ┕
牏
＋ ┕

牞
（┚

牉
牤）＋ ┕

牞
（┚

牔
牤） （１ａ）

┘＝ ┘
牏
＋ ┘

牞
（┚

牔
牤）＋ ┘

牞
（┚

牉
牤） （１ｂ）

式 中：┕（┼）＝犡
－１
（┼）·└（┼）和┘（┼）＝犨

－１
（┼）·

┒（┼），散射场和等效体流之间的关系由式（２，３）给

出

┕
牞
（┚

牉
牤）＝－ ｊ犽┑

牉
牤（┼）－ 犺

牉
牤（┼） （２ａ）

┕
牞
（┚

牔
牤）＝－

１

犡０
 × ┑

牔
牤（┼） （２ｂ）

┘
牞
（┚

牉
牤）＝

１

犨０
 × ┑

牉
牤（┼） （２ｃ）

┘
牞
（┚

牔
牤）＝－ ｊ犽┑

牔
牤（┼）－ 犺

牔
牤（┼） （２ｄ）

其中

┑
牉
牤（┼）＝ 犨０∫牤┚

牉
牤（┼′）爢（┼，┼′）ｄ牤′ （３ａ）

┑
牔
牤（┼）＝ 犡０∫牤┚

牔
牤（┼′）爢（┼，┼′）ｄ牤′ （３ｂ）

犺
牉
牤（┼）＝－

１

ｊ犽犡０∫牤 燈┚
牉
牤（┼′）爢（┼，┼′）ｄ牤′（３ｃ）

犺
牔
牤（┼）＝－

１

ｊ犽犨０∫牤 燈┚
牔
牤（┼′）爢（┼，┼′）ｄ牤′（３ｄ）

式中：爢（┼，┼′）＝
ｅ
－ｊ牑燏┼－┼′燏

（４π燏┼－┼′燏）
和牑＝犽 犡０犨槡 ０分别为

自由空间的格林函数和波数。

根据体等效原理，等效体流与场量的关系为

┚
牉
牤（┼）＝ ｊ犽犦

牉
（┼）燈└（┼） （４ａ）

┚
牔
牤（┼）＝ ｊ犽犦

牔
（┼）燈┒（┼） （４ｂ）

式中：犦
牉
（┼）和犦

牔
（┼）分别为介电常数和磁导率的对

比率张量，可表示为

犦
牉
（┼）＝ ┙－ 犡

－１
牜 （┼） （５ａ）

犦
牔
（┼）＝ ┙－ 犨

－１
牜 （┼） （５ｂ）

式中：┙为单位张量；犡牜为相对介电常数张量；犨牜为

相对磁导率张量。

将介质目标用四面体单元剖分，并假定每个四

面体单元内的介质是均匀的。那么使用ＳＷＧ基函

数┰牕（┼）展开的等效体流可表示为

┚
牉
牤（┼）＝∑

爫牤

牕＝１

爤
牉
牕犦
牉
牕燈┰牕（┼） （６ａ）

┚
牔
牤（┼）＝ 犣∑

爫牤

牕＝１

爤
牔
牕犦
牔
牕燈┰牕（┼） （６ｂ）

式中：爤
牉
牕和爤

牔
牕为待求复系数；犦

牉
牕和犦

牔
牕为体元对牕的介

电常数和磁导率对比率张量；爫牤为剖分的总面元

数；犣＝
犨０

犡槡０

为自由空间的波阻抗。采用伽略金法，

得到下列矩阵方程

┪
爠爠

┪
爠爩

┪
爩爠

┪［ ］爩爩

┙
爠

┙［ ］爩 ＝
┦
爠

┦［ ］爩 （７）

其中，子矩阵┪
爠爠
，┪

爠爩
，┪

爩爠
，┪

爩爩中的阻抗元素分别

为

牂
牉牉
牔牕＝ 〈┰牔，┕－ ┕

牞
（┚

牉
牤牕）〉 （８ａ）

牂
牉牔
牔牕＝ 〈┰牔，－ ┕

牞
（┚

牔
牤牕）〉 （８ｂ）

牂
牔牉
牔牕＝ 〈犣┰牔，－ ┘

牞
（┚

牉
牤牕）〉 （８ｃ）

牂
牔牔
牔牕＝ 〈犣┰牔，┘－ ┘

牞
（┚

牔
牤牕）〉 （８ｄ）

电压向量┦
爠
，┦

爩 中的元素为

爼
牉
牔＝ 〈┰牔，┕

牏
〉 （９ａ）

爼
牔
牔＝ 〈犣┰牔，┘

牏
〉 （９ｂ）
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 快速计算方法

为了快速迭代求解矩阵方程（７），将所有体元

对按照其中心位置进行分组，并分为近场组和远场

组，对于近场组，当两体元对中心距离小于０１５犧０

（犧０为电磁波在自由空间中的波长）时
［１５］
，采用传

统ＭｏＭ计算阻抗元素牂牔牕，当两体元对中心距离大

于等于０１５犧０时，两体元对分别用无穷小偶极子来

等效，并使用等效偶极矩法（ＥＤＭ）计算阻抗元素

牂牔牕。对于远场组对，采用快速偶极子法加速矩阵向

量积，其中相应的互阻抗元素无需显式计算。

１２１ 等效偶极矩法

对于电磁各向异性介质目标，由ＳＷＧ基函数

的体元对，可推导出等效电偶极子的偶极矩┷
牉
牕和

等效磁偶极子的偶极矩┷
牔
牕分别为

┷
牉
牕＝ 牃牕犦

牉＋
牕 （┼）（┼

牅
牕牞－ ┼

牅＋
牕 ）＋ 牃牕犦

牉－
牕 （┼）（┼

牅－
牕 － ┼

牅
牕牞）

（１０ａ）

┷
牔
牕＝牃牕犦

牔＋
牕 （┼）（┼

牅
牕牞－┼

牅＋
牕 ）＋牃牕犦

牔－
牕 （┼）（┼

牅－
牕 －┼

牅
牕牞）

（１０ｂ）

式中：┼
牅±
牕 表示体元爴

±
牕的质心位置矢量；┼

牅
牕牞表示公共

面质心位置矢量；牃牕为公共面的面积；犦
牉±
牕 （犦

牔±
牕 ）表

示体元爴
±
牕的介电常数（磁导率）的对比率张量。

则使用ＥＤＭ 计算的互阻抗元素可解析表示

成

牂
牣牣
牔牕＝

犣ｅ
－ｊ牑爲

４π
┷′牔燈┷

牣
牕
ｊ牑

爲槏 槕［ ＋ 爞 －

（┷′牔燈┢

）（┢

燈┷

牣
牕）
ｊ牑

爲槏 槕］＋ ３爞 牣＝ 牉，牔

（１１ａ）

牂
牔牉
牔牕＝

ｊ牑犣爞ｅ
－ｊ牑爲

４π
┷′牔燈（┢× ┷

牉
牕） （１１ｂ）

牂
牉牔
牔牕＝－

ｊ牑犣爞ｅ
－ｊ牑爲

４π
┷′牔燈（┢× ┷

牔
牕） （１１ｃ）

其中

┷′牕＝ 牃牕（┼
牅－
牕 － ┼

牅＋
牕 ） （１２）

爞＝
１

爲
２ １＋

１
［ ］ｊ牑爲

（１３）

式中：┢＝┼牔－┼牕，爲＝燏┢燏，┢

＝
┢

爲
；┼牕＝

（┼
牅－
牕 ＋┼

牅＋
牕 ）

２
，

┼牔＝
（┼
牅－
牔 ＋┼

牅＋
牔 ）

２
分别表示第牕个，第牔个偶极子中

心的位置矢量。

１２２ 快速偶极子法

假设组牐和组牏是远场组对，而偶极子牔和牕，

它们分别属于组牐和组牏，那么阻抗元素牂牔牕可以用

式（１１）计算，式中爲可具体表示为

爲＝ 燏┼牔－ ┼牕燏＝ 燏┼牐牏＋ ┼牔牐－ ┼牕牏燏 （１４）

式中：┼牐牏＝┼牗牐－┼牗牏，┼牔牐＝┼牔－┼牗牐，┼牕牏＝┼牕－┼牗牏，┼牗牐和┼牗牏
分别为牐和牏的组中心位置矢量。将爲用泰勒级数

近似展开

爲≈ ┼牐牏＋ ┼

牐牏燈┼牔牐＋

┼
２
牔牐－ （┼


牐牏燈┼牔牐）

２

２┼［ ］牐牏

＋

－ ┼

牐牏燈┼牕牏＋

┼
２
牕牏－ （┼


牐牏燈┼牕牏）

２

２┼［ ］牐牏

（１５）

根据式（１５），式（１１）经近似后表示为

牂
牣牣
牔牕≈ ┝′牔（┼牐牏）燈┤

爠
（┼牐牏）燈┝

牣
牕（┼牏牐） 牣＝ 牉，牔

（１６ａ）

牂
牔牉
牔牕≈（┝′牔（┼牐牏）×（┼牐牏＋┼牔牐））燈爴

爩
（牜牐牏）┝

牉
牕（┼牏牐）－

┝′牔（┼牐牏）燈爴
爩
（牜牐牏）（┼牕牏× ┝

牉
牕（┼牏牐））

（１６ｂ）

牂
牉牔
牔牕≈－ （┝′牔（┼牐牏）×（┼牐牏＋┼牔牐））燈爴

爩
（牜牐牏）┝

牔
牕（┼牏牐）＋

┝′牔（┼牐牏）燈爴
爩
（牜牐牏）（┼牕牏× ┝

牔
牕（┼牏牐））

（１６ｃ）

其中

┝′牔（┼牐牏）＝ ┷′牔ｅ 槏－ｊ牑 ┼

牐牏燈┼牔牐＋

［牜
２
牔牐－（┼


牐牏燈┼牔牐）

２
］

２牜 槕牐牏 （１７）

┤
爠
（┼牐牏）＝

犣ｅ
－ｊ牑牜牐牏

４π
┙
ｊ牑

牜牐牏槏 槕＋ 爞 － ┼

牐牏┼

牐牏

ｊ牑

牜牐牏槏 槕［ ］＋ ３爞

（１８）

爴
爩
（牜牐牏）＝

ｊ牑犣爞ｅ
－ｊ牑牜牐牏

４π
（１９）

┝
牣
牕（┼牏牐）＝ ┷

牣
牕ｅ 槏－ｊ牑 ┼


牏牐燈┼牕牏＋

［牜
２
牕牏－（┼


牏牐燈┼牕牏）

２
］

２牜 槕牏牐 牣＝ 牉，牔

（２０）

爞＝
１

牜
２
牐牏

１＋
１

ｊ牑牜［ ］牐牏 （２１）

因此，牏组中所有的等效电偶极子和等效磁偶

极子对牐组中第牔个等效电偶极子的作用可以写

成聚集转移发散的形式

∑
牕∈牏

（牂
牉牉
牔牕爤

牉
牕＋ 牂

牉牔
牔牕爤

牔
牕）≈ ┝′牔（┼牐牏）燈┤

爠
（┼牐牏）燈

∑
牕∈牏

爤
牉
牕┝

牉
牕（┼牏牐）－ （┝′牔（┼牐牏）× （┼牐牏＋ ┼牔牐））燈

爴
爩
（牜牐牏）∑

牕∈牏

爤
牔
牕┝

牔
牕（┼牏牐）＋ ┝′牔（┼牐牏）燈

爴
爩
（牜牐牏）∑

牕∈牏

爤
牔
牕（┼牕牏× ┝

牔
牕（┼牏牐）） （２２ａ）

同理，牏组中所有的等效电偶极子和等效磁偶

极子对牐组中第牔个等效磁偶极子的作用可以写成

∑
牕∈牏

（牂
牔牔
牔牕爤

牔
牕＋ 牂

牔牉
牔牕爤

牉
牕）≈ ┝′牔（┼牐牏）燈┤

爠
（┼牐牏）燈

∑
牕∈牏

爤
牔
牕┝

牔
牕（┼牏牐）＋ （┝′牔（┼牐牏）× （┼牐牏＋ ┼牔牐））燈

爴
爩
（牜牐牏）∑

牕∈牏

爤
牉
牕┝

牉
牕（┼牏牐）－ ┝′牔（┼牐牏）燈

爴
爩
（牜牐牏）∑

牕∈牏

爤
牉
牕（┼牕牏× ┝

牉
牕（┼牏牐）） （２２ｂ）
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由式（２２）可以看出，通过聚集转移发散３个

过程，远场组相互作用的计算得到明显地加速。同

时聚集函数，转移函数，发散函数都比较简单，所以

在实际应用中这些函数现用现算不用存储，这样又

大大地节省了内存。

 数值结果

为了验证本文快速方法的计算效率和数值精

度，将本文方法与传统的ＭｏＭ，ＥＤＭ 方法以及已

有文献的结果进行比较。所有数值结果均在配置为

Ｐｅｎｔｉｕｍ（Ｒ）ＤｕａｌＣＰＵＥ５５００２８０ＧＨｚ，内存２０

ＧＢ的个人电脑上完成。这里使用ＧＭＲＥＳ迭代求

解器，收敛精度设为００１。

算例：均匀介质为各向异性介质的特殊情况，

为验证本文方法的正确性，首先计算半径０３犧０（犧０

为自由空间的波长），相对介电常数犡牜＝３的介质球

的ＲＣＳ。介质球被剖分成２３９９个四面体元，含有

４５６８个公共面和４６０个边界面，共１００５６个未知

量，平均边长约为００８犧０。入射波为犤方向极化的平

面波，取入射角度犤ｉｎｃ＝犺ｉｎｃ＝０°。图１所示分别为Ｍｉｅ

级数方法和本文方法计算得到的双站ＲＣＳ曲线，

从图中可以看出二者吻合较好。验证了本文方法的

有效性。

图１ 介质球的双站ＲＣＳ

算例：电磁各向异性介质圆柱体的双站ＲＣＳ。

圆柱体半径为０５ｍ，高为０２ｍ，介质的电磁参数

为：犡牜＝［２，０，０；０，３，０；０，０，２］，犨牜＝［１２，０，

０；０，１２，０；０，０，１］。入射波频率为３００ＭＨｚ，

整个目标被离散成５５６６个四面体，共有２３４８６个

未知量。使用ＭｏＭ和ＥＤＭ内存需求均超过２ＧＢ，

在该电脑上无法计算。使用本文方法时，分组大小

为０１ｍ，共有非空组 ２６４个，需要内存 ３６５ＭＢ，

ＧＭＲＥＳ迭代１０步收敛，计算时间１８６ｓ。图２给出

了本文方法计算的犤犤极化双站ＲＣＳ，并和文献［１３］

结果进行比较，从图中可以看出本文方法的计算结

果和文献结果吻合得很好。

图２ 各向异性介质圆柱的双站ＲＣＳ

算例：电介质板与磁介质板交替排列的非均匀

介质目标的双站ＲＣＳ。该目标由５块尺寸相同的介

质板构成，大小均为１０ｍ×０２ｍ×００５ｍ，如图３

所示。其中３个介质板是纯电介质，且相对介电常数

犡牜１＝１５，另外两个为纯磁介质，且相对磁导率为

犨牜２＝１５。入射波频率３００ＭＨｚ，整个介质体被分成

２４９２个四面体，共有１２１７６个未知量。图３给出了

本文方法计算的Ｈ面双站ＲＣＳ，并和传统ＭｏＭ 和

ＥＤＭ的计算结果进行比较，从图中可以看出结果吻

合得很好。如表１所示，使用ＭｏＭ和ＥＤＭ计算时迭

代步数为９，需要内存１１３９ＭＢ，计算时间分别为：

１６７４和４２４ｓ。使用本文方法，分组大小为０１ｍ，共

有非空组２４２个，ＧＭＲＥＳ迭代步数为９，内存２１３

ＭＢ，仅为ＭｏＭ和ＥＤＭ内存消耗的１８７％，计算时

间６７ｓ，仅为ＭｏＭ计算时间的４０％，ＥＤＭ计算时

间的１６％。由此可以看出本文方法大大节省了传统

ＭｏＭ和ＥＤＭ的内存需求和计算时间。

图３ 非均匀介质平板的双站ＲＣＳ

３７５第４期 邓小乔，等：一种快速计算电磁各向异性介质目标ＲＣＳ的新方法



表 本文方法与偶极子模型法和传统矩量法内存、计算时

间比较

方法 所需内存燉ＭＢ 迭代步数 总的计算时间燉ｓ

ＭｏＭ １１３９ ９ １６７４

ＥＤＭ １１３９ ９ ４２４

ＦＤＭ ２１３ ９ ６７

 结束语

在对任意电磁各向异性介质目标电磁散射的

体积分方程进行迭代求解过程中，本文采用了快速

计算阻抗元素的等效偶极子法和加速矩阵向量积

的快速偶极子法结合的新方法，有效地降低了传统

矩量法计算电磁各向异性介质目标ＲＣＳ的时间。

同时，在快速偶极子法中，阻抗元素无需显式计算，

并且形式简单的聚集、转移和发散函数可现用现

算，从而大量节省了计算机内存。数值结果表明：本

文快速方法是非常有效的。
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