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刚架模型驱动网格曲面保特征变形
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摘要：将刚架结构受力变形原理应用于网格曲面的变形设计中，提出一种新的曲面造型方法。通过建立与网格拓

扑关系一致的刚架模型，运用刚架模型驱动网格曲面变形：即对刚架节点施加载荷或添加几何约束反算出刚架

节点载荷，在载荷作用下刚架变形驱动网格曲面变形。针对几何约束变形问题，建立以节点位移为变量，由载荷

最小和节点位移最小组成的目标函数，组合使用两种不同的最小化模型，实现不同的变形需求。在变形过程中，

采用增大网格曲面特征区域所关联单元体弹性模量的方法，达到整体变形中局部形状特征的保持，避免了传统

方法中繁琐的特征信息记录公式。实验结果表明，该变形方法直观方便，可以产生理想的变形效果。
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变形技术作为三维几何造型强有力的工具，在

计算机辅助设计（ＣＡＤ）和计算机图形学（ＣＧ）等领

域发挥着重要作用。近年来，自然、高效的变形技术

逐渐成为国内外学者的研究目标，得到了快速发

展。主流的变形技术主要包括基于几何变形和基于

物理变形两种。基于几何变形方法根据物体自身的

几何拓扑关系，通过调整物体控制点集的属性如位

置属性和微分属性，运用几何计算实现网格变形。



典型的变形方法主要包括自由变形［１２］
、多分辨率

变形［３５］
、微分域变形

［６７］和约束变形［８９］
。

基于物理的变形按照物理规律模拟物体变形，

变形结果真实美观，但计算量较大，多用于计算机

动画，虚拟设计等领域。１９８７年，Ｔｅｒｚｏｐｏｕｌｏｓ等
［１０］

将基于能量模型的可变形曲线曲面造型技术引入

到计算机图形学中，模拟出旗帜在风中飘摆及地毯

飘落等动态过程，取得了很好的效果，为基于物理

的造型设计奠定了基础。在此基础上，许多学者对

物理造型技术展开了更深入地研究，其中，作为变

形计算有效求解工具的有限元法得到了广泛关注。

有限元法最初由 Ｃｅｌｎｉｋｅｒ和 Ｇｏｓｓａｒｄ
［１１］引入到曲

线曲面造型之中，通过将参数曲面划分为二维三角

形板单元，完成曲面在给定几何特征线和载荷条件

下的形状设计。１９９８年，经玲等
［１２］根据节点划分生

成 Ｂ样条曲线曲面的有限元网格模型，实现了基

于约束的复杂曲线曲面造型设计。王志国等
［１３］运

用杆件受力变形的思想，将物体整体或部分地嵌入

到单一的直线梁结构中，通过施加载荷使梁结构产

生形变，并将变形传播到几何体。该变形方法与物

体的描述无关，但单一的直线梁结构无法同时实现

模型不同区域的理想变形效果。据此，文献［１４］提

出了基于刚架模型的骨架驱动物体的变形技术。根

据物体形状特征抽取物体的几何骨架模型，并将其

作为刚架模型，可以逼真地模拟物体的运动，但无

法有效地保持形状特征。

本文基于网格模型的拓扑关系，建立网格顶点

与节点一一对应的刚架模型，运用有限元法建立网

格变形的统一求解框架。通过施加并调整节点载荷

（如大小、方向）和添加几何约束引起网格顶点位置

的改变，从而完成网格曲面变形设计。在变形过程

中，变形区域可以自由选择以满足网格曲面整体和

局部的变形需求。引入增大弹性模量的方法较

Ｌａｐｌａｃｉａｎ微分坐标
［６］在实现保特征变形中，易于

操作且计算简单。

 刚架模型的有限元分析

有限元法本质上是将连续结构离散成由节点

相连的有限个单元体，运用载荷等效原则将外力等

效到节点上，构成节点载荷列阵；进而根据单元刚

度矩阵装配出总刚度方程，通过求解大型的稀疏矩

阵方程组得到有限元模型的节点位移，模拟连续结

构变形。

空间刚架是由空间梁单元相互连接而成的结

构，其中，梁单元为两个节点且节点自由度为 ６的

单元体，即沿 牀，牁，牂轴向的平动和绕 牀，牁，牂轴

的转动。其中，每一个梁单元的刚度矩阵是在其单

元体的局部坐标系下进行计算的，记整体坐标系和

局部坐标系分别为 牗牨牪牫与 牗牓牨牓牪牓牫牓，则单元坐标

变换矩阵可定义为

┣＝

┦

┦

┦

熿

燀

燄

燅┦

其中，┦＝

牤牨牓牨 牤牨牓牪 牤牨牓牫

牤牪牓牨 牤牪牓牪 牤牪牓牫

牤牫牓牨 牤牫牓牪 牤牫牓

熿

燀

燄

燅牫

┦中每行元素分别表示局部坐标系 牨牓，牪牓，牫牓在整

体坐标系 牨，牪，牫中的方向余弦。

因此，整体坐标系下的单元刚度矩阵 ┵
牉为

┵
牉
＝ ┣

Ｔ
┵
牉
┣ （１）

式中┵
牉为局部坐标系下的单元刚度矩阵。将单元

刚度矩阵按节点索引进行装配与叠加，得到刚架模

型的总刚度矩阵 ┛如下

┛＝∑
牕

牏＝１

┵
牉
牏 （２）

式中牕为有限元模型的单元体数量。对于线性有限

元法，只需求解

┛牱＝ ┠ （３）

即可计算出有限元模型的节点位移。其中，┠＝［┠１

┠２ … ┠牕］
Ｔ表示节点载荷列阵，而牱＝［犠１ 犠２

… 犠牕］
Ｔ为节点位移列阵。

 创建刚架模型

借鉴刚架结构受力变形原理，通过创建网格曲

面的刚架模型，采用直接对刚架节点施加载荷或添

加几何约束反算出刚架节点载荷两种手段实现刚

架变形，进而根据刚架模型节点和网格曲面顶点的

对应关系，完成最终的网格曲面变形。在变形过程

中，通过增大特征区域单元体的弹性模量达到保持

模型几何特征的目的。具体的变形方法流程如图 １

所示。

针对创建刚架模型问题，以网格模型的顶点作

图 １ 变形方法流程图
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为刚架模型的节点，根据网格模型的拓扑关系生成

刚架模型，将网格变形问题等价于刚架变形。图 ２

所示为带洞平板网格与刚架模型的耦合结果。从图

２可以看出网格顶点和刚架模型的节点为一一对

应关系，因此顶点的位移量即为节点的位移量。

图 ２ 带洞平板网格和刚架模型耦合

 载荷直接作用下刚架模型驱动网

格曲面变形

根据有限元模型受力变形的计算方法，通过对

有限元模型施加载荷和足够多的约束（即边界条件

如固支或铰支），消除结构刚体位移，以保证总刚度

矩阵 ┛正定，进而，构成可求解的总刚度矩阵方

程。由于总刚度矩阵 ┛满足稀疏、对称和正定等条

件，论文采用了超松弛迭代预处理共轭梯度法

（ＳＳＯＲＰＣＧ）求解 ┛牱＝┠。图 ３以带孔平板网格

为例展示了模型两端节点承载拉伸力的变形效果，

其中图 ３（ａ）给出了刚架模型及其相应的边界条

件，中间排节点施加了固支约束，而左、右端排自由

节点分别承载了大小相等、方向相反的外部集中载

荷。

在求解得到节点位移后，依据网格顶点和刚

架节点的对应关系即可得到顶点的位移改变量

［牣 牤 牥］，其中，牣，牤和 牥分别表示梁单元下轴

向的拉压变形以及 牀牁，牁牂平面的挠度。令网格模

型的顶点齐次坐标为 ┤＝［牠牨 牠牪 牠牫 １］，因此该

点变形后的坐标 ┤ｎｅｗ

┤ｎｅｗ＝ ┤└牠 （４）

式中 └牠＝

１

１

１

熿

燀

燄

燅牣 牤 牥 １

为平移变换矩阵。

在材料力学中，弹性模量 爠被视为衡量材料

产生弹性变形难易程度的指标，其值越大，使材料

发生一定弹性变形的应力也越大，即材料刚度越

大，亦即在一定应力作用下，发生弹性变形越小。因

此，采用增大单元体弹性模量的方式，可达到整体

变形条件下部分区域保持原状的效果。形状特征通

常被描述为工程上有特殊意义的模型部分，如图 ３

平板模型中的孔。在未选取特征区域条件下，平板

的变形结果如图 ３（ｂ）所示。通过选取特征区域关

联的单元体如图 ３（ｃ）矩形框选部分，并增大其弹

性模量为初始的 １０
６倍，将产生图 ３（ｄ）所示的保特

征变形结果。

图 ３ 有无特征区域变形对比

对比图 ３（ｂ）与图 ３（ｄ）可以看到，图 ３（ｄ）避免

了图 ３（ｂ）中孔被拉伸的现象，保持了模型的形状

特征。表 １给出了在初始、拉伸变形后和保特征变

形后每个状态下单个孔的长度和宽度值信息。由表

中数据可以得到，整体受力变形时，特征区域仅随

剩余区域产生变动，自身形状未发生明显改变。

表  孔在不同状态下长度和宽度值统计

几何信息
状态

初始 拉伸变形后 保特征变形后

长燉ｃｍ １９４４６３０ ２６８４０６７ １９４４７４２

宽燉ｃｍ １９６４２３０ １９６１４０９ １９６４２３０

 几何约束下刚架模型驱动网格曲

面变形

在第 ３节中，通过交互地选择在某些节点上施

加载荷，设定载荷的大小和方向，可实现物体的初

步变形设计，但无法满足工程中的精度要求。为解

决上述问题，可将曲面变形设计的要求抽象为几何

上的约束，以刚架节点位移量为变量分别构建载荷

最小物理驱动模型的几何化表达，并考虑了节点位

移量最小的变形模型，对两种最小化模型建立统一

的表达方程构成目标函数，建立约束优化模型完成

刚架节点上的载荷反算，实现基于几何约束的网格
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曲面变形设计。

 目标函数

网格曲面约束变形的目标函数可统一表示为

以节点位移量牱为变量的函数

ｍｉｎ牊（牱）＝ ｍｉｎ牱
Ｔ
┓牱

ｓ．ｔ．┑牏牱－ ┬牏｛ ＝  牏＝ ０，１，…，牔
（５）

不同的矩阵 ┓可以实现不同的变形效果，但

最终都可以运用罚函数法进行方程的优化求解。

４１１ 载荷最小

节点载荷最小作为优化目标，根据式（３），目标

函数可以表示为

ｍｉｎ牊（牱）＝ ‖┛牱‖
２
＝ 牱

Ｔ
┛
Ｔ
┛牱 （６）

对曲面变形而言，以载荷最小为目标趋于使曲

面具有最小能量，由于受到边界条件限制和几何约

束的影响，变形结果不可能使能量最小但变形后的

曲面具有整体光顺的几何属性。图４为网格曲面的

约束变形效果，图 ４（ｂ）所示为基于载荷最小模型

所获得的变形结果。

图 ４ 网格曲面约束变形

４１２ 节点位移最小

以变形后的节点位移最小为优化目标，则变形

的目标函数可写为

ｍｉｎ牊（牱）＝ ‖ 牱‖
２
＝ 牱

Ｔ
牱 （７）

基于节点位移最小变形时，只有和约束对应

的网格顶点才会为满足约束而移动，其他节点位

置不变，所以变形只影响局部区域如图 ４（ｃ）所示。

上述两种优化目标可统一表达如下

ｍｉｎ牊（牱）＝ 犜‖┛牱‖
２
＋ 犝‖ 牱‖

２

ｓ．ｔ．┑牏牱－ ┬牏｛ ＝ ，牏＝ ０，１，…，牔
（８）

式中：犜，犝为权因子，用于调节目标函数中每个优

化目标所占的比重，保持 犜不变，随着 犝的逐渐增

大，即节点位移最小优化目标逐渐占较大比重时，

网格曲面将逐渐由整体光顺模型图 ４（ｂ）向局部尖

锐模型图 ４（ｃ）过渡。图 ４（ｄ）为组合使用载荷最小

和节点位移最小模型得到的变形结果。

 约束优化求解

目前的几何约束主要包括点、线、面、体约束，

由于线、面、体约束可通过离散的手段转换为点约

束，因此只关注点约束变形。

４２１ 点约束

点约束是一种常用的几何约束控制变形方法，

通过给定点的位置信息作为约束施加于刚架模型，

使刚架模型产生形变，进而驱动网格变形。点的位

置信息的变化可以通过交互手段实现，如通过交互

选择网格上的顶点和事先给定的变形后的点位置

生成点约束信息。设网格上点 ╀牏变形后的新位置

为 ╀牏

，牏＝０，１，…，牔，牔为点约束个数

┶牏＝ ╀

牏 － ╀牏＝ ［牓牏牨 牓牏牪 牓牏牫］ （９）

记顶点 ╀牏所对应的刚架节点索引为 牐，可将式（９）

转化为以节点位移为变量的约束方程 ┑牏牱＝┬牏其

中，┬牏＝┶
Ｔ
牏，┑牏＝［ … ┫牐 … ］３×６牕牣牔，牕牣牔为

刚架节点总数，若将矩阵 ┑牏视为矢量，则 ┑牏中除

┫牐非零，其余元素全为 。

┫牐＝

１ ０ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １ ０ ０ ０

４２２ 节点位置约束

直接调整刚架节点位置实现刚架模型变形是

一种普遍的约束手段。设刚架节点 牑的位移量为

┮牑＝［牆牨 牆牪 牆牫 牜牨 牜牪 牜牫］
Ｔ
，则可建立约束方

程 ┑牱＝┮牑

其中，矩阵 ┑中元素 ┑牏牐＝
┙单位矩阵 牏＝牐＝牑

｛ 零矩阵 其他
。

在有限元方法中，节点位移约束通常用来添加

有限元模型的边界条件如节点固支铰支。

４２３ 优化求解

由于约束条件为线性且目标函数为二次，上述

约束优化问题为标准的等式二次规划问题，这个问

题可采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法和罚函数法进行求解。

根据罚函数法将式（８）改写成

牘（牱）＝犜‖┛牱‖
２
＋ 犝‖ 牱‖

２
＋

犤∑
牔

牏＝０

‖┑牏牱－ ┬牏‖
２

其中 犤为罚函数因子。令
牘

牱
＝０

（犜┛
Ｔ
┛＋ 犝┕

Ｔ
┕＋ 犞┤＋ 犤∑

牔

牏＝０

┑
Ｔ
牏┑牏）牱＝ 犤∑

牔

牏＝０

┑
Ｔ
牏┬牏

（１０）

由式（１０）可以看出，等式二次规划问题转化为

线性方程组求解问题。采用 ＳＳＯＲＰＣＧ求解方程

组（１０）得到节点位移列阵牱，进而，根据式（４）计算

网格曲面顶点的新位置，得到变形结果。

 实验及结果分析

基于刚架模型的多曲面变形方法已通过编程
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实现，实例中梁单元的弹性模量 爠＝１０００Ｐａ、泊

松比 犨＝０４。有限元计算需给定其边界条件，在不

同的边界条件下模型所表现的变形行为也不相同，

如图 ５所示。以图 ５（ａ）为原始模型和几何约束条

件，将左右两端节点设为固支约束，最小载荷变形

结果如图 ５（ａ）所示。图 ５（ｂ）给出了图 ４（ｂ）和图

５（ａ）变形结果的正视图对比，两曲线分别表示添加

铰支约束和固支约束的变形结果。由于只有自由节

点和自由杆在变形过程中发生变化，故可以通过

限定节点的属性和拓扑关系来设定变形区域。利用

这种特性可以实现曲线曲面的局部变形，如构建细

节特征等。

图 ６给出了长方体在点约束下的变形对比结

果。图 ６（ａ）为采用文献［９］中Ｍｅｔａｂａｌｌ单点约束变

形结果，图 ６（ｂ）为本文算法的变形结果。在对比实

验中，文献［９］采用欧氏距离和 Ｗｙｖｉｌｌ势函数计算

变形。为此，变形不仅牵连了长方体底面网格，而且

当网格较稀疏时，容易产生尖锐的变形结果。本文

方法使用刚架模型计算变形结果，避免了图 ６（ａ）

中底面产生变形的现象，组合使用载荷最小和节点

位移最小模型，可实现曲面整体光顺模型图和局部

图 ５ 边界条件对变形结果的影响

尖锐模型的相互转换以满足不同的变形需求。

图 ７所示为球网格模型依次在几何约束和载

荷驱动下的变形结果。最初通过交互添加三条曲线

约束，并调整式（８）中的每个最小化模型的权因子

犜＝１０
－３
，犝＝１０

４得到图 ７（ｂ）所示的变形效果，选

取图 ７（ｂ）中间凸起部分作为变形区域构建刚架模

型，采用在中间节点施加垂直向上的载荷拉伸网格

得到变形结果如图 ７（ｃ）所示。从图 ７可以看出，变

形结果不仅可以满足给定的几何约束，同时能够直

观形象地反映载荷和变形幅度之间的正比关系。

图 ８为某带孔零件在点约束和载荷驱动下的

变形结果。图 ８（ａ）为初始零件模型。图 ８（ｂ）为零

件“拉弯”造型，主要通过对边界边添加点约束，并

调整优化目标的权因子 犜＝１，犝＝０实现。图 ８（ｃ）

为零件“压弯”造型，采用对刚架自由节点施加载荷

并调整其大小和方向的方式得到。

从图 ８（ａ）的零件模型可以看出，圆孔特征是

变形中需要保持的主要部分。采用如图 ３（ｃ）中所

示方法选取特征区域关联的单元体并增大其弹性

模量，将导致零件模型难以产生形变。然而，仅选取

圆孔特征所在的单元体作为增大弹性模量的目标，

图 ６ 长方体单点约束变形结果对比

图 ７ 球网格模型的变形结果
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图 ８ 某零件变形结果

将导致变形结果丧失表现零件的特性。对于特征面

积比重较大的模型，采用本文的变形方法难以得到

理想的变形结果。在后续的工作中可将模型特征抽

象为几何约束来达到模型的保特征变形。

 结束语

本文算法将刚架模型引入到网格变形问题，不

仅可以模拟物体受力变形效果，还可以运用各种几

何约束精确修改物体的形状。由于在变形过程中可

交互选取特征区域单元体并增大其弹性模量，保特

征变形得以简单有效地实现。实例证明本文提出的

方法物理意义明确，简单直观，便于操作，可应用于

计算机辅助设计等领域。

论文的后续工作主要研究在统一的求解框架

之下开发更多代表不同物理和几何意义的目标函

数，实现不同的变形需求；通过将模型特征抽象为

几何约束实现任意模型的保特征变形。
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