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快速多极展开算法在自由尾迹分析中的应用

丁国华 李 攀 陈仁良

（南京航空航天大学直升机旋翼动力学国家级重点实验室，南京，２１００１６）

摘要：针对旋翼自由尾迹分析的计算效率问题，对快速多极展开算法（Ｆａｓｔｍｕｌｔｉｐｏｌｅｍｅｔｈｏｄ，ＦＭＭ）在基于直线

涡元的尾迹互诱导速度计算中的应用开展了研究。分别构建了悬停和前飞状态下诱导速度多极展开计算的定义

域；在进行远场诱导速度计算时，将直线涡元等效为涡粒，推导了诱导速度的多极展开表达式。通过对悬停和前

飞状态下旋翼尾迹中涡元诱导速度的计算，分析了该方法的加速特性和准确性。在此基础上，采用多极展开算法

求解了旋翼模型在悬停和前飞状态下的自由尾迹几何形状和桨盘诱导入流分布，并与直接计算结果和实验数据

进行了对比，表明ＦＭＭ算法在提高计算效率的同时能够保持较高的精度。

关键词：直升机；快速多极展开算法；诱导速度；自由尾迹

中图分类号：Ｖ２１１５２ 文献标识码：Ａ 文章编号：１００５２６１５（２０１２）０４０４８５０８

收稿日期：２０１１１０２４；修订日期：２０１２０４１１

通讯作者：陈仁良，男，教授，博士生导师，１９６３年生，Ｅｍａｉｌ：ｃｒｌａｅ＠ｎｕａａ．ｅｄｕ．ｃｎ。

﹢┅┅━┉┄┃┄﹨┈┉┊━┉┅┄━┉┄┃﹨┇〇─﹢┃━┎┈┈

爟牏牕牋爢牣牗牎牣牃，爧牏爮牃牕，爞牎牉牕爲牉牕牓牏牃牕牋

（ＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙｏｎＲｏｔｏｒｃｒａｆｔＡｅｒｏｍｅｃｈａｎｉｃｓＬａｂｏｒａｔｏｒｙ，ＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ

＆Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ，Ｎａｎｊｉｎｇ，２１００１６，Ｃｈｉｎａ）

﹢┈┉┇┉：Ｔｏｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｅｆｆｅｃｉｅｎｃｙｉｎｒｏｔｏｒｆｒｅｅｗａｋｅａｎａｌｙｓｉｓ，ｔｈｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆ３Ｄｆａｓｔ

ｍｕｌｔｉｐｏｌｅｍｅｔｈｏｄ（ＦＭＭ）ｉｎｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｉｎｄｕｃｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙｐｒｏｄｕｃｅｄｂｙｌｉｎｅｖｏｒｔｅｘｅｌｅｍｅｎｔｓｉｓ

ｓｔｕｄｉｅｄ．ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｄｏｍａｉｎｓｏｆＦＭＭ ｕｎｄｅｒｈｏｖｅｒａｎｄｆｏｒｗａｒｄｆｌｉｇｈｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｒｅ

ｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｄｕｒｉｎｇｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆｆａｒｆｉｅｌｄｉｎｄｕｃｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙ，ｔｈｅｌｉｎｅｖｏｒｔｅｘｅｌｅｍｅｎｔｓａｒｅｒｅｇａｒｄｅｄａｓ

ｖｏｒｔｅｘｐａｒｔｉｃｌｅｓ，ａｎｄｔｈｅｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｏｆｔｈｅｉｒｉｎｄｕｃｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙｉｓｄｅｒｉｖｅｄ．Ｂｙｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｉｎｄｕｃｅｄ

ｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆｖｏｒｔｅｘｅｌｅｍｅｎｔｓｉｎａｒｏｔｏｒｗａｋｅｕｎｄｅｒｈｏｖｅｒａｎｄｆｏｒｗａｒｄｆｌｉｇｈｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｖａｌｉｄｉｔｙａｎｄ

ｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙｏｆｔｈｅｍｅｔｈｏｄａｒｅａｎａｌｙｚｅｄ．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｔｈｅｓｈａｐｅｏｆｆｒｅｅｗａｋｅｏｆａｒｏｔｏｒｍｏｄｅｌｉｓｃｏｍ

ｐｕｔｅｄｕｎｄｅｒｈｏｖｅｒａｎｄｆｏｒｗａｒｄｆｌｉｇｈｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｓｗｅｌｌａｓｔｈｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｉｎｄｕｃｅｄｉｎｆｌｏｗａｂｏｖｅ

ｔｈｅｒｏｔｏｒｄｉｓｃ．Ｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆｄｉｒｅｃｔｍｅｔｈｏｄａｎｄｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｄａｔａ，ｔｈｅＦＭＭ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

ｃａｎｋｅｅｐｈｉｇｈｐｒｅｃｉｓｉｏｎｗｈｅｎｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｅｆｆｅｃｔ．

┎┌┄┇┈：ｈｅｌｉｃｏｐｔｅｒ；ｆａｓｔｍｕｌｔｉｐｏｌｅｍｅｔｈｏｄ（ＦＭＭ）；ｉｎｄｕｃｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙ；ｆｒｅｅｗａｋｅ

旋翼尾迹对直升机旋翼的载荷、性能、振动水

平以及噪声特性有着重要的影响。自由尾迹分析方

法作为计算旋翼尾迹几何形状和强度的主要方法

之一，目前已广泛地应用于直升机空气动力学各种

问题的研究［１］
。自由尾迹分析中的主要计算量是涡

元之间的诱导速度计算，采取直接计算时所涉及的

计算量级为爭（爫
２
）。在某些情况下，如高精度的全

展自由尾迹分析［２］
、多旋翼自由尾迹分析

［３］以及基

于自由尾迹方法的桨涡干扰噪声分析［４］
，其尾迹中

涡元数量较大，尤其是在噪声分析中涡元数量可达

到１０
４量级，从而导致计算效率低下。因此，对自由

尾迹分析中涡元之间诱导速度加速算法的研究具

有重要意义。

自由尾迹分析中涡元之间诱导速度的计算是

一个典型的“Ｎｂｏｄｙ”问题。从１９８７年起，美国耶鲁

大学的 Ｇｒｅｅｎｇａｒｄ和Ｒｏｋｈｌｉｎ等人
［５８］发展了计算



大量粒子集合中相互作用势的快速多极展开算法

（Ｆａｓｔｍｕｌｔｉｐｏｌｅｍｅｔｈｏｄ，ＦＭＭ）。该算法将Ｎｂｏｄｙ

问题的计算量级从爭（爫
２
）阶降到爭（爫）阶，带来了

可观的计算效益，被誉为“２０世纪十大算法之一”，

受到很多领域研究者的青睐［９１２］
。在旋翼空气动力

学领域，文献［１３］将快速多极展开算法应用到基于

曲涡元的三维涡方法中；文献［１４］将快速多极展开

算法用于直升机旋翼尾迹诱导速度计算，带来了很

大的计算效益。最近，文献［１５～１７］在粘性涡粒尾

迹模型中使用了基于树状结构的快速多极算法来

提高计算效率。

本文以基于直涡元的ＰＩＰＣ松弛迭代自由尾迹

分析方法为例，阐述三维ＦＭＭ算法在直涡元之间

诱导速度计算中的实现过程。将尾迹中的远场直涡

元近似等效为涡粒，推导出其诱导速度的多极展开

表达式，并对上述等效处理的准确性进行分析；为

了降低ＦＭＭ 计算所需的ＣＰＵ内存并进一步提高

计算效率，分别构造与悬停和前飞状态下旋翼尾迹

相适应的长方体多极展开定义域。以某模型旋翼为

例，通过计算效率的对比分析以及尾迹几何形状和

诱导入流的对比验证，表明本文方法在大幅度提高

旋翼自由尾迹分析方法计算效率的同时能够保持

较高的精度。

 快速多极展开

在三维空间中，大规模电荷在点爮处产生的电

势为

犎（爮）＝∑
牕

牏＝１

牚牏

燏燏爯牏－ 爮燏燏
＝∑

牕

牏＝１

牚牏

牜牏
（１）

式中：爯牏为第牏个电荷的坐标；牚牏为该电荷的带电

量；牜牏为该电荷与爮点之间的距离；牕为电荷的数

量。

在多极展开算法中，将电荷分为远场电荷和近

场电荷，其中近场电荷产生的电势采用直接计算，

远场电荷产生的电势通过多极展开计算、多极展开

的平移、多极展开向局部展开变换、局部展开的平

移［８］等一系列操作（图１），最终将其表示成局部展

开级数

犎（爮）＝∑
牘

牐＝０
∑
牐

牑＝－牐

爧
牑
牐燈牁

牑
牐（犤，犺）燈牜

牐
（２）

式中：牘为多极展开的项数；牐，牑，牘为正整数；牜为

爮点到局部展开中心的距离；牁
牑
牐（犤，犺）为球面调和

函数；爧
牑
牐为与所有电荷的位置和带电量相关的系

数，通常称之为多极展开的矩。

并且对于任意牘≥１，有

图１ 快速多极展开算法的平面示意图

燏犎爟（爮）－ 犎爡（爮）燏≤
∑
爫

牏＝１

燏牚牏燏

牃－ 牜

牜

槏 槕牃
牘＋１

（３）

式中：犎爟（爮）表示由直接计算得到的爮点的电势；

犎爡（爮）表示由ＦＭＭ方法得到的爮点的电势；牚牏为

电荷的带电量；牃为局部展开域的半径；爫为电荷

的数量。

 桨叶气动模型和自由尾迹模型

本文选用ＷｅｉｓｓｉｎｇｅｒＬ升力面模型对桨叶进

行建模。如图２所示，每片桨叶被离散成爫个沿展

向分布的片段，每一段的附着涡位于桨叶的１燉４弦

线处，其环量为定值。桨叶的控制点位于每个分段

上３燉４弦线的中点处。从桨叶后缘拖出的尾随涡和

脱体涡形成近尾迹，外侧近尾迹转过１０～３０°之后

快速卷起形成涡量集中的桨尖涡。

图２ ＷｅｉｓｓｉｎｇｅｒＬ升力面模型

本文采用文献［１８］中基于直涡元的ＰＩＰＣ松弛

迭代自由尾迹模型来进行计算分析。该模型使用五

点中心差分来近似尾迹控制方程中的一阶偏微分

项，运用伪隐性松弛迭代方法求取尾迹的几何形
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状，包含预估计算和修正计算两个阶段，具体步骤

如下。

预估阶段：

┼
牕
牓，牑＝ ┼

牕
牓－１，牑－１＋ （┼

牕
牓，牑－１－ ┼

牕
牓－１，牑）

Δ犼－ Δ犢

槏 槕Δ犼＋ Δ犢
＋

２

犓

Δ犼Δ犢

槏 槕槏Δ犼＋ Δ犢
┦∞ ＋

１

４
（┦ｉｎｄ（┼

牕－１
牓－１，牑－１）＋

┦ｉｎｄ（┼
牕－１
牓－１，牑）＋ ┦ｉｎｄ（┼

牕－１
牓，牑－１）＋ ┦ｉｎｄ（┼

牕－１
牓，牑 槕）） （４）

修正阶段：

┼
牕
牓，牑＝ ┼

牕
牓－１，牑－１＋ （┼

牕
牓，牑－１－ ┼

牕
牓－１，牑）

Δ犼－ Δ犢

槏 槕Δ犼＋ Δ犢
＋

２

犓

Δ犼Δ犢

槏 槕槏Δ犼＋ Δ犢
┦∞ ＋

１

４
（┦ｉｎｄ（牜牓－１，牑－１）＋

┦ｉｎｄ（牜牓－１，牑）＋ ┦ｉｎｄ（牜牓，牑－１）＋ ┦ｉｎｄ（牜牓，牑 槕）） （５）

式中：┼
牕
牓，牑为预估阶段的涡节点（牓，牑）的位置；┼

牕
牓，牑为

修正后的涡节点（牓，牑）的位置；Δ犼为方位角步长；

Δ犢为尾迹寿命角步长；┦∞为来流速度。

修正阶段使用的诱导速度是上一次迭代计算

的诱导速度和预估阶段的诱导速度的加权平均值

┦ｉｎｄ（牜牓－１，牑－１）＝犽┦ｉｎｄ（┼
牕
牓－１，牑－１）＋

（１－犽）┦ｉｎｄ（┼
牕－１
牓－１，牑－１）

┦ｉｎｄ（牜牓－１，牑）＝犽┦ｉｎｄ（┼
牕
牓－１，牑）＋（１－犽）┦ｉｎｄ（┼

牕－１
牓－１，牑）

┦ｉｎｄ（牜牓，牑－１）＝犽┦ｉｎｄ（┼
牕
牓，牑－１）＋（１－犽）┦ｉｎｄ（┼

牕－１
牓，牑－１）

┦ｉｎｄ（牜牓，牑）＝犽┦ｉｎｄ（┼
牕
牓，牑）＋（１－犽）┦ｉｎｄ（┼

牕－１
牓，牑） （６）

式中：┦ｉｎｄ（┼
牕
牓，牑）为预估阶段涡节点（牓，牑）处的诱导速

度；┦ｉｎｄ（牜牓，牑）为修正阶段涡节点（牓，牑）处的诱导速

度；犽为松弛因子，在本文中，取犽＝０５。

本文采用前后两次迭代所计算的尾迹几何形

状之差的均方根来判断尾迹是否收敛，均方根残值

爲爩爳为

爲爩爳＝
１

牓ｍａｘ牑ｍａｘ ∑
牓ｍａｘ

牓＝１
∑
牑ｍａｘ

牑＝１

（┼
牕
牓，牑－ ┼

牕－１
牓，牑）槡

２
（７）

当爲爩爳＜１０
－４时认为已经收敛到尾迹周期稳

态解。

 基于﹨算法的涡元诱导速度

 悬停和前飞状态下多极展开的定义域

ＰＩＰＣ自由尾迹模型中，旋翼在悬停状态下的

初始尾迹为向旋翼下方延伸的一簇螺旋线，前飞状

态下的初始尾迹为斜向后下方的一簇螺旋线，其形

状如图３所示。

根据两种状态下旋翼尾迹的固有属性，本文构

造了适用于两种尾迹形状的长方体定义域。图４为

图３ 悬停和前飞状态下的初始自由尾迹

图４ 悬停状态下的多极展开定义域

悬停状态下的定义域，该长方体由有限个正方体组

成。然后从第一层开始，将每个正方体网格分成８

个相等的子网格，建立了定义域的树状结构（图５）。

同样，图６，７为前飞状态下的定义域和定义域的树

状结构。

图５ 悬停状态下的定义域分层（侧视图）

图６ 前飞状态下的多极展开定义域
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图７ 前飞状态下的定义域分层（侧视图）

 近场涡元和远场涡元的划分

对于每一层的每一个网格，给出其最靠近的网

格的定义如下：对于第爧层的网格牏，它的最靠近的

网格是与它在同一层且有共同边界点的网格，如图

８所示。三维空间中，最多有２７个。

于是对于每一个位于当前网格内的涡元而言，

对其产生影响的近场涡元即为位于它最靠近网格

内的涡元，除此之外的即为远场涡元。

图８ 平面图中网格牏的最靠近的网格（阴影部分）

 近场涡元所产生的诱导速度

近场涡元所产生的诱导速度采用毕奥萨伐尔

定理直接计算，本文以直涡元为基本涡元，并采用

Ｖａｔｉｓｔａｓ涡涡核模型
［１９］来修正毕奥萨伐尔定理。

给出了某一点的近场涡元在该点处的诱导速度为

┦ｉｎｄ（┼）＝
１

４π∑
牐ｎｅａｒ

牐＝１
∑
牑ｎｅａｒ

牑＝１

牰牊（牐，牑）牎（牐，牑）

牎（牐，牑）
４
＋ 牜牅槡 ４

燈

（ｃｏｓ（犤（牐，牑）１）－ ｃｏｓ（犤（牐，牑）２））┯
 （８）

式（８）表示自由尾迹中近场涡丝之间的诱导速

度，其中牜牅为涡核半径，牎（牐，牑）表示位置矢量为┼的涡

节点到环量为牰牊（牐，牑）的涡段的垂直距离，该涡段

为第牐根自由涡丝中的第牑个涡元。角度犤（牐，牑）１和

犤（牐，牑）２分别为涡元的起点和终点到计算点的连线与

该涡元的夹角，如图９所示。

图９ 近场涡元之间的位置关系

 远场涡元所产生的诱导速度推导

文献［２０］在推导毕奥萨伐尔定理的过程中给

出了诱导速度的３个分量为

牤牨＝∑
爫

牑＝１

牰牑ｄ牓牫牑
４π



牪

１

牜槏 槕牑 －∑
爫

牑＝１

牰牑ｄ牓牪牑
４π



牫

１

牜槏 槕牑
牤牪＝∑

爫

牑＝１

牰牑ｄ牓牨牑
４π



牫

１

牜槏 槕牑 －∑
爫

牑＝１

牰牑ｄ牓牫牑
４π



牨

１

牜槏 槕牑
牤牫＝∑

爫

牑＝１

牰牑ｄ牓牪牑
４π



牨

１

牜槏 槕牑 －∑
爫

牑＝１

牰牑ｄ牓牨牑
４π



牪

１

牜槏 槕

烅

烄

烆 牑

（９）

在本文方法中，牜牑近似取为计算点到直涡段中

点的距离，关于该近似处理的可行性，将在３５节

中进行验证。

式（９）中的∑
爫

牑＝１

牰牑ｄ牓牨牑
４π
，∑

爫

牑＝１

牰牑ｄ牓牪牑
４π
，∑

爫

牑＝１

牰牑ｄ牓牫牑
４π

为只与涡元的位置和环量相关的常系数，因此可以

将其看作多极展开的矩，为 了简便起见，分别用

爧
牔
牕，牨，爧

牔
牕，牪，爧

牔
牕，牫来表示。由三维空间中电荷电势的

快速多极展开，有

∑
爫

牑＝１

牰牑ｄ牓牨牑
４π

１

牜牑
＝∑

牘

牔＝０
∑
牔

牕＝－牔

爧
牕
牔，牨牁

牔
牕（犤，犗）燈┼

牕

∑
爫

牑＝１

牰牑ｄ牓牪牑
４π

１

牜牑
＝∑

牘

牔＝０
∑
牔

牕＝－牔

爧
牕
牔，牪牁

牔
牕（犤，犗）燈┼

牕

∑
爫

牑＝１

牰牑ｄ牓牫牑
４π

１

牜牑
＝∑

牘

牔＝０
∑
牔

牕＝－牔

爧
牕
牔，牫牁

牔
牕（犤，犗）燈┼

烅

烄

烆
牕

（１０）

由式（１０）可以看出，要求出远场涡元所产生的

诱导速度，只需求出牁
牔
牕（犤，犗）·┼

牕
３个方向的梯度

即可。
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设爺（牜，犤，犗）＝牁
牔
牕（犤，犗）·┼

牕
，则



牨
爺（牜，犤，犗）＝

爺

牜
ｃｏｓ犗ｓｉｎ犤＋

爺

犤

ｃｏｓ犗ｃｏｓ犤

牜
－

爺

犗

ｓｉｎ犗

牜ｓｉｎ犤



牪
爺（牜，犤，犗）＝

爺

牜
ｓｉｎ犗ｓｉｎ犤＋

爺

犤

ｓｉｎ犗ｃｏｓ犤

牜
＋

爺

犗

ｃｏｓ犗

牜ｓｉｎ犤



牫
爺（牜，犤，犗）＝

爺

牜
ｃｏｓ犤－

爺

犤

ｓｉｎ犤

烅

烄

烆 牜

（１１）

其中爺
牜
，
爺

犤
，
爺

犗
可由式（１２）求得

爺

牜
＝ 牕燈┼

牕－１
燈牁

牔
牕（犤，犗）

爺

犤
＝ ┼

牕
燈
（牕－ 燏牔燏）！
槡（牕＋ 燏牔燏）！燈ｅ

牏牔犗
燈ｓｉｎ犤燈（燏牔燏燈

ｃｏｓ犤燈（ｓｉｎ
２
犤）
－１
燈牘

燏牔燏
牕 （ｃｏｓ犤）＋

燏ｓｉｎ犤燏
－１
燈牘

燏牔燏＋１
牕 （ｃｏｓ犤））

爺

犗
＝ ┼

牕
燈
（牕－ 燏牔燏）！
槡（牕＋ 燏牔燏）！燈牘

燏牔燏
牕 （ｃｏｓ犤）燈牔燈

烅

烄

烆 （－ ｓｉｎ（牔犗）＋ 牏ｃｏｓ（牔犗））

（１２）

将式（１１，１２）代入到式（１０）中，即可求得远场

涡元在当前涡节点处产生的诱导速度的３个分量。

至此，推导出远场涡元诱导速度的多极展开表达

式。

 远场直线涡元等效为涡粒的可行性分析

本文在计算远场涡元所产生的诱导速度时，将

直涡元近似等效为位于该涡段中点的涡粒。因此需

要对这种等效处理给诱导速度的计算结果带来的

误差进行分析。本节对单个直涡元在不同距离的测

试点处产生的诱导速度进行了计算。用来计算的直

涡元位于牨牪平面内，其长度为１，平行于牪轴，且以

（０，０，０）为中点。在牫轴的正半轴设定了一系列的

观察点，如图１０所示。分别采用直涡元的毕奥萨

伐尔公式和ＦＭＭ算法进行诱导速度的计算，并用

公式（爺爡－爺爟）燉爺爟计算了两种方法的相对百分误

差。其中 爺爟表示毕奥－萨伐尔定理计算的诱导速

度，爺爡表示ＦＭＭ算法计算的诱导速度。

图１１给出了设定的一系列观察点处诱导速度

的相对误差，靠近直涡元的观测点处的误差相对较

大，当牫＞０５时，相对误差快速减小。到牫＞４时，相

对误差几乎为零。因此只要ＦＭＭ方法中底层网格

图１０ 直涡元与观察点的位置关系

图１１ 不同观察点处诱导速度的误差

的边长不小于４倍的涡元长度，就可以将直涡元等

效为涡粒。在实际的计算中，通过选取适当的定义

域并对其进行适当的分层，可以满足上述要求。因

此本文在多极展开算法中将远场直涡元等效为涡

粒是可行的，不会影响计算结果的准确性。

 算例计算与分析

为了验证本文所建立的快速多极展开算法的

准确性和有效性，本节采用文献［１８］中的旋翼模型

进行计算分析。其中旋翼桨叶片数爫牄＝４，半径爲＝

０８２５５ｍ，弦长 牅＝００６３５ｍ，旋翼转速为 犓＝

２０７３４５ｒａｄ燉ｓ。所有的计算都在装有 Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）

Ｐｅｎｔｉｕｍ（Ｒ）２００ＧＨｚ处理器的个人电脑上进行。

 诱导速度多极展开算法中参数的确定

在使用ＦＭＭ算法之前，首先需要确定定义域

的层数爧和多极展开的项数爮。表１，２给出了涡元

数为８６４０时，诱导速度多极展开计算的ＣＰＵ耗时

和误差随爧和爮的变化趋势。其中，ＦＭＭ计算结

果与直接计算结果的误差采用式（１３）计算
［７］

爠＝
∑
牕

牏＝１

燏爟牏－ 爡牏燏
２

∑
牕

牏＝１

燏爟牏燏

烄

烆

烌

烎
２

１燉２

（１３）

式中：爟牏表示采用直涡元的毕奥萨伐尔定理计算
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出的第牏个涡元处的诱导速度；爡牏表示该涡元处由

ＦＭＭ计算得到的诱导速度。

表 ﹨算法中参数├对时间和误差的影响（┠＝）

┓┤＝，熯＝，熢┽＝－°

定义域

层数爧

ＦＭＭ计算

ＣＰＵ耗时燉ｓ
误差

１ ７３３２８ ０１２２×１０－２

２ ４６２１９ ０４３６×１０－２

３ １４４５３ ３５９９×１０－２

４ １３１２５ １０９７２×１０－２

表 ﹨算法中参数┠对时间和误差的影响（├＝）

┓┤＝，熯＝，熢┽＝－°

多极展开

项数爮

ＦＭＭ计算

ＣＰＵ耗时燉ｓ
误差

１ １２９６８ １３２１５×１０－２

２ １３８１３ ７５４０×１０－２

３ １４４５３ ３５９９×１０－２

４ １６５４７ ３５１５×１０－２

５ １８９８４ ３４４７×１０－２

由表１可以看出，随着爧的增加，计算时间不

断减小，误差相应地增加。此外，将直涡段等效为涡

粒也对定义域的分层有所限制，例如当爧＝４时就

不满足上述规定，从而导致计算结果不准确。在表

２中，随着爮的增加，计算时间逐渐增加，数值误差

先是有明显地减小，随后变化比较缓慢。因此，对爧

和爮的选择需要综合考虑算法的ＣＰＵ耗时和准确

性进行折衷。在本文算例分析中分别选取爧＝３，

爮＝３。

值得指出的是，由于ＰＩＰＣ自由尾迹模型的计

算是一个循环迭代过程，每次迭代时，定义域中网

格的相对位置不变。因此，本文对与之相关的系数

进行了预处理，以缩短尾迹模型的整体计算时间。

 诱导速度多极展开算法的加速特性分析

由于在不同的研究中对自由尾迹中离散涡元

数量的需求不同，例如只考虑单个桨尖涡的简单的

自由尾迹模型，所需的涡元数量很少，但用来计算

桨涡干扰噪声的高精度自由尾迹模型，要求最小尺

寸涡元的离散角为１°甚至更小
［２１］
，因此，本节算例

中选取了不同的涡元数量，以分析ＦＭＭ方法的加

速特性。

表３，４分别为悬停状态和前飞状态下取不同

涡元数目时，ＦＭＭ和直接计算时间的对比及其相

对误差。可以看出直接计算时间随涡元的数目呈平

方量级增长，而多极展开方法的计算时间近似呈一

次函数增长。当涡元数量较少时，ＦＭＭ 的加速优

势并不明显，当涡元数目逐渐增加时，ＦＭＭ 的优

势逐渐体现出来，并且与直接计算的误差不超过

４％，满足工程应用的精度要求。特别地，当涡元数

量为１７０００左右时，悬停状态下ＦＭＭ的耗时大约

为直接计算的１燉７，前飞状态下大约为直接计算的

１燉１０，均体现出了明显的加速优势。

表 悬停状态下﹨与直接计算对比

┓┤＝，熢┽＝°

涡元数量
ＦＭＭ计算

ＣＰＵ耗时燉ｓ

直接计算

ＣＰＵ耗时燉ｓ
误差

８６４ ０８４４ １１７２ ２８４６×１０－２

１７２８ １６０９ ４３５９ ２２８０×１０－２

３４５６ ４０３１ １４９３８ ２３２５×１０－２

８６４０ １９６８８ １０４３９１ ２２６４×１０－２

１７２８０ ８１５６２５ ５３８２４１ ２２９１×１０－２

表 前飞状态下﹨与直接计算对比

┓┤＝，熯＝，熢┽＝－°

涡元数量
ＦＭＭ计算

ＣＰＵ耗时燉ｓ

直接计算

ＣＰＵ耗时燉ｓ
误差

８６４ ０８２８ １１７２ ３９５４×１０－２

１７２８ １５４７ ４３２８ ３６８３×１０－２

３４５６ ３３５９ １４６８８ ３５７６×１０－２

８６４０ １４４５３ １０２８９１ ３５９９×１０－２

１７２８０ ５３０３１ ５３４１５６ ３５３３×１０－２

 自由尾迹几何形状的计算

为了进一步验证快速多极展开算法的准确性

并体现它在工程应用中的价值，本节将该方法应用

到自由尾迹模型中，对悬停和前飞状态下桨尖涡的

几何形状进行求解，并将其与直接计算结果进行对

比。图１２给出了悬停状态下桨尖涡几何形状的侧

视图，图１３给出了前进比为０２时桨尖涡几何形状

的俯视图、侧视图和后视图，通过比较可以发现，两

种方法求解出的桨尖涡几何外形能够很好地吻合，

这表明在自由尾迹模型中引入本文所建立的ＦＭＭ

算法不会影响模型的精度。

 前飞桨盘诱导入流计算

本节计算了旋翼模型在前飞状态下桨盘平面

的诱导入流分布，其中前进比 犨＝０２３，拉力系数

爞爴＝０００６４，旋翼轴倾角犜牞＝－３°，并将计算结果

与实验数据［２２］进行了对比。由图１４可以看出，基于

ＦＭＭ 和直接方法的旋翼尾迹计算出的桨盘平面

诱导入流完全一致，并且入流分布的大小和趋势与

实验数据基本一致：纵向诱导速度分布存在明显的

梯度，而横向入流分布左右两边基本对称，诱导速
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图 １２ 悬停状态桨尖涡几何外形对比（侧视图）爞爴＝

０００８，犜牞＝０°

图１３ 前飞状态桨尖涡几何外形对比爞爴＝０００８，犜牞＝－３°

度的梯度很小。从而进一步验证了本文方法的准确

性。

图１４ 前飞状态桨盘平面诱导入流分布

爞爴＝０００６４，犨＝０２３，犜牞＝－３°

 结 论

本文针对旋翼自由尾迹分析中的计算效率问

题，建立了求解尾迹中涡元诱导速度的快速多极展

开算法。通过算例的计算分析，结论如下：

（１）ＦＭＭ算法中定义域层数爧和多极展开项

数爮的选取需要综合考虑其对计算效率和计算精

度的影响，进行折衷选择。

（２）在计算效率方面，随着涡元数量的增加，

ＦＭＭ 算法体现出了明显的加速优势，对于具有２

万量级涡元数的自由尾迹模型，计算耗时仅为直接

计算法的１燉１０。

（３）在准确性方面，使用该方法能够精确地求

解出尾迹的几何形状，与传统方法相比，保持了较

高的精度。ＦＭＭ算法能够很好地应用到旋翼自由

尾迹的计算分析中。
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