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广义经典力学系统动力学方程积分的┄最终乘子法

张 毅

（苏州科技学院土木工程学院，苏州，２１５０１１）

摘要：研究动力学系统的积分问题，将Ｊａｃｏｂｉ最终乘子法应用于积分广义经典力学系统的动力学方程。建立了广

义经典力学系统的运动微分方程；定义了广义经典力学系统的Ｊａｃｏｂｉ最终乘子；研究了系统的第一积分与Ｊａｃｏｂｉ

最终乘子的关系。研究表明：对于位形由牕个广义坐标确定且拉格朗日函数含有广义坐标对时间的犽阶导数的广

义经典力学系统，如果已知系统的（２犽牕－１）个第一积分，则可利用Ｊａｃｏｂｉ最终乘子给出系统的解。文末举例说明

结果的应用。
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描述动力学系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数含广义坐标

对时间的高阶导数，简称广义经典力学系统或高阶

微商系统。Ｐｏｄｏｌｓｋｙ
［１］指出关于广义经典力学系统

的研究可以追溯到Ｏｓｔｒｏｇｒａｄｓｋｙ和Ｊａｃｏｂｉ的工作，

文献［２］用现代数学方法对广义经典力学系统和场

论进行了系统的描述。对高阶微商系统的研究，特

别是对含高阶微商的奇异系统的研究，在引力理

论、规范理论、粒子的相对论性动力学、超对称和弦

理论等众多领域都是十分重要的［３］
。近２０年来，在

广义经典力学系统的基本理论研究方面已经取得

了一系列重要成果［３１３］
。本文进一步研究广义经典

力学系统的积分方法，将Ｊｏｃｏｂｉ提出的研究微分方

程积分的最终乘子法［１４］推广应用于广义经典力学

系统，并举例说明结果的应用。



 系统的运动微分方程

研究广义经典力学系统，其位形由牕个广义坐

标 牚
牏
（牏＝１，…，牕）来确定。系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数

为

爧＝ 爧（牠，牚
牏
（０），牚

牏
（１），…，牚

牏
（犽）） 牏＝ １，…，牕 （１）

式中

牚
牏
（牐）＝

ｄ
牐

ｄ牠
牐牚
牏
（牠） 牏＝ １，…，牕；牐＝ ０，１，…，犽

（２）

系统的广义ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程为
［２］

∑
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牐ｄ

牐

ｄ牠
牐

爧

牚
牏
（牐）

＝ ０ 牏＝ １，…，牕 （３）

引进广义动量和广义Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数为

牘
（牞）
牏 ＝ ∑

犽－牞－１

牐＝０

（－ １）
牐ｄ

牐

ｄ牠
牐

爧

牚
牏
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牏＝ １，…，牕；牞＝ ０，１，…，犽－ １ （４）
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牏
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牏＝ １，…，牕；牞＝ ０，１，…，犽－ １ （５）

则系统的运动微分方程（３）可表示为正则形式
［３］

牚
牏
（牞）＝

爣

牘
（牞）
牏

牘
（牞）
牏 ＝－

爣

牚
牏
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牏＝ １，…，牕；牞＝ ０，１，…，犽－ １ （６）

令

牃
犨
＝
牚
牏
（牞） 犨＝２牞牕＋牏；牞＝０，１，…，犽－１；牏＝１，…，牕

牘
（牞）
牏

烅
烄

烆 犨＝（２牞＋１）牕＋牏；牞＝０，１，…，犽－１；牏＝１，…，牕

（７）

爲犨＝
牘
（牞）
牏 犨＝２牞牕＋牏；牞＝０，１，…，犽－１；牏＝１，…，牕

烅
烄

烆０ 犨＝（２牞＋１）牕＋牏；牞＝０，１，…，犽－１；牏＝１，…，牕

（８）

则方程（６）可进一步表示为逆变代数形式
［７］

牃
犨
－ 犓

犨犩爣

牃
犩＝ ０ 犨＝ １，…，２犽牕 （９）

式中

犓犨犩＝
爲犩

牃
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牃
犩 （犓犨犩）＝ （犓

犨犩
）
－１

（犓
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熕０



熕

熿

燀

燄

燅犽－１ ２犽牕×２犽牕

熕０＝ … ＝ 熕犽－１＝
牕×牕 ┙牕×牕

－ ┙牕×牕 ［ ］牕×牕

（１０）

式中：牕×牕为牕阶零矩阵；┙牕×牕为牕阶单位矩阵。

 系统的积分与┄最终乘子

引入广义Ｐｏｉｓｓｏｎ括号

［爛，爣］＝
ｄｅｆ爛

牃
犨犓

犨犩爣

牃
犩 （１１）

式中爛＝爛（牠，┫），括号［爛，爣］满足Ｌｉｅ代数公理
［４］
。

对于任意可微函数爤＝爤（牠，┫），沿着广义经典力学

系统（９）的运动轨线对时间求导，有

ｄ爤

ｄ牠
＝
爤

牠
＋ ［爤，爣］ （１２）

式中

ｄ

ｄ牠
＝


牠
＋ 犓

犨犩爣

牃
犩



牃
犨 （１３）

由式（１２），有以下命题。

命题［４］ 对于广义经典力学系统（９），如果广

义Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数爣不显含时间牠，则爣＝爞是系统

的第一积分。

命题 对于广义经典力学系统（９），爤＝爤（牠，

┫）是系统的第一积分的充分必要条件是

爤

牠
＋ ［爤，爣］＝ ０ （１４）

１８４４年，Ｊａｃｏｂｉ在研究微分方程的积分时提

出了最终乘子（ＬａｓｔＭｕｌｔｉｐｌｉｅｒ）的概念
［１４］
，梅凤翔

将其应用于积分广义Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统
［１５］
。下面笔者

进一步将Ｊａｃｏｂｉ最终乘子方法推广应用于广义经

典力学系统。

定义 对于广义经典力学系统（９），如果存在

函数犧＝犧（牠，┫）满足条件

犧

牠
＋


牃
犨 犧犓

犨犩爣

牃槏 槕犩 ＝ ０ （１５）

则称犧为系统的Ｊａｃｏｂｉ最终乘子。方程（１５）称为Ｊａ

ｃｏｂｉ最终乘子的确定方程。

由上述定义，有以下命题。

命题 对于广义经典力学系统（９），如果满足

条件



牃
犨 犓

犨犩爣

牃槏 槕犩 ＝ ０ 犨，犩＝ １，…，２犽牕 （１６）

则犧＝１是系统的最终乘子，且系统所有的第一积

分都是其Ｊａｃｏｂｉ最终乘子。

命题 对于广义经典力学系统（９），如果犧＝

犧（牠，┫）和犝＝犝（牠，┫）是其两个Ｊａｃｏｂｉ最终乘子，则商

犧燉犝是系统的一个第一积分。

证明 由于犧＝犧（牠，┫）和犝＝犝（牠，┫）是所论广

义经典力学系统的两个Ｊａｃｏｂｉ最终乘子，根据其定

义式（１５），有

犧

牠
＋


牃
犨 犧犓

犨犩爣

牃槏 槕犩 ＝ ０
犝

牠
＋


牃
犨 犝犓

犨犩爣

牃槏 槕犩 ＝ ０
则有
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牠

犧

槏 槕犝 ＋ 犓
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牃
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牃
犨

犧
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１

犝

犧

牠
＋


牃
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犨犩爣

牃槏 槕犩－犧


牃
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牃槏 槕［ ］犩 －

犧

犝
２

犝

牠
＋


牃
犨 犝犓

犨犩爣

牃槏 槕犩－犝


牃
犨 犓

犨犩爣

牃槏 槕［ ］犩 ＝

０

于是，命题成立。证毕。

命题 对于广义经典力学系统（９），如果已知

其（２犽牕－１）个第一积分，即

爤犲（牠，┫）＝ 爞犲 犲＝ １，…，２犽牕－ １ （１７）

则系统的积分为

∫
犧


牱
 ｄ牃

２犽牕
－ 犓

２犽牕，犩爣

牃槏 槕犩


［ ］ｄ牠＝ 爞 （１８）

式中：爞为常数；牱为Ｊａｃｏｂｉ行列式

牱＝
（爤１，爤２，…，爤２犽牕－１）

（牃
１
，牃
２
，…，牃

２犽牕－１
）

（１９）

这里（）
表示其中的牃

犲表示为牃
２犽牕－１和牠的函数。

证明 对于广义经典力学系统（９），根据Ｗｈｉｔ

ｔａｋｅｒ给出的一个关系式
［１４］
，容易得到



牃
犨 犓

犨犩爣

牃槏 槕犩 ＝

牱


牃
２犽牕

犓
２犽牕，犩爣

牃槏 槕犩


牱

熿

燀

燄

燅

＋


牠

１

牱槏 槕烅

烄

烆

烍

烌

烎
 （２０）

由于犧是系统的Ｊａｃｏｂｉ最终乘子，有

１

犧

ｄ犧

ｄ牠
＋


牃
犨 犓

犨犩爣

牃槏 槕犩 ＝ ０ （２１）

由方程（２０，２１），得到

１

牱犧

ｄ犧

ｄ牠
＋



牃
２犽牕

犓
２犽牕，犩爣

牃槏 槕犩


牱

熿

燀

燄

燅

＋


牠

１

牱槏 槕 ＝ ０

（２２）

即有



牃
２犽牕

犓
２犽牕，犩爣

牃槏 槕犩


犧


牱

熿

燀

燄

燅

＋


牠

犧


牱槏 槕 ＝ ０（２３）
于是表达式

犧


牱
 ｄ牃

２犽牕
－ 犓

２犽牕，犩爣

牃槏 槕犩


［ ］ｄ牠
是关于牃

２犽牕和牠的某函数的全微分，且式（１８）成立。

证毕。

 算 例

设广义经典力学系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为
［７］

爧＝
１

２
犜１牚

２
＋
１

２
犜２牚

２
犜１＞ ０，犜２＞ ０（２４）

试用Ｊａｃｏｂｉ最终乘子法给出系统的积分。

由式（４，５，７，８），系统的广义Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数为

爣＝ 牃
２
牃
３
－
１

２
犜１（牃

３
）
２
＋
１

２犜２
（牃
４
）
２
（２５）

运动微分方程（９）给出

牃
１
＝ 牃

３
，牃

２
＝ ０，牃

３
＝
１

犜２
牃
４
，牃

４
＝ 犜１牃

３
－ 牃

２

（２６）

Ｊａｃｏｂｉ最终乘子的确定方程（１５）给出

犧

牠
＋
犧

牃
１牃
３
＋
犧

牃
３

１

犜２
牃
４
＋
犧

牃
４（犜１牃

３
－ 牃

２
）＝ ０

（２７）

方程（２７）有解

犧＝ １ （２８）

犧＝ 牃
２

（２９）

犧＝ 牃
２
牠＋ 牃

４
－ 犜１牃

１
（３０）

犧＝ 牃
２
牃
３
－
１

２
犜１（牃

３
）
２
＋
１

２犜２
（牃
４
）
２

（３１）

式（２９～３１）是所论系统的第一积分。令

爤１＝ 牃
２
＝ 爞１ （３２）

爤２＝ 牃
２
牠＋ 牃

４
－ 犜１牃

１
＝ 爞２ （３３）

爤３＝ 牃
２
牃
３
－
１

２
犜１（牃

３
）
２
＋
１

２犜２
（牃
４
）
２
＝ 爞３（３４）

由方程（３２～３４），得到

牃
１
＝
牃
４

犜１
＋
爞１

犜１
牠－

爞２

犜１
，牃
２
＝ 爞１

牃
３
＝
１

犜１

犜１

犜２
（牃
４
）
２
＋ （爞１）

２
－ ２犜１爞槡 ３＋

爞１

犜１

（３５）

计算可得

牱＝
（爤１，爤２，爤３）

（牃
１
，牃
２
，牃
３
）
＝

０ １ ０

－ 犜１ 牠 ０

０ 牃
３
牃
２
－ 犜１牃

３

＝ 犜１（牃
２
－ 犜１牃

３
）（３６）

牱

＝－ 犜１

犜１

犜２
（牃
４
）
２
＋ （爞１）

２
－ ２犜１爞槡 ３ （３７）

式（１８）给出积分

∫
１

－ 犜１
犜１

犜２
（牃
４
）
２
＋ （爞１）

２
－ ２犜１爞槡 ３

燈

ｄ牃
４
－

犜１

犜２
（牃
４
）
２
＋ （爞１）

２
－ ２犜１爞槡 ３

烄

烆

烌

烎
ｄ牠＝ 爞４

（３８）

积分之，可得

牃
４
＝
１

２

犜１

犜槡２
ｅ
－犜１

犜１
犜槡２
爞４ｅ

犜１
犜槡２
牠
－
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１

２

犜１

犜槡２
［（爞１）

２
－ ２犜１爞３］ｅ

犜１

犜１
犜槡２
爞４ｅ

－
犜１
犜槡２
牠

（３９）

显然，式（３５，３９）给出了本问题的解。文献［１６］用常

数变易法也给出了本问题的解，但是显然本文方法

更简单。

 结束语

Ｊａｃｏｂｉ最终乘子法是求解微分方程的一个十

分重要的方法，本文将其推广到广义经典力学系

统，为积分广义经典力学系统动力学方程提供了一

个新的方法。该方法的主要困难在于：（１）需要已

知系统的足够数量的相互独立的第一积分；（２）求

确定方程（１５）的解。但是，只要已知系统的（２犽牕－

１）个第一积分，并找到其Ｊａｃｏｂｉ最终乘子，便可立

即给出系统的运动。算例表明本文方法的有效性和

满足上述条件的情况下该方法的优越性。
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