
第４４卷第２期

２０１２年４月

南 京 航 空 航 天 大 学 学 报

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ＆Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ

Ｖｏｌ．４４Ｎｏ．２



Ａｐｒ．２０１２

改进的等残余高度加工自由曲面刀具路径生成算法
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摘要：提出了改进的等残余高度算法用于加工自由曲面刀具路径生成。算法在生成相邻刀具路径轨迹时分两步，

首先根据当前刀具路径轨迹，采用了ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ迭代法精确求取刀具运动包络体上的点到自由曲面的距

离，结合给出的Ｎｅｗｔｏｎ迭代法的迭代角度初值计算方法，精确求取满足要求的等残余高度点构成等残余高度

线；然后根据求取的等残余高度线精确求取相邻刀具路径轨迹，求取过程类似。验证实例表明，该方法可极大地

减少刀具路径轨迹长度，均匀曲面加工残余高度，提高曲面加工质量。
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自由曲面加工刀具路径生成方法主要有等参

数法［１４］
、等平面法

［５９］和等残余高度法［１０１８］等。前

两者刀具路径轨迹较为简单，但是受弓高误差和残

余高度及曲面曲率影响，刀具路径轨迹参数选择较

为保守，会有冗余刀具路径轨迹，而等残余高度法

在理论上可以产生最优的刀具路径轨迹，即刀具路

径轨迹最短、加工效率最高、残余高度均匀一致、加

工质量最高，因此有着很好的发展前景。

等残余高度法是美国的Ｓｕｒｅｓｈ和Ｙａｎｇ
［１０］提

出的一种刀具路径生成方法，国内外的很多学



者［１１１８］对该方法进行了一些改进与提高。但是仍然

存在如下几方面问题：相邻路径上的切削点个数完

全由之前的路径上的切削点的个数决定；采用当前

刀具路径轨迹上在步距方向（即测地线方向）的曲

率圆来近似计算轨迹间距，以当前刀位点处的左右

两侧等残余高度点间的宽度近似代替步距，对于曲

率变化大的曲面会导致步距计算偏差；相邻刀位轨

迹间最大步距计算都是假设在一个平面内的，即相

邻刀具路径轨迹的切矢量方向平行，而事实上并非

如此等。因此，目前的等残余高度并非真正意义的

等残余高度，有待进一步的完善和提高。

为了消除冗余的刀具路径轨迹，使得加工后的

自由曲面上的残余高度均匀一致，提高加工效率和

加工质量，本文提出了一种改进的等残余高度刀具

路径生成算法，简称为改进的等残余高度算法，进

一步提高了残余高度计算精度，使得加工步距最大

化，实现真正意义上的等残余高度加工自由曲面。

 改进的等残余高度算法原理

刀具沿着相邻的两条刀具路径轨迹运动，相邻

的刀具扫描体相交得到一条相贯线，如果该相贯线

正好位于等残余高度面上，则可以维持加工行间残

余高度均匀一致，实现行间距最大化。改进的等残

余高度算法加工自由曲面时，首先根据当前刀具路

径轨迹上的刀触点，计算步距方向上的等残余高度

点及其投影点，重新拟合后得到等残余高度线和等

残余高度投影线，根据等残余高度线再计算相邻刀

具路径轨迹线。

 改进的等残余高度算法实现

 根据当前刀具路径轨迹求取等残余高度线

２１１ 刀具运动包络体数学模型的建立

自由曲面┣（牣，牤）的等距面┣ｏｆｆｓｅｔ（牣，牤）定义为

┣ｏｆｆｓｅｔ（牣，牤）＝ ┣（牣，牤）＋ 牆┸（牣，牤） （１）

式中：牣和牤为自由曲面参数；牆为偏置距离；┸（牣，

牤）为曲面的单位法矢量。

用刀具半径为爲的球头刀加工自由曲面┣（牣，

牤），假设残余高度允差为牎，当牆＝牎时的等距面为

等残余高度曲面┣ＳＣ（牣，牤）；当牆＝爲时为刀位曲面

┣ＣＬ（牣，牤）。

自由曲面上的刀触点┠ＣＣ对应的刀位点为┠ＣＬ，

所有的刀位点构成了刀位点刀具路径轨迹┓ＣＬ（牠）。

在 ┠ＣＬ点建立局部直角坐标系┟ＣＬ┨ＣＬ┩ＣＬ┪ＣＬ，┠ＣＬ点

和┠ＣＣ点有公共的法线方向，┪ＣＬ轴沿着┠ＣＣ点的法

矢量方向，┨ＣＬ轴沿着┓ＣＬ（牠）的切线方向，┩ＣＬ轴按照

右手定则由┨ＣＬ轴和┪ＣＬ轴确定，即┩ＣＬ＝┪ＣＬ×┨ＣＬ，

如图１所示。

图１ 等残余高度算法中的坐标系建立

在┩ＣＬ┟ＣＬ┪ＣＬ平面内，刀具截平面是一个半径

为爲的圆，用齐次坐标表示法
［１９］表示圆上任意一

点，角度参数犤为

ＣＬ
┠（犤）＝

０

爲ｃｏｓ犤

爲ｓｉｎ犤

熿

燀

燄

燅１

（２）

将该点转换到全局坐标系┟Ｇ┨Ｇ┩Ｇ┪Ｇ中表示，

得到刀具运动包络体方程

Ｇ
┠（牠，犤）＝

Ｇ
ＣＬ┤（牠）

ＣＬ
┠（犤） （３）

式中：
Ｇ
ＣＬ┤（牠）表示在时刻牠时，从┟ＣＬ┨ＣＬ┩ＣＬ┪ＣＬ坐标

系到┟爢┨Ｇ┩Ｇ┪Ｇ坐标系的变换矩阵

Ｇ
ＣＬ┤（牠）＝

┳ ┴ ┵ ┠ＣＬ

［ ］０ ０ ０ １
（４）

式中：┳，┴，┵表示坐标系 ┟ＣＬ┨ＣＬ┩ＣＬ┪ＣＬ各轴在

┟爢┨Ｇ┩Ｇ┪Ｇ中的方位，分别定义为

┳＝
┓
′
ＣＬ（牠）

燏┓
′
ＣＬ（牠）燏

┵＝ ┸（牠） ┴＝ ┵× ┳ （５）

对于任意时刻牠，求取
Ｇ
┠（牠，犤）（简记为

Ｇ
┠（犤））

上距离自由曲面的垂直距离为牎的一点，该点即为

等残余高度点┠ＳＣ。其求解涉及到：

（１）
Ｇ
┠（犤）在自由曲面上的投影点；

（２）求取犤牎，满足燏┣（牣，牤）－
Ｇ
┠（犤牎）燏＝牎。

２１２ ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ迭代法迭代计算等残余

高度点及其投影点

Ｇ
┠（犤）在自由曲面上的投影点对应最短距离，

定义函数牊ＳＣ（牣，牤）

牊ＳＣ（牣，牤）＝ 燏┣（牣，牤）－
Ｇ
┠（犤）燏

２
（６）

采用ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ迭代法求取自由曲面

上的投影点，迭代参数增量计算
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┘（熾
～
牑
）Δ熾

～
牑
＝－ ┰（熾

～
牑
） （７）

式中：Δ熾
～
牑为迭代参数增量；┘（熾

～
牑
）为距离函数的

Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵；┰（熾
～
牑
）为距离函数的梯度。分别表

示如下

Δ熾
～

＝
Δ牣

［ ］Δ牤 （８）

┘（熾
～

）＝

ｄ
２
牊ＳＣ

ｄ牣
２

ｄ
２
牊ＳＣ

ｄ牣牤

ｄ
２
牊ＳＣ

ｄ牤牣

ｄ
２
牊ＳＣ

ｄ牤

熿

燀

燄

燅２

（９）

┰（熾
～

）＝

ｄ牊ＳＣ

ｄ牣

ｄ牊ＳＣ

熿

燀

燄

燅ｄ牤

（１０）

２１３ Ｎｅｗｔｏｎ迭代法中角度初值的确定

定义Ｇ
┠（犤）点到曲面┣（牣，牤）的距离函数为

牆ＳＣ（犤）＝ 燏┣（牣，牤）－
Ｇ
┠（犤）燏 （１１）

求取角度犤牎，满足牆ＳＣ（犤牎）＝牎，可以采用二分法、

黄金分割法或者Ｎｅｗｔｏｎ迭代法求取犤牎或犜牎，但是前

两者收敛较慢，而Ｎｅｗｔｏｎ迭代法对迭代初值要求

较高，如果迭代初值选择不合适，可能会影响到迭代

收敛，找不到最终值。现有的研究成果
［１７］中采用的

是设置刀触点对应的角度值作为迭代初值，沿着步

距方向采用二分法搜索，本文借鉴Ｓａｒｍａ
［１２］的研究

成果，用于迭代法求取角度犤牎初值确定。

在┩ＣＬ┟ＣＬ┪ＣＬ坐标平面内，刀具截平面是半径

为爲的圆。理论上的犜＝犜０时，满足牆ＳＣ（犤０）＝牎，根据

截曲线的曲率半径犱和截曲线的凹凸性，角度初值

犜０分为３种情况计算。

（１）截曲线为凸曲线（图２（ａ））

犜０＝ ａｒｃｃｏｓ
爲
２
＋ （犱＋ 爲）

２
－ （犱＋ 牎）

２

槏 槕２爲（犱＋ 爲）

（１２）

图２ 根据刀触点求取等残余高度点时Ｎｅｗｔｏｎ迭

代法中角度初值的确定

（２）截曲线为凹曲线（图２（ｂ））

犜０＝ π－ ａｒｃｃｏｓ
爲
２
＋ （犱－ 爲）

２
－ （犱－ 牎）

２

槏 槕２爲（犱－ 爲）

（１３）

（３）截曲线为直线

犜０＝ ａｒｃｃｏｓ
爲－ 牎

槏 槕爲
（１４）

２１４ 等残余高度点的Ｎｅｗｔｏｎ迭代计算

截面圆上对应角度犤或者犜的点
Ｇ
┠（犤）到曲面

┣（牣，牤）的垂直距离为牆ＳＣ（犤），当犜０＝０时，牆ＳＣ（犤０）＝

０，即
Ｇ
┠（犤０）＝┠ＣＣ，因为残余高度允差牎是一个很小

的数，远小于刀具半径爲；当犜０＝９０°时，牆ＳＣ（犤０）＞牎，

由于距离函数的连续性及其可微性，根据介值定理

可知，必有一个角度 犜牎；当 犜牎∈［０，９０°］时，满足

牆ＳＣ（犤牎）＝牎。

Ｎｅｗｔｏｎ迭代法的迭代过程

犤牏＋１＝ 犤牏＋
牎－ 牆ＳＣ（犤牏）

牆
′
ＳＣ（犤牏）

（１５）

 根据等残余高度线求取相邻刀具路径轨迹

根据等残余高度线求取相邻刀具路径轨迹，类

似于根据当前刀具路径轨迹求取等残余高度线。

２２１ 运动包络体数学模型的建立

所有的等残余高度点┠ＳＣ构成了等残余高度线

┓ＳＣ（牠），它到相邻两条刀位点刀具路径轨迹的最短

距离都是刀具半径爲。因此，相邻的刀位点一定位

于以等残余高度点为中心半径为┢的圆上。

同之前的方法类似，以┠ＳＣ点为坐标原点建立

局部直角坐标系┟ＳＣ┨ＳＣ┩ＳＣ┪ＳＣ。在┩ＳＣ┟ＳＣ┪ＳＣ平面内，

画一个半径为爲的圆，用齐次坐标表示法
［１９］表示

圆上任意一点ＳＣ
┠（犤），转换到全局坐标系┟Ｇ┨Ｇ┩爢┪Ｇ

中，得到该圆沿着等残余高度线运动扫描后的运动

包络体方程

Ｇ
┠（牠，犤）＝

Ｇ
ＳＣ┤（牠）

ＳＣ
┠（犤） （１６）

式中：
Ｇ
ＳＣ┤（牠）表示在时刻牠时，从┟爳爞┨爳爞┩爳爞┪爳爞坐标

系到┟爢┨爢┩爢┪爢坐标系的变换矩阵

Ｇ
ＳＣ┤（牠）＝

┳ ┴ ┵ ┠ＳＣ

［ ］０ ０ ０ １
（１７）

式 中：┳，┴，┵表示坐标系 ┟ＳＣ┨ＳＣ┩ＳＣ┪ＳＣ各轴在

┟Ｇ┨Ｇ┩Ｇ┪Ｇ中的方位，分别定义为

┳＝
┓
′
ＳＣ（牠）

燏┓
′
ＳＣ（牠）燏

┵＝ ┸（牠） ┴＝ ┵× ┳ （１８）

对于任意时刻牠，
Ｇ
┠（牠，犤）上距离自由曲面的垂

直距离为爲的点为相邻刀具路径轨迹的一个刀位
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点┠ＣＬ，拟合所有的┠ＣＬ构成了下一条┓ＣＬ（牠）。

２２．２ ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ迭代法计算相邻刀具路

径轨迹上的刀位点及其投影点

Ｇ
┠（犤）在自由曲面上的投影点对应最短距离，

定义函数└ＣＬ（牣，牤）

└ＣＬ（牣，牤）＝ 燏┣（牣，牤）－
Ｇ
┠（犤）燏

２
（１９）

２２３ Ｎｅｗｔｏｎ迭代法中角度初值的确定

定义点Ｇ
┠（犤）到曲面┣（牣，牤）的距离为

牆ＣＬ（犤）＝ 燏┣（牣，牤）－
Ｇ
┠（犤）燏 （２０）

求取犤爲，满足牆ＣＬ（犤爲）＝爲。采用前面相同的方

法，给出迭代角度初值犝０的确定方法。

同样，理论上的犝＝犝０，满足牆ＣＬ（犤０）＝爲，根据

截曲线的曲率半径犱和截曲线的凹凸性，角度初值

犝０分为３种情况计算。

（１）截曲线为凸曲线（图３（ａ））

犝０＝ π－ ａｒｃｃｏｓ
爲
２
＋ （犱＋ 牎）

２
－ （犱＋ 爲）

２

槏 槕２爲（犱＋ 牎）

（２１）

（２）截曲线为凹曲线（图３（ｂ））

犝０＝ ａｒｃｃｏｓ
爲
２
＋ （犱－ 牎）

２
－ （犱－ 爲）

２

槏 槕２爲（犱－ 牎）

（２２）

（３）截曲线为直线

犝０＝ ａｒｃｃｏｓ
爲－ 牎

槏 槕爲
（２３）

图３ 根据等残余高度点求取刀位点时Ｎｅｗｔｏｎ迭代法

中角度初值的确定

２２４ 相邻刀具路径轨迹上刀位点Ｎｅｗｔｏｎ迭代

计算

同之前的求取等残余高度点的方法类似，采用

Ｎｅｗｔｏｎ迭代法求取相邻刀具路径轨迹上的刀位点

犤牏＋１＝ 犤牏＋
爲－ 牆ＣＬ（犤）

牆
′
ＣＬ（犤牏）

（２４）

 改进的等残余高度刀具路径生成

算法

根据本文第２部分，给出改进的等残余高度刀

具路径生成算法描述：

（１）给定自由曲面┣（牣，牤）、刀具尺寸爲、弓高允

差牉和残余高度允差牎等加工参数。

（２）取自由曲面的一条边界，根据牉按照等弓

高误差变步长算法［２０］进行曲线离散，得到一系列

的刀触点，构成一条刀触点刀具路径轨迹┓ＣＣ（牠）。

（３）根据 ┓ＣＣ（牠），爲和 牎，计算等残余高度线

┓ＳＣ（牠）及其在自由曲面上的投影线┓ＳＣＰ（牠）。

（４）离散┓ＳＣ（牠），根据离散点计算相邻刀具路

径轨迹的刀位点及其投影点。

（５）拟合所有的离散刀触点得到┓ＣＣ（牠），根据牉

重新离散曲线。

（６）检测┓ＣＣ（牠）是否覆盖整个曲面加工区域，

则输出全部的┓ＣＣ（牠）并结束；否则重复（３～５）。

 验证实例

对图４所示自由曲面进行刀具路径生成，所选

刀具尺寸为爲＝４ｍｍ，残余高度允差牎＝０１ｍｍ，

弓高允差牉＝００３ｍｍ，迭代允差犡＝５×１０
－４
。经过

本文算法生成刀具路径轨迹，得到的刀触点刀具路

径轨迹如图５（ａ）所示，参数域内的刀具路径轨迹如

图 ５（ｂ）所示，虚线对应了等残余高度投影线在参

数域内的表示，采用Ｖｅｒｉｃｕｔ数控加工仿真软件进

行自由曲面的仿真加工如图５（ｃ）所示；采用了改进

的等参数法生成刀具路径轨迹，得到的刀触点刀具

路径轨迹如图５（ｄ）所示，参数域内的刀具路径轨迹

如图５（ｅ）所示，仿真加工如图５（ｆ）所示。ＵＧ自动

生成的等参数法刀具路径轨迹类似改进的等参数

法。因此，未再给出ＵＧ的等参数法刀具路径轨迹

及其仿真图。

图４ 自由曲面

由结果显示，本文算法得到的刀触点刀具路径

轨迹总长度为３０６２０４１ｍｍ，改进的等参数法得

到的刀触点刀具路径轨迹总长度为 ４４４０１７６

ｍｍ，ＵＧ软件生成的刀触点刀具路径轨迹总长度

为４４８３２０９ｍｍ。对比可见，本文算法所得刀具路
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径轨迹总长度仅占后两者的比例分别为６８９６％和

６８３０％，总长度分别减少３１０４％和３１７０％。因

此，本文算法可以大幅减少刀具路径轨迹总长度，

极大地提高加工效率。同一残余高度允差要求前提

下，采用本文算法所得相邻刀具路径轨迹间的步距

不等，大端最大步距Δ牣＝００３２４６，最小步距为Δ牣

＝００２８８９，小端最大步距Δ牣＝００６０６２，最小步

距Δ牣＝００３０６４（图５（ｂ））；采用改进的等参数法，

则参数域内的最小步距Δ牣＝００２９２８，最大步距为

Δ牣＝００３２０５（图５（ｅ）），近似于本文算法在最大端

的步距。由于改进的等参数法大小端都采用相同的

步距增量，由此会造成小端存在冗余的刀具路径轨

迹，降低了曲面加工效率，在小端形成过高的加工

精度；ＶＥＲＩＣＵＴ仿真加工结果显示改进的等参数

法加工后的残余高度从曲面的左侧宽部往右侧窄

部方向呈递减趋势，右侧窄端有密集冗余的刀具路

径轨迹（图 ５（ｆ）），曲面残余高度“左大右小”不一

致，本文算法所得自由曲面的残余高度在整个曲面

上分布均匀一致（图５（ｃ）），没有冗余的刀具路径轨

迹，曲面加工质量高于前者。在总共５６６个点的计

算中，有关迭代次数统计信息如表１所示，其中最

大迭代次数为两次，共有１３个点，有４７４个点需要

迭代一次，迭代角度初值即可满足残余高度允差要

求的有 ７９个点，即无需迭代计算，总迭代次数为

５００次，平均迭代次数为０８８次。

图５ 改进的等残余高度法和改进的等参数法生成的

刀具路径轨迹对比

表 迭代次数统计

总点数
需要迭代次数

０ １ ２

总迭

代次数

平均迭

代次数

５６６ ７９ ４７４ １３ ５００ ０８８

 结 论

（１）本文算法相对改进的等参数法和ＵＧ的等

参数法生成的刀具路径轨迹总长度分别减少

３１０４％和３１７０％。

（２）本文算法生成的刀具路径轨迹加工自由曲

面后的残余高度分布均匀一致，而ＵＧ的等参数法

和改进的等参数法生成的刀具路径轨迹加工自由

曲面后，曲面残余高度在冗余刀具路径轨迹区域存

在过高的加工精度。

（３）基于Ｎｅｗｔｏｎ迭代法的迭代角度初值计算

可以直接或只需１～２次迭代即可得到满足残余高

度要求的等残余高度点。
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