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旋转惯导系统中的圆锥误差分析及其补偿

赖际舟 吕 品 张 玲 刘建业

（南京航空航天大学自动化学院，南京，２１００１６）

摘要：圆锥误差是由转动不可交换性误差引起的，存在于惯导系统导航解算的一种误差形式。由于基于旋转调制

方式的惯导系统运动模式与传统捷联惯导系统不同，因此圆锥误差的表现形式也会发生相应变化。首先建立了

旋转调制惯导系统的圆锥运动模型，对其不可交换性误差进行了推导。在此基础上分析了基于等效旋转矢量的

多子样算法在旋转惯导系统圆锥误差补偿中的应用效果以及旋转方案对圆锥误差补偿的影响，最终通过仿真对

理论分析进行了验证。仿真结果表明，圆锥误差对于旋转惯导系统的影响要大于传统惯导系统，但可以通过改变

旋转方式来对圆锥误差进行抑制。
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捷联惯导系统的陀螺仪与载体固连，直接敏感

载体的角运动。受转动的不可交换性影响，在高速、

高动态环境下，捷联导航算法中存在严重的圆锥效

应误差［１］
。１９７１年ＪｏｈｎＥ．Ｂｏｒｔｚ提出了采用等效

旋转矢量的方法进行捷联惯导的姿态更新解算，在

此基础上多位学者对圆锥误差的补偿算法进行了

研究。１９９８年ＣｈａｎＧｏｏｋＰａｒｋ对以往的算法进行

了总结，提出了基于多子样的圆锥误差补偿算法的

通用公式，捷联惯导系统的圆锥误差补偿问题得到

了较好的解决［２］
。

惯性器件的精度是影响捷联惯导系统导航性

能的主要因素，旋转调制技术通过使惯导系统增加

一个旋转机构，令惯性器件按照设计的方案进行转

动，可有效抑制惯性器件的常值误差，提高系统精



度［３］
。采用旋转调制技术的惯导系统又被称为旋转

惯导系统。２０世纪８０年代以来，随着光学陀螺的迅

速发展，旋转调制技术在激光捷联惯导系统中的应

用越来越广泛［４］
。采用该技术的 ＭＫ３９Ｍｏｄ３Ｃ，

ＭＫ４９以及ＡＮ燉ＷＳＮ７系列激光捷联惯导系统被

成功应用于水面舰船以及潜艇中［５］
。

在旋转惯导系统中，惯性器件安置于转动机构

上随之旋转，相对于传统惯导系统其运动形式产生

了变化，其圆锥误差的表现形式与补偿后的剩余误

差也将发生变化，目前未有文献对该方面内容进行

研究。针对于此，本文首先分析了旋转惯导系统的

圆锥运动特性，建立了圆锥运动模型并推导了不可

交换性误差，对多子样补偿算法在旋转惯导系统圆

锥误差补偿中的应用效果进行了讨论，最后通过仿

真对理论结果进行了验证。

 旋转惯导系统的圆锥运动特性分析

相对于传统惯导系统，旋转惯导系统圆锥运动

模型与不可交换性误差均产生了变化，因此需要对

其进行分析与推导。

 旋转惯导系统的圆锥运动建模

圆锥运动是刚体的一种几何运动方式，刚体受

到环境振动影响或本身具有角运动，使得其在２个

正交轴方向具有频率相同的角振动速率时，第３个

正交轴在空间绕其平均位置作锥面或近似锥面的

运动，称为刚体的圆锥运动。

假设动坐标系牄系相对于参考坐标系牜系绕

牗牜牫牜作圆锥运动，半锥角为犜，圆锥运动角速率为犽牅，

则传统捷联惯导系统中牠时刻的变换四元数爯牞（牠）

可表示为［６］

┡牞（牠）＝

ｃｏｓ（犜燉２）

ｓｉｎ（犜燉２）ｃｏｓ（犽牅牠）

ｓｉｎ（犜燉２）ｓｉｎ（犽牅牠）

熿

燀

燄

燅０

（１）

在单轴旋转捷联惯导系统中惯性测量单元

（Ｉｎｔｅｒｔｉａｌｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｕｎｉｔ，ＩＭＵ）安装于一个转

动机构上，因此牄系除了相对于牜系作经典圆锥运

动外，仍会随着转动机构绕牗牜牫牜进行旋转运动。设

其转速为犽牜，则旋转惯导系统中的圆锥运动可以表

示为牄系相对于牜系圆锥运动与旋转运动的合成。以

┡１（牠）表示其中旋转运动部分的变化四元数，┡２（牠）

表示其中圆锥运动部分的变化四元数，则旋转惯导

系统中的圆锥运动变换四元数┡（牠）可表示为

┡（牠）＝ ┡２（牠） ┡１（牠）＝

ｃｏｓ（犜燉２）

ｓｉｎ（犜燉２）ｃｏｓ（犽牅牠＋ 犽牜牠）

ｓｉｎ（犜燉２）ｓｉｎ（犽牅牠＋ 犽牜牠）

熿

燀

燄

燅０



ｃｏｓ（犽牜牠燉２）

０

０

ｓｉｎ（犽牜

熿

燀

燄

燅牠燉２）

＝

ｃｏｓ（犜燉２）ｃｏｓ（犽牜牠燉２）

ｓｉｎ（犜燉２）ｃｏｓ（犽牅牠＋犽牜牠燉２）

ｓｉｎ（犜燉２）ｓｉｎ（犽牅牠＋犽牜牠燉２）

ｃｏｓ（犜燉２）ｓｉｎ（犽牜

熿

燀

燄

燅牠燉２）

（２）

式中代表四元数乘法。可以看出，当转动机构转

速犽牜为零时，式（１，２）相等。

以犽（牠）表示旋转惯导系统中牄系相对于牜系的

转动角速度，根据四元数微分方程，有
［７］

┡

（牠）＝ ┡（牠） 犽（牠）燉２ （３）

则犽（牠）可表示为

犽（牠）＝ ２┡

（牠） ┡


（牠）＝

－ （犽牅＋ 犽牜）ｓｉｎ犜ｓｉｎ（犽牅牠）

（犽牅＋ 犽牜）ｓｉｎ犜ｃｏｓ（犽牅牠）

犽牜ｃｏｓ犜－ ２犽牅ｓｉｎ
２

熿

燀

燄

燅（犜燉２）

（４）

通过式（２，４）可以看出，在旋转惯导系统中，由

于转动机构的旋转使圆锥运动模型发生了变化。

 旋转惯导系统圆锥运动的转动不可交换性误

差分析

由于刚体转动的不可交换性，使载体在圆锥运

动环境下进行导航解算时存在误差，体现于陀螺的

输出在拟合更新等效旋转矢量时产生的误差。

以┡（牠牔）与┡（牠牔－１）表示牄系在牠牔与牠牔－１时刻的

变换四元数，其中牠牔－牠牔－１＝爴。以犎（牠牔－１，牠牔）表示

牠牔－１时刻至 牠牔 时刻相对变化的等效旋转矢量，

┻（牠牔－１，牠牔）为与其对应的变换四元数。

由变换四元数的更新方程

┡（牠牔）＝ ┡（牠牔－１） ┻（牠牔－１，牠牔） （５）

可解得

┻（牠牔－１，牠牔）＝ ┡（牠牔－１）

 ┡（牠牔）＝

ｃｏｓ
２ 犜

２
ｃｏｓ
犽牜爴

２
＋ ｓｉｎ

２ 犜

２
ｃｏｓ

犽牜爴

２
＋ 犽牅槏 槕爴

－ ｓｉｎ
犽牜爴＋ 犽牅爴

２
ｓｉｎ犜ｓｉｎ犽牅牠＋

犽牅爴

槏 槕２
ｓｉｎ
犽牜爴＋ 犽牅爴

２
ｓｉｎ犜ｃｏｓ犽牅牠＋

犽牅爴

槏 槕２
ｃｏｓ

２ 犜

２
ｓｉｎ
犽牜爴

２
－ ｓｉｎ

２ 犜

２
ｓｉｎ

犽牜爴

２
＋ 犽牅槏 槕

熿

燀

燄

燅
爴

（６）

根据变换四元数┻（牠牔－１，牠牔）与等效旋转矢量

犎（牠牔－１，牠牔）之间的关系

┻（牠牔－１，牠牔）＝ ｃｏｓ
犎爴

２
＋ 犎（牠牔－１，牠牔）

ｓｉｎ（犎爴燉２）

犎爴
（７）
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式中犎爴＝燏犎（牠牔－１，牠牔）燏。由于犎爴为小量，
ｓｉｎ（犎爴燉２）

犎爴
可近似为１燉２，则对比式（６，７）的后３个分量可得

犎（牠牔－１，牠牔）＝

－ ２ｓｉｎ
犽牜爴＋ 犽牅爴

２
ｓｉｎ犜ｓｉｎ犽牅牠＋

犽牅爴

槏 槕２
２ｓｉｎ

犽牜爴＋ 犽牅爴

２
ｓｉｎ犜ｃｏｓ犽牅牠＋

犽牅爴

槏 槕２
２ｃｏｓ

２ 犜

２
ｓｉｎ
犽牜爴

２
－ ２ｓｉｎ

２ 犜

２
ｓｉｎ

犽牜爴

２
＋ 犽牅槏 槕

熿

燀

燄

燅
爴

（８）

假设从牠牔－１时刻至牠牔时刻对圆锥运动进行了爫

次等间隔角增量采样，采样周期为牎＝爴燉爫，则根

据式（７），有各子样角增量 Δ犤牔（牏）与总的角增量

Δ犤牔的表达式为

Δ犤牔（牏）＝∫
牠牔－１＋牏牎

牠牔－１＋（牏－１）牎
犽（牠）ｄ牠＝

－ ２
犽牜＋ 犽牅

犽牅
ｓｉｎ犜ｓｉｎ

犽牅牎

２
ｓｉｎ犽牅 牠牔－１＋ 牏牎－

牎

槏 槕［ ］２

２
犽牜＋ 犽牅

犽牅
ｓｉｎ犜ｓｉｎ

犽牅牎

２
ｃｏｓ犽牅 牠牔－１＋ 牏牎－

牎

槏 槕［ ］２

犽牜牎ｃｏｓ犜－ ２犽牅牎ｓｉｎ
２ 犜

熿

燀

燄

燅２

（９）

Δ犤牔＝∫
牠牔

牠牔－１

犽（牠）ｄ牠＝∑
爫

牏＝１

Δ犤牔（牏）＝

－２
犽牜＋犽牅

犽牅
ｓｉｎ犜ｓｉｎ

犽牅爴

２
ｓｉｎ犽牅 牠＋

爴

槏 槕［ ］２

２
犽牜＋犽牅

犽牅
ｓｉｎ犜ｓｉｎ

犽牅爴

２
ｃｏｓ犽牅 牠＋

爴

槏 槕［ ］２

犽牜爴ｃｏｓ犜－２犽牅爴ｓｉｎ
２ 犜

熿

燀

燄

燅２

（１０）

式中牏＝１，２，…，爫。在上述分析中，式（８）表示牠牔－１

时刻至牠牔时刻更新等效旋转矢量的理论值，式（１０）

表示该期间陀螺输出的总角增量，在用式（１０）对式

（８）进行拟合时存在误差如下

犠犎牔＝犎（牠牔－１，牠牔）－Δ犤牔＝

－２ ｓｉｎ
犽牜爴＋犽牅爴

２
－
犽牜＋犽牅

犽牅
ｓｉｎ
犽牅爴

槏 槕２ ｓｉｎ犜ｓｉｎ 犽牅 牠＋
爴

槏 槕［ ］２

２ ｓｉｎ
犽牜爴＋犽牅爴

２
－
犽牜＋犽牅

犽牅
ｓｉｎ
犽牅爴

槏 槕２ ｓｉｎ犜ｃｏｓ 犽牅 牠＋
爴

槏 槕［ ］２

２ｃｏｓ
２ 犜

２
ｓｉｎ
犽牜爴

２
－
犽牜爴

槏 槕２ －２ｓｉｎ
２ 犜

２
ｓｉｎ

犽牜爴

２
＋犽牅槏 槕爴 －

犽牜爴

２
＋犽牅槏 槕［ ］

熿

燀

燄

燅
爴

（１１）

通过式（１１）可以看出：

（１）旋转惯导系统圆锥运动引起的不可交换

性误差在牨与牪轴表现为周期量，在牫轴表现为常

值量，这与传统惯导系统一致。

（２）由于周期量误差在导航解算中会累积抵

消，因此通常以牫轴的常值量误差来衡量不可交换

性误差的大小。

（３）转动机构的旋转对牫轴常值量误差引入了

犽牜分量，与传统惯导系统相比产生了变化。

 旋转惯导系统的圆锥误差多子样

补偿算法

在传统惯导系统中，通常采用多子样算法对圆

锥误差进行补偿。然而将其应用于旋转惯导系统中

时，其补偿效果将会发生变化，需对其进行分析。同

时将讨论旋转惯导系统转动方案对圆锥误差的影

响。

 旋转惯导系统的圆锥误差多子样补偿算法

多子样补偿算法的基本原理为在每个姿态更

新周期 爴内进行多次陀螺数据采样，获得子样

Δ犤牔（牏），通过Δ犤牔（牏）之间的叉乘对圆锥误差进行

拟合。

在对圆锥误差进行补偿时，将主要考虑其常值

分量部分。根据式（１１），可得

犠犎牔牫＝ ２ｃｏｓ
２ 犜

２
ｓｉｎ
犽牜爴

２
－
犽牜爴

槏 槕２ －

２ｓｉｎ
２ 犜

２
ｓｉｎ

犽牜爴

２
＋ 犽牅槏 槕爴 －

犽牜爴

２
＋ 犽牅槏 槕［ ］爴

（１２）

利用泰勒级数展开犠犎牔牨中的ｓｉｎ
犽牜爴

２
＋犽牅槏 槕爴 ，可得

犠犎牔牫＝ ２ｃｏｓ
２ 犜

２
ｓｉｎ
犽牜爴

２
－
犽牜爴

槏 槕２ －

４ｓｉｎ
２ 犜

２∑
∞

牏＝１

爞牏犧１
２牏＋１

（１３）

式中：爞牏＝（－１）
牏＋１ 爫

２牏＋１

２（２牏＋１）！
；犧１＝

犽牜牎

２
＋犽牅牎。

根据文献［２］，可知圆锥误差补偿通式为

犠犎

牔＝ ∑

爫－１

牏＝１

爦爫－牑Δ犤牔［ ］（牏）× Δ犤牔（爫）（１４）

式中爦牏为待定系数。由式（９），可得

Δ犤牔（牏）×Δ犤牔（牐）＝

－４犽牜牎ｃｏｓ犜－２犽牅牎ｓｉｎ
２ 犜

槏 槕２
犽牜＋犽牅

犽牅
ｓｉｎ犜ｓｉｎ

犽牅牎

２

ｓｉｎ犽牅 牠牔－１＋
牏＋牐－１

２槏 槕［ ］牎 ｓｉｎ［犽牅（牏牎－牐牎）燉２］

４犽牜牎ｃｏｓ犜－２犽牅牎ｓｉｎ
２ 犜

槏 槕２
犽牜＋犽牅

犽牅
ｓｉｎ犜ｓｉｎ

犽牅牎

２

ｃｏｓ犽牅 牠牔－１＋
牏＋牐－１

２槏 槕［ ］牎 ｓｉｎ［犽牅（牏牎－牐牎）燉２］

４ｓｉｎ
２
犜
犽牜＋犽牅

犽槏 槕牅

２

ｓｉｎ
２犽牅牎

２
ｓｉｎ［（牐－牏）犽牅

熿

燀

燄

燅牎］

（１５）
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将式（１５）代入式（１４），整理可得 犠犎

牔的牫轴分量

犠犎

牔牫为

犠犎

牔牫＝ ｓｉｎ

２
犜
犽牜＋ 犽牅

犽槏 槕牅

２

∑
∞

牏＝１
∑
爫－１

牐＝１

爛牏牐爦牏犧２
２牏＋１

（１６）

式中：爛牏牐＝（－１）
牏＋１（牐＋１）

２牏＋１
＋（牐－１）

２牏＋１
－２牐

２牏＋１

（２牏＋１）！
；

犧２＝犽牅牎。

由于犜为小量，近似有

４ｓｉｎ
２ 犜

２
≈ ｓｉｎ

２
犜 （１７）

多子样补偿算法即用式（１６）对式（１３）进行拟

合，待定系数为爦牏。对于传统惯导系统，由于犧１＝犧２，

因此可令式（１６）与式（１３）相等，从而对各子样下的

爦牏进行求解。在旋转惯导系统中，由于犧１≠犧２，求得

的爦牏必然为犽牅与犽牜的函数，而犽牅在实际解算中是

未知的。因此，令旋转惯导系统中的爦牏与传统惯导

系统的爦牏一致，继而对圆锥误差补偿后的剩余误

差进行分析。

对比式（１３，１６），旋转惯导系统圆锥误差补偿

后的剩余误差主要包含４部分：

（１）犠犎牔牫中包含 ２ｃｏｓ
２ 犜

２
ｓｉｎ
犽牜爴

２
－
犽牜爴

槏 槕２ 项，

犠犎

牔牫中无法对其进行拟合，对其进行泰勒级数展开

后可近似为－
犽牜
３
爴
３

２４
ｃｏｓ

２ 犜

２
。

（２）犠犎

牔牫的系数中包含

犽牜＋犽牅

犽槏 槕牅

２

＝１＋
２犽牜

犽牅
＋

犽牜
２

犽牅
２，其中犠犎牔牫中不包含

２犽牜

犽牅
＋
犽牜
２

犽牅
２
两项。通常转动机

构旋转频率相对于圆锥运动频率较慢，因此忽略

犽牜
２

犽牅
２，将其代入式（１６）中，可得该项误差可近似为

－犜
２
（犽牜爴）（犽牅爴）

２
燉６。

（３）犠犎牔牫中犧１与犠犎

牔牫中犧２的不一致在拟合时

会产生近似为犜
２
（犽牜爴）（犽牅爴）

２
燉８的误差。

（４）根据子样数的不同，多子样补偿算法本身

存在剩余误差，可将其近似为
爫×爫！

２
爫＋１

∏
爫＋１

牑＝１
（２牑－１）

·

犜
２
（犽牅爴）

２爫＋１
。

综上分析，可得旋转惯导系统圆锥误差补偿后

的剩余误差为

犡爫 ＝ 犠犎牔牫＋ 犠犎

牔牫＝－

犽牜
３
爴
３

２４
ｃｏｓ

２ 犜

２
－

犜
２
（犽牜爴）（犽牅爴）

２

２４
＋

爫× 爫！

２
爫＋１

∏
爫＋１

牑＝１
（２牑－ １）

犜
２
（犽牅爴）

２爫＋１

（１８）

通过式（１８）可以看出，剩余误差分为两类：

（１）第 １类为 犡爫 的前两项－
犽牜
３
爴
３

２４
ｃｏｓ

２ 犜

２
－

犜
２
（犽牜爴）（犽牅爴）

２

２４
。此类误差与算法的子样数无关，不

存在于传统惯导系统中，产生原因为多子样补偿算

法应用于旋转惯导系统时的固有缺陷。

（２） 第 ２ 类 误 差 为 犡爫 的 第 ３ 项

爫×爫！

２
爫＋１

∏
爫＋１

牑＝１
（２牑－１）

犜
２
（犽牅爴）

２爫＋１
。此类误差随着算

法子样数的增加而减小，同样存在于传统惯导系统

中，是由于圆锥误差补偿精度受子样数限制引起

的。

在传统惯导系统中，圆锥误差的补偿精度随着

子样数的增加而提高。而对于旋转惯导系统，第１

类剩余误差的存在使其在子样数达到某一数值后，

圆锥误差补偿的精度不再会随子样数的增加而提

高。

 转动方案对旋转惯导系统圆锥误差的影响

在旋转惯导系统运行时，转动机构通常以转停

的方式正反方向旋转。此种旋转方式在达到旋转调

制效果的同时，可以有效降低转动机构对惯导系统

本身带来的各项误差。该旋转方案有利于旋转惯导

系统中圆锥误差的补偿：

（１）圆锥误差补偿后剩余误差对惯导系统的

影响是以积分形式体现的。当犽牅在一个正反旋转

周期内保持不变时，圆锥误差补偿后的第１类剩余

误差积分在正反旋转一个周期内将自相抵消。

（２）在旋转惯导系统转动机构停转阶段，其圆

锥误差补偿后的第１类剩余误差为零，与传统惯导

系统相同。

 仿真与讨论

针对上述理论分析，将通过仿真对旋转惯导圆

锥误差多子样补偿后的剩余误差进行验证，同时对

旋转方案对圆锥误差的影响以及旋转惯导系统圆

锥误差的多子样算法补偿效果进行验证。

 旋转惯导圆锥误差补偿前后的姿态误差仿真

设定仿真条件如下：半锥角设为犜＝２°，圆锥运

动角速率设为犽牅＝７５×２πｒａｄ燉ｓ，转动机构以犽牜＝

６（°）燉ｓ的角速率单方向旋转，姿态更新周期为爴＝

００１ｓ。在不对圆锥误差进行补偿时，其姿态误差

如图１所示。进行三子样算法补偿后，其姿态误差

如图２所示。

对比图１，２可以看出，在采用三子样算法对旋
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图１ 圆锥误差补偿前的姿态误差

图２ 圆锥误差三子样算法补偿后的姿态误差

转惯导系统圆锥误差进行补偿后，其姿态精度得到

了明显改善。

 旋转惯导圆锥误差补偿后的剩余误差仿真

设定仿真条件如下：半锥角设为犜＝２°，圆锥运

动角速率设为犽牅＝７５×２πｒａｄ燉ｓ，转动机构以犽牜＝

６（°）燉ｓ的角速率单方向旋转，姿态更新周期为爴＝

００１ｓ。分别以双子样、三子样、四子样、五子样、六

子样补偿算法对旋转惯导的圆锥误差进行补偿，仿

真得到剩余误差，与式（１８）的结果进行对比，如图３

所示。

由图３可以看出，仿真结果与计算值基本相同。

图３ 圆锥误差补偿后剩余误差随子样数变化图

在该仿真条件下，当子样数大于３时，剩余误差将

基本不变，与前面理论分析相符。

 旋转惯导系统旋转方案对圆锥误差影响仿真

设定仿真条件如下：半锥角设为犜＝２°，圆锥运

动角速率设为犽牅＝７５２πｒａｄ燉ｓ；转动机构以犽牜＝

±６（°）燉ｓ的角速率正反旋转，转动机构在（０°，９０°，

１８０°，２７０°）４个位置分别停留１００ｓ；姿态更新周期

为爴＝００１ｓ，采用三子样补偿算法，仿真时间为３

６００ｓ。旋转惯导系统圆锥误差补偿后的剩余误差

如图４所示。

图４ 转停方案下的圆锥误差曲线

通过图４可以看出：（１）转动机构旋转阶段圆

锥误差远大于转动机构停转阶段；（２）转动机构转

速相反时，圆锥误差符号相反，大小接近，在一个正

反旋转周期内圆锥误差可以较大程度的相互抵消；

（３）转动机构停转时旋转惯导系统圆锥误差与传

统惯导系统相同。

 结 论

本文对旋转惯导系统的圆锥运动及其不可交

换性误差进行了分析，同时对圆锥误差补偿后的剩

余误差进行了研究。通过理论分析与仿真，可以得

到以下结论：

（１）旋转惯导系统的圆锥运动模型与传统惯

导系统不同，其圆锥运动的不可交换性误差大于传

统惯导系统。

（２）圆锥误差多子样补偿算法应用于旋转惯

导系统时，产生的剩余误差大于传统惯导系统，而

且其补偿精度不会随子样数的提高而无限改善。

（３）旋转惯导系统的转动方案会影响圆锥误

差的补偿精度，通过转停式的正反旋转，可以提高

圆锥误差的补偿效果。
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