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基于观测器的分段仿射离散系统 ┘∞控制
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摘要：针对分段仿射离散系统，提出一种基于观测器的 爣∞控制器设计方法。采用分段二次 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数构造

耗散不等式，以保证闭环系统的稳定性和 爣∞性能。通过椭球体近似逼近凸多面体形式的作用域，并借用奇异值

分解技术处理矩阵等式约束，从而把 爣∞性能指标最小化问题转化为线性矩阵不等式（Ｌｉｎｅａｒｍａｔｒｉｘｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，

ＬＭＩ）描述的凸优化问题，并运用 ＬＭＩ工具箱求解。最后通过仿真实例说明所提方法的可行性。

关键词：分段仿射系统；分段 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数；爣∞性能；观测器；线性矩阵不等式（ＬＭＩ）

中图分类号：ＴＰ２７３ 文献标识码：Ａ 文章编号：１００５２６１５（２０１２）０６０８１７０７

收稿日期：２０１２０１０６；修订日期：２０１２０８１１

通讯作者：杨征山，男，高级工程师，１９７７年出生，Ｅｍａｉｌ：ｙｚｓ７７３９＠１２６．ｃｏｍ。

┈┇┋┇┐﹣┈┘∞ ﹤┄┃┉┇┄━┄﹥┈┇┉┐│┌┈﹢┃┎┈┉│┈

牁牃牕牋牂牎牉牕牋牞牎牃牕
１，２
，爢牃牗牁牃牎牣牏

２
，爣牣牃牕牋爥牏牕牚牣牃牕

１

（１．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＥｎｅｒｇｙ＆ＰｏｗｅｒＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ＆Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ，Ｎａｎｊｉｎｇ，２１００１６，Ｃｈｉｎａ；

２．ＡＶＩＣＡｖｉａｔｉｏｎＭｏｔｏｒＣｏｎｔｒｏｌＳｙｓｔｅｍＩｎｓｔｉｔｕｔｅ，Ｗｕｘｉ，２１４０６３，Ｃｈｉｎａ）

﹢┈┉┇┉：Ａｎｏｂｓｅｒｖｅｒｂａｓｅｄ爣∞ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｄｅｓｉｇｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒｄｉｓｃｒｅｔｅｔｉｍｅｐｉｅｃｅｗｉｓｅａｆｆｉｎｅｓｙｓｔｅｍｓｉｓ

ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ．ＴｈｅｂａｓｉｃｉｄｅａｉｓｔｏｃｏｎｓｔｒｕｃｔｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｗｉｔｈｐｉｅｃｅｗｉｓｅｑｕａｄｒａｔｉｃＬｙａｐｕｎｏｖｆｕｎｃ

ｔｉｏｎｔｏｇｕａｒａｎｔｅｅｔｈｅｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎｄ爣∞ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｓ．Ｂｙａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｎｇｐｏｌｙ

ｔｏｐｉｃｏｐｅｒａｔｉｎｇｒｅｇｉｏｎｓｗｉｔｈｅｌｌｉｐｓｏｉｄｓａｎｄｕｓｉｎｇｔｈｅｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｔｅｃｈｎｉｑｕｅｔｏｔｒｅａｔｔｈｅ

ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｏｆｍａｔｒｉｘｅｑｕａｌｉｔｙ，ｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍｐｒｏｂｌｅｍｏｆｔｈｅ爣∞ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｅｘｉｓｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄａｓａ

ｃｏｎｖｅｘｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｉｎｖｏｌｖｉｎｇｌｉｎｅａｒｍａｔｒｉｘｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ（ＬＭＩｓ），ｗｈｉｃｈａｒｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｌｙｆｅａｓｉｂｌｅ

ｗｉｔｈｃｏｍｍｅｒｃｉａｌｌｙａｖａｉｌａｂｌｅＬＭＩｓｏｆｔｗａｒｅ．Ａｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘａｍｐｌｅｉｓａｌｓｏｇｉｖｅｎｔｏｖｅｒｉｆｙｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｔｈｅ

ｏｒｅｔｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓ．

┎┌┄┇┈：ｐｉｅｃｅｗｉｓｅａｆｆｉｎｅ（ＰＷＡ）ｓｙｓｔｅｍｓ；ｐｉｅｃｅｗｉｓｅＬｙａｐｕｎｏｖｆｕｎｃｔｉｏｎ；爣∞ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ；ｏｂｓｅｒｖｅｒ；

ｌｉｎｅａｒｍａｔｒｉｘｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（ＬＭＩ）

近年来，分段仿射（Ｐｉｅｃｅｗｉｓｅａｆｆｉｎｅ，ＰＷＡ）系

统的状态反馈 爣∞控制已经取得了一些成果，连续

系统方面，文献［１］中提出两步法为 ＰＷＡ系统设

计鲁棒 爣∞控制器，首先构造条件保证各局部控制

器能够镇定对应作用域子系统，然后基于所有子系

统局部稳定的条件设计全局鲁棒爣∞控制器。该方

法能将控制器设计问题转化为线性矩阵不等式

（Ｌｉｎｅａｒｍａｔｒｉｘｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ＬＭＩ）求解问题，但由于

首先要寻找条件保证各子系统稳定，计算步骤较繁

琐，且保守性较大。为了克服这些缺点，文献［２］中提

出一步法为 ＰＷＡ系统设计鲁棒 爣∞控制器，设计

过程中考虑凸多面体形式的作用域信息减少设计的

保守性，通过矩阵转换，将结论转化为双线性矩阵不

等式（Ｂｉｌｉｎｅａｒｍａｔｒｉｘｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ＢＭＩ）描述。然而，

求解 ＢＭＩ时，需要预先给定一组控制器的初始值，

初始值给定的好坏直接影响求解结果的保守性，并

且，还没有方法能够保证给定的初始值使得 ＢＭＩ求

解的结果是全局最优的。文献［３］使用椭球体描述作

用域信息，并将作用域信息考虑进 爣∞控制器设计

中，成功将结论转化为 ＬＭＩ描述，且没有各子系统



需要局部稳定的限制。离散系统方面，基于椭球体描

述作用域的思想，文献［４］为 ＰＷＡ系统设计了 爣∞

控制器，结论也转化为ＬＭＩ描述。

很多时候系统状态并非全部可测量，针对这种

情况的 ＰＷＡ系统 爣∞控制结论较少，仅文献［５］

讨论了连续系统的输出反馈 爣∞控制问题，且结论

只能转化为 ＢＭＩ描述。本文针对 ＰＷＡ离散系统

提出一种基于观测器的 爣∞控制方法。设计过程

中，采用分段二次 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数构造耗散不等

式，能保证闭环系统从一个作用域切换到另一个作

用域时能量耗散。此外，使用椭球体描述作用域信

息，并运用 ＳＰｒｏｃｅｄｕｒｅ
［６］将其考虑进耗散不等式

以处理仿射项。推导过程中，会碰到矩阵等式约束，

通过借用奇异值分解技术对其进行处理，最后成功

将控制器设计的结论转化为 ＬＭＩ描述。

 问题描述

考虑如下受扰 ＰＷＡ离散系统

╂（牑＋ １）＝ ┑牏╂（牑）＋ ┒１牏╁（牑）＋

┒２牏┿（牑）＋ ┬牏

╄（牑）＝ ┖牏╂（牑）＋ └牏╁（牑）

╃（牑）＝ ┓牏╂（牑） ╃（牑）∈ ┣牏，牏∈ ┠ （１）

式中：｛┣牏｝牏∈┠┢
牘表示将输出空间分割成一组凸

多面体形式的作用域；┠表示作用域的索引集；

╂（牑）∈┢
牕为系统状态变量；╁（牑）∈┢

牚为 牓２［０，∞）

空间的外部干扰；┿（牑）∈┢
牔为控制输入；╄（牑）∈┢

牜

为评价输出，╃（牑）∈┢
牘为测量输出；（┑牏，┒１牏，┒２牏，┬牏，

┖牏，└牏，┓牏）为第 牏个作用域对应子系统的参数矩阵。

将 ┠划分为 ┠＝┠０∪┠１，其中 ┠０为包含原点

的作用域索引集，即 ┬牏＝，┠１为其余作用域的索

引集。记犓为所有可能的从一个作用域切换到它本

身或者另一个作用域的索引对集合

犓＝ ｛（牏，牐）燏╂（牑）∈ ┣牏，╂（牑＋ １）∈ ┣牐｝

本文有 ３个基本假设：（１）系统状态从作用域

┣牏切换到 ┣牐的时刻，系统动力学特性由作用域 ┣牏

内的局部模型决定。（２）矩阵 ┓牏为行满秩，即

ｒａｎｋ（┓牏）＝牘。为方便后续理论推导，将 ┓牏进行奇

异值分解：┓牏＝┥牏［┘牏 ０］┦
Ｔ
牏，其中 ┥牏∈┢

牘×牘和 ┦牏∈

┢
牕×牕为酉矩阵，┘牏∈┢

牘×牘为对角矩阵，按照值的大

小降序排列。（３）存在矩阵 ┕牏和标量 牊牏使得 ┣牏

犡牏，其中犡牏＝｛╃（牑）燏‖┕牏╃（牑）＋牊牏‖≤１｝。有很多计

算椭球体外逼近凸多面体的方法［６］
，椭球体犡牏还可

以被改写成如下二次型不等式的形式

╃（牑）

［ ］１
Ｔ ┕

Ｔ
牏┕牏 

牊
Ｔ
牏┕牏 牊

Ｔ
牏牊牏［ ］－ １

╃（牑）

［ ］１ ≤ ０ （２）

本文的控制目标是设计基于观测器的控制器

使得闭环系统渐近稳定，且从外部干扰 ╁（牑）到评

价输出 ╄（牑）的 爣∞性能指标最小。

 基于观测器的 爣∞控制器设计

考虑如下基于观测器的控制器


╂（牑＋ １）＝ ┑牏


╂（牑）＋ ┒２牏┿（牑）＋ ┬牏＋

├牏

（╃（牑）－ ╃（牑））


╃（牑）＝ ┓牏


╂（牑）

┿（牑）＝ ┛牏

╂（牑） ╃（牑）∈ ┣牏，牏∈ ┠ （３）

式中：

╂（牑）∈┢

牕为 ╂（牑）的估计值；

╃（牑）为观测器

输出；┛牏，├牏分别为待求解的反馈控制增益和观测

器增益。定义估计误差为 ┯（牑）＝

╂（牑）－╂（牑），联

合式（１，３）得到闭环系统

犪（牑＋ １）＝ ┑牏犪（牑）＋ ┒１牏╁（牑）＋ ┬牏

╄（牑）＝ ┖牏犪（牑）＋ └牏╁（牑）

╃（牑）∈ ┣牏，牏∈ ┠ （４）

式中：犪（牑）＝
╂（牑）

［ ］┯（牑）
，┑牏＝

┑牏＋┒２牏┛牏 ┒２牏┛牏

０ ┑牏＋├牏┓［ ］
牏

，

┒１牏＝
┒１牏

－┒［ ］
１牏

，┬牏＝
┬牏

［ ］０，┖牏＝ ┖牏［ ］０。

下面给出 爣∞性能分析结果，作为后续讨论的

基础。

引理  给定 犞＞０。如果对于所有的（牏，牐）∈

犓，存在矩阵 ┛牏，├牏，┠牏＝┠
Ｔ
牏＞０，标量 犧牏牐＞０，满足

┑
Ｔ
牏┠牐┑牏－┠牏＋┖

Ｔ
牏┖牏 

┒
Ｔ
１牏┠牐┑牏＋└

Ｔ
牏┖牏 ┒

Ｔ
１牏┠牐┒１牏＋└

Ｔ
牏└牏－犞

２

熿

燀

燄

燅┙
＜

０ 牏∈┠０ （５）

┑
Ｔ
牏┠牐┑牏－ ┠牏＋ ┖

Ｔ
牏┖牏－ 犧牏牐┕

Ｔ
牏┕牏  

┒
Ｔ
１牏┠牐┑牏＋ └

Ｔ
牏┖牏 ┒

Ｔ
１牏┠牐┒１牏＋ └

Ｔ
牏└牏－ 犞

２
┙ 

┬
Ｔ
牏┠牐┑牏－ 犧牏牐牊

Ｔ
牏┕牏 ┬

Ｔ
牏┠牐┒１牏 ┬

Ｔ
牏┠牐┬牏－ 犧牏牐（牊

Ｔ
牏牊牏

熿

燀

燄

燅－ １）

＜ ０ 牏∈ ┠１

（６）

式中：┕牏＝［┕牏┓牏 ０］，则闭环系统式（４）渐近稳定，

且从外部干扰 ╁（牑）到评价输出 ╄（牑）的 爣∞性能指

标小于 犞。

证明：式（６）等价于
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－┠牏－犧牏牐┕
Ｔ
牏┕牏  

０ －犞
２
┙ 

－犧牏牐牊
Ｔ
牏┕牏 ０ －犧牏牐（牊

Ｔ
牏牊牏

熿

燀

燄

燅－１）

＋

┑
Ｔ
牏

┒
Ｔ
１牏

┬

熿

燀

燄

燅Ｔ牏

┠牐 ┑牏┒１牏┬［ ］牏 ＋

┖
Ｔ
牏

└
Ｔ
牏

熿

燀

燄

燅０

┖牏└牏［ ］０＜０ （７）

因此，对任意系统状态犪（牑）≠０和外部干扰

╁（牑），存在

犪（牑）

╁（牑）

熿

燀

燄

燅１

Ｔ － ┠牏－ 犧牏牐┕
Ｔ
牏┕牏  

０ － 犞
２
┙ 

－ 犧牏牐牊
Ｔ
牏┕牏 ０ － 犧牏牐（牊

Ｔ
牏牊牏

熿

燀

燄

燅－ １）

燈

犪（牑）

╁（牑）

熿

燀

燄

燅１

＋ ┑牏 ┒１牏 ┬［ ］牏

犪（牑）

╁（牑）

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆

烍

烌

烎１

Ｔ

燈

┠牐 ┑牏 ┒１牏 ┬［ ］牏

犪（牑）

╁（牑）

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆

烍

烌

烎１

＋

┖牏└牏［ ］０

犪（牑）

╁（牑）

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆

烍

烌

烎１

Ｔ

┖牏└牏［ ］０

犪（牑）

╁（牑）

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆

烍

烌

烎１

＜ ０

（８）

将式（８）重新整理为

犪
Ｔ
（牑＋ １）┠牐犪（牑＋ １）－ 犪

Ｔ
（牑）┠牏犪（牑）＋

╄
Ｔ
（牑）╄（牑）－ 犞

２
╁
Ｔ
（牑）╁（牑）－ 犧牏牐

犪（牑）

［ ］１
Ｔ

燈

┕
Ｔ
牏┕牏 

牊
Ｔ
牏┕牏 牊

Ｔ
牏牊牏［ ］－ １

犪（牑）

［ ］１ ＜ ０ （９）

可以把式（９）变换为

犪
Ｔ
（牑＋ １）┠牐犪（牑＋ １）－ 犪

Ｔ
（牑）┠牏犪（牑）＋

╄
Ｔ
（牑）╄（牑）－ 犞

２
╁
Ｔ
（牑）╁（牑）－ 犧牏牐

╃（牑）

［ ］１
Ｔ

燈

┕
Ｔ
牏┕牏 

牊
Ｔ
牏┕牏 牊

Ｔ
牏牊牏［ ］－ １

╃（牑）

［ ］１ ＜ ０ （１０）

由于作用域信息式（２）的存在，根据 Ｓｐｒｏｃｅ

ｄｕｒｅ，对于 ╃（牑）∈┣牏，牏∈┠１，式（１０）能保证如下条

件成立

犪
Ｔ
（牑＋ １）┠牐犪（牑＋ １）－ 犪

Ｔ
（牑）┠牏犪（牑）＋

╄
Ｔ
（牑）╄（牑）－ 犞

２
╁
Ｔ
（牑）╁（牑）＜ ０ （１１）

通过类似的推导，对于 ╃（牑）∈┣牏，牏∈┠０，可以

从式（５）推出式（１１）。构造分段二次 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函

数 ┦（犪（牑））＝犪
Ｔ
（牑）┠牏犪（牑），则式（１１）等价于耗散

不等式

┦（犪（牑＋ １））＋ ‖╄（牑）‖
２
－

犞
２
‖╁（牑）‖

２
＜ ┦（犪（牑）） （１２）

式（１２）能保证闭环系统式（４）渐近稳定，且从

外部干扰 ╁（牑）到评价输出 ╄（牑）的 爣∞性能指标小

于 犞。

在引理 １的基础上，下面的定理给出基于异步

观测器的控制器的 ＬＭＩ设计方法。

定理  给定 犞＞０。如果对于所有的（牏，牐）∈

犓，存在正定对称阵 ┡１牏∈┢
牕×牕
，┡２牏∈┢

牕×牕
，┢１牏∈

┢
牘×牘
，┢２牏∈┢

（牕－牘）×（牕－牘）
，矩阵 ┗牏∈┢

牕×牕
，┧１牏∈┢

牔×牕
，

┧２牏∈┢
牕×牘
，标量 犜牏牐＞０，满足 ＬＭＩｓ

┡１牏 

┗牏 ┡［ ］２牏 ＞ ０ （１３）

２┢牏－ ┡１牏     

－ ┗牏 ２┢牏－ ┡２牏    

０ ０ 犞
２
┙   

┑牏┢牏＋ ┒２牏┧１牏 ┒２牏┧１牏 ┒１牏 ┡１牐 

０ ┑牏┢牏＋ ┧２牏┓牏－ ┒１牏 ┗牐┡２牐

┖牏┢牏 ０ └牏

熿

燀

燄

燅０ ０ ┙

＞

０ 牏∈ ┠０ （１４）

２┢牏－ ┡１牏      

－ ┗牏 ２┢牏－ ┡２牏     

０ ０ 犞
２
┙    

┑牏┢牏＋ ┒２牏┧１牏 ┒２牏┧１牏 ┒１牏 ┡１牐＋ 犜牏牐┬牏┬
Ｔ
牏   

０ ┑牏┢牏＋ ┧２牏┓牏 － ┒１牏 ┗牐 ┡２牐  

┖牏┢牏 ０ └牏 ０ ０ 爤 

┕牏┓牏┢牏 ０ ０ 犜牏牐牊牏┬
Ｔ
牏 ０ ０ 犜牏牐（牊牏牊

Ｔ
牏

熿

燀

燄

燅－ ┙）

＞ ０ 牏∈ ┠１ （１５）

式中：┢牏＝┦牏
┢１牏 

０ ┢［ ］２牏 ┦
Ｔ
牏，则闭环系统式（４）渐近

稳定，且从外部干扰 ╁（牑）到评价输出 ╄（牑）的 爣∞

性能指标小于 犞。控制器的状态反馈控制增益和观

测器增益分别为 ┛牏＝┧１牏┢
－１
牏 及 ├牏＝┧２牏┥牏┘牏┢

－１
１牏

┘
－１
牏 ┥

Ｔ
牏。

证明：下面证明 ＬＭＩ式（１４）保证式（５）成立，

ＬＭＩ式（１５）保证式（６）成立，然后根据引理 １即可

得到本定理的结论。首先根据式（１５）证明式（６）的

成立。

文献［７］给出了条件，可以看出条件 ┢牏＝

┦牏
┢１牏 

０ ┢［ ］
２牏

┦
Ｔ
牏＝┢

Ｔ
牏和 ┚牏＝┥牏┘牏┢１牏┘

－１
牏 ┥

Ｔ
牏意味着
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等式 ┓牏┢牏＝┚牏┓牏成立。联合 ┓牏┢牏＝┚牏┓牏与 ┛牏＝

┧１牏┢
－１
牏 ，├牏＝┧２牏┥牏┘牏┢

－１
１牏┘

－１
牏 ┥

Ｔ
牏，由式（１５）得到

２┢牏－┡牏    

０ 犞
２
┙   

┑牏┢牏 ┒１牏 ┡牐＋犜牏牐┬牏┬
Ｔ
牏  

┖牏┢牏 └牏 ０ ┙ 

┕牏┢牏 ０ 犜牏牐牊牏┬
Ｔ
牏 ０ 犜牏牐（牊牏牊

Ｔ
牏

熿

燀

燄

燅－┙）

＞

０ （１６）

式中：┡牏＝
┡１牏 

┗牏 ┡［ ］２牏 ，┢牏＝
┢牏 

０ ┢［ ］牏 。另一方面，式
（１３）意味着┡牏＝┡

Ｔ
牏＞０，进而可以得到（┢牏－┡牏）

Ｔ

┡
－１
牏 （┢牏－┡牏）≥０，等价于┢牏┡

－１
牏 ┢牏≥２┢牏－┡牏。因

此，式（１６）能保证

┢牏┡
－１
牏 ┢牏    

０ 犞
２
┙   

┑牏┢牏 ┒１牏 ┡牐＋犜牏牐┬牏┬
Ｔ
牏  

┖牏┢牏 └牏 ０ ┙ 

┕牏┢牏 ０ 犜牏牐牊牏┬
Ｔ
牏 ０ 犜牏牐（牊牏牊

Ｔ
牏

熿

燀

燄

燅－┙）

＞

０ （１７）

对式（１７）左右同乘以 ｄｉａｇ｛┢
－１
牏 ，┙，┙，┙，┙｝，然

后运用 Ｓｃｈｕｒ补
［６］
，可将式（１７）写成

┡
－１
牏   

０ 犞
２
┙  

┑牏 ┒１牏 ┡牐＋ 犜牏牐┬牏┬
Ｔ
牏 

┖牏 └牏

熿

燀

燄

燅０ ┙

－

┕
Ｔ
牏

０

犜牏牐┬牏牊
Ｔ
牏

熿

燀

燄

燅０

燈

犜
－１
牏牐 （牊牏牊

Ｔ
牏－ ┙）

－１
┕牏 ０ 犜牏牐牊牏┬

Ｔ
牏［ ］０＞ ０

（１８）

根据矩阵求逆公式（┑＋┒┓└）
－１
＝┑

－１
－┑

－１
┒

（┓
－１
＋└┑

－１
┒）└┑

－１［８］
，可以得到

（┙－ 牊
Ｔ
牏牊牏）

－１
＝ ┙＋ 牊

Ｔ
牏（┙－ 牊牏牊

Ｔ
牏）
－１
牊牏

牊
Ｔ
牏（┙－ 牊牏牊

Ｔ
牏）
－１
＝ （┙－ 牊

Ｔ
牏牊牏）

－１
牊
Ｔ
牏 （１９）

利用式（１９），可以将式（１８）转化为

┡
－１
牏 ＋ 犜

－１
牏牐 ┕

Ｔ
牏┕牏   

０ 犞
２
┙  

┑牏 ┒１牏 ┡牐 

┖牏 └牏

熿

燀

燄

燅０ ┙

－

犜
－１
牏牐 ┕

Ｔ
牏牊

Ｔ
牏

０

┬牏

熿

燀

燄

燅０

燈

犜牏牐（牊
Ｔ
牏牊牏－ ┙）

－１
犜
－１
牏牐 牊牏┕牏 ０ ┬

Ｔ
牏［ ］０＞ ０

（２０）

对式（２０）运用 Ｓｃｈｕｒ补，然后左右分别乘以

犗牏＝ｄｉａｇ｛┙，┙，

０ ０ ┙

┙ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ┙ ０

｝和犗
Ｔ
２牏，得到

┡
－１
牏 ＋犜

－１
牏牐┕

Ｔ
牏┕牏    

０ 犞
２
┙   

犜
－１
牏牐 牊牏┕牏 ０ 犜

－１
牏牐 （牊

Ｔ
牏牊牏－┙）  

┑牏 ┒１牏 ┬牏 ┡牐 

┖牏 └牏

熿

燀

燄

燅０ ０ ┙

＞

０ （２１）

运用 Ｓｃｈｕｒ补，式（２１）等价于

┡
－１
牏 ＋ 犜

－１
牏牐 ┕

Ｔ
牏┕牏  

０ 犞
２
┙ 

犜
－１
牏牐 牊牏┕牏 ０ 犜

－１
牏牐 （牊

Ｔ
牏牊牏

熿

燀

燄

燅－ ┙）

－

┑
Ｔ
牏

┒
Ｔ
１牏

┬

熿

燀

燄

燅Ｔ牏

┡
－１
牐 ┑牏 ┒１牏 ┬［ ］牏 －

┖
Ｔ
牏

└
Ｔ
牏

熿

燀

燄

燅０

┖牏 └牏［ ］０＞ ０ （２２）

令┡
－１
牏 ＝┠牏，┡

－１
牐 ＝┠牐，犜

－１
牏牐 ＝犧牏牐，可以将不等式

（２２）转化为式（６）。到此，已经从式（１５）证明了式

（６）的成立。类似的，还可以根据式（１４）证明式（５）

的成立。然后，根据引理 １可知，闭环系统式（４）渐

近稳定，且从外部干扰 ╁（牑）到评价输出 ╄（牑）的

爣∞性能指标小于 犞。

注解  条件式（１３～１５）不仅是关于变量

┡１牏，┡２牏，┢１牏，┢２牏，┗牏，┧１牏，┧２牏和 犜牏牐的 ＬＭＩ，而且是关

于 犞
２的 ＬＭＩ，因此，最优 爣∞性能指标可以通过求

解如下 ＬＭＩ优化问题获得

ｍｉｎ
犞
２
，┡１牏，┡２牏，┢１牏，┢２牏，┗牏，┧１牏，┧２牏，犜牏牐

犞
２

（２３）

ｓ．ｔ．式（１３～ １５）

式中（牏，牐）∈犓。如果优化问题式（２３）有最优解（犞牗，

┡１牏牗，┡２牏牗，┢１牏牗，┢２牏牗，┗牏牗，┧１牏牗，┧２牏牗，犜牏牐牗），则最优 爣∞性

能指标为 犞牗，对应的状态反馈控制增益和观测器增

益分别为 ┛牏＝┧１牏牗┢
－１
牏牗 ，├牏＝┧２牏牗┥牏┘牏┢

－１
１牏牗┘

－１
牏 ┥

Ｔ
牏。

定理 １给出了基于分段二次 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数的

爣∞控制器设计方法，通过其结论很容易得到基于公

共二次 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数的爣∞控制器设计方法。

推论  如果存在正定对称阵 ┡１∈┢
牕×牕
，┡２∈

┢
牕×牕
，┢１牏∈┢

牘×牘
，┢２牏∈┢

（牕－牘）×（牕－牘）
，矩阵 ┗∈┢

牕×牕
，

┧１牏∈┢
牔×牕
，┧２牏∈┢

牕×牘
，标量 犞＞０，犜牏＞０，使得 ＬＭＩ

优化问题

ｍｉｎ
犞
２
，┡１，┡２，┢１牏，┢２牏，┗，┧１牏，┧２牏，犜牏

犞
２

（２４）

ｓ．ｔ．

┡１ 

┗ ┡［ ］２ ＞ ０ （２５）
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２┢牏－ ┡１     

－ ┗ ２┢牏－ ┡２    

０ ０ 犞
２
┙   

┑牏┢牏＋ ┒２牏┧１牏 ┒２牏┧１牏 ┒１牏 ┡１  

０ ┑牏┢牏＋ ┧２牏┓牏 － ┒１牏 ┗ ┡２ 

┖牏┢牏 ０ └牏

熿

燀

燄

燅０ ０ ┙

＞ ０ 牏∈ ┠０ （２６）

２┢牏－ ┡１      

－ ┗ ２┢牏－ ┡２     

０ ０ 犞
２
┙    

┑牏┢牏＋ ┒２牏┧１牏 ┒２牏┧１牏 ┒１牏 ┡１＋ 犜牏┬牏┬
Ｔ
牏   

０ ┑牏┢牏＋ ┧２牏┓牏 － ┒１牏 ┗ ┡２  

┖牏┢牏 ０ └牏 ０ ０ ┙ 

┕牏┓牏┢牏 ０ ０ 犜牏牊牏┬
Ｔ
牏 ０ ０ 犜牏（牊牏牊

Ｔ
牏

熿

燀

燄

燅－ ┙）

＞ ０ 牏∈ ┠１ （２７）

式中：┢牏＝┦牏
┢１牏 

０ ┢［ ］２牏 ┦
Ｔ
牏，有最优解（犞牗，┡１牗，┡２牗，

┢１牏牗，┢２牏牗，┗牗，┧１牏牗，┧２牏牗，犜牏牗），则闭环系统式（４）渐近

稳定，且从外部干扰 ╁（牑）到评价输出 ╄（牑）的 爣∞

性能指标最优，其值为 犞牗。控制器的状态反馈控制

增益和观测器增益分别为 ┛牏＝┧１牏牗┢
－１
牏牗 ，├牏＝┧２牏牗

┥牏┘牏┢
－１
１牏牗┘

－１
牏 ┥

Ｔ
牏。

证明：ＬＭＩ优化问题式（２４）中，令 ┡１牏＝┡１，

┡２牏＝┡２，┗牏＝┗，犜牏牐＝犜牏，即可得到本结论，且此时系

统的公共二次Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数为┦（犪（牑））＝犪
Ｔ
（牑）┠

犪（牑），其中┠＝
┡１ 

┗ ┡［ ］２
－１

。

注解  基于公共二次 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数的 爣∞

控制器设计方法要比基于分段二次 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函

数的 爣∞控制器设计方法保守，因为如果优化问题

式 （２４）有最优解（犞牗，┡１牗，┡２牗，┢１牏牗，┢２牏牗，┗牗，┧１牏牗，

┧２牏牗，犜牏牗），则优化问题式（２３）肯定有可行解（犞牊，

┡１牏牊，┡２牏牊，┢１牏牊，┢２牏牊，┓牏牊，┧１牏牊，┧２牏牊，犜牏牐牊），其中 犞牊＝犞牗，

┡１牏牊＝┡１牗，┡２牏牊＝┡２牗，┢１牏牊＝┢１牏牗，┢２牏牊＝┢２牏牗，┗牏牊＝┗牗，

┧１牏牊＝┧１牏牗，┧２牏牊＝┧２牏牗犜牏牐牊＝犜牏牗，反之却不成立。但是

优化问题式（２４）的计算量要比式（２３）小，因为式

（２３）除了要满足式（２４）中所有的 ＬＭＩ，还要另外

满足因作用域之间切换带来的 ＬＭＩ。

 仿 真

将所提出的控制律应用到非线性连续搅拌反

应釜［９］
，模型如下

╂１＝－ 犗╂１┵（╂２）＋ ┻（╂１牊－ ╂１）

╂２＝ 犝犗牨１┵（╂２）－ （┻＋ 犠）╂２＋ 犠（┿＋ ╁）＋ ┻╂２牊

╃＝ ╂２

┵（╂２）＝ ｅｘｐ（╂２燉（１＋ ╂２燉犻）） （２８）

式中：犝＝８０，犗＝００７２，犠＝０３，犻＝２００，牨１牊＝

１０，牨２牊＝００，牚＝１０，╁＝ｅ
－００００１牠

ｓｉｎ（２π×０５牠）为

系统遭受的干扰。自治系统具有 ３个稳态点：╂牞１＝

［０８５６ ０８８６］，╂牞２＝［０５５２８ ２７５１７］，╂牞３＝

［０２３５４ ４７０５０］。状态 ╂２的工作范围为 牨２∈

［０，６］，目标是将系统镇定到稳态点 ╂牞１。

将输出空间化分为如下 ３个作用域：┣１＝｛牪燏０

≤牪≤１８｝，┣２＝｛牪燏１８＜牪＜３７｝，┣３＝｛牪燏３７＜牪

＜６｝，每个作用域包含一个稳态点。基于Ｔａｙｌｏｒ展

开，将动力学方程式（２８）在各个稳态点进行线性

化，每一个作用域内会有一个局部仿射模型。选择

采样周期 爴＝０５ｓ，把得到的分段仿射模型离散

化，然后通过变换 ╂（牑）＝犢（牑）＋╂牞１将稳态点 ╂牞１的

坐标平移到原点，其中犢（牑）为平移后新坐标系下的

状态。坐标平移后的系统为

犢（牑＋ １）＝ ┑牏犢（牑）＋ ┒╁（牑）＋ ┒┿（牑）＋ ┬牏

犌（牑）＝ ┓犢（牑）

犌（牑）∈ ┣牏， 牏＝ １，２，３ （２９）

式中犌（牑）＝╃（牑）－┓╂牞１，且

┑１＝
０４１５９ － ００６６０

［ ］０６７２７ ０８７８１
，

┑２＝
００９５６ － ０１７２７

［ ］３２３５３ １７３２０
，

┑３＝
－ １１２３７ － ０２５０５

［ ］１２９８９６ ２３５４０

┒＝
０

［ ］０１５００
，┬１＝ ［］

０

０
，┬２＝

００４８１

［ ］－ ０３８５０
，

┬３＝
－ ０３６１３

［ ］２８９００
［ ］，┓＝ ０ １

系统式（２９）的作用域信息可以描述成式（２）的

形式，对应的参数为 爠１＝１１１１１，牊１＝－００１５６，
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爠２＝１０５２６，牊２＝－１９６２１，爠３＝０８６９６，牊３＝

－３４４７０。假设系统评价输出为 ╄＝┖犢（牑），其中

┖＝［０ １］，则通过求解 ＬＭＩ优化问题式（２３）可

以获得基于观测器的 爣∞控制器，其增益和系统

爣∞性能指标为

┛１ ［ ］＝ ２４１０７ － ２５５３９９

┛２ ［ ］＝ ５０９１６ － ２８７５８７

┛３ ［ ］＝ － ３０１６６５ － ３８８４９３

├１ ［ ］＝ ００２０５ － １３０４１
Ｔ

├２ ［ ］＝ ００２７９ － １５３２５
Ｔ

├３ ［ ］＝ ００１９１ － １９０７４
Ｔ

犞牗＝ ０１００５

运用所得 爣∞控制器在工作范围内做了多组

仿真验证，结果都能使系统镇定到稳态点 ╂牞１。进

而，为了验证控制器的 爣∞性能，还与基于文献［９］

所提方法求解出的镇定控制器进行仿真对比，对比

结果显示本文控制器能更加有效的抑制干扰。图 １

记录了初始状态分别为 ╂（０）＝╂牞３，╂（０）＝［１２

０２］，且系统无干扰时的仿真结果。图 ２给出了相

图 １ 无扰闭环控制系统响应特性

图 ２ 受扰闭环控制系统 爣∞性能评价指标对比

（╁＝ｅ
－００００１牠

ｓｉｎ（２π×０５牠））

同初始条件但非零干扰时，与文献［９］控制器的抗

干扰能力对比情况。

 结束语

本文讨论了 ＰＷＡ离散系统的基于观测器的

输出反馈 爣∞控制问题，通过构造耗散不等式保证

系统能量耗散，考虑椭球体描述的作用域信息以处

理仿射项，并借用奇异值分解技术处理矩阵等式约

束，最后将控制器设计的结论转化为ＬＭＩ描述。仿

真结果表明，所提方法不仅能使系统稳定，而且能

有效抑制干扰。类似于文献［１０］，本文考虑的

ＰＷＡ系统是在输出空间划分作用域，但很多系统

的作用域划分是在状态空间进行的［１１１３］
，此时不能

保证系统和控制器在同一时刻切换到同一作用域，

如何为这类系统设计爣∞控制器有待进一步研究。
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