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摘要：基于强制边界条件的浸没边界格子波尔兹曼方法（ＩｍｍｅｒｓｅｄｂｏｕｎｄａｒｙｌａｔｔｉｃｅＢｏｌｔｚｍａｎｎｍｅｔｈｏｄ，ＩＢ

ＬＢＭ）提出了一种稳定的ＩＢＬＢＭ。在该方法中，采用了具有良好稳定性的多松弛时间（Ｍｕｌｔｉｒｅｌａｘａｔｉｏｎｔｉｍｅ，

ＭＲＴ）模型代替原来的单松弛时间（Ｓｉｎｇｌｅｒｅｌａｘａｔｉｏｎｔｉｍｅ，ＳＲＴ）模型。因而，在保证无滑移边界条件能够精确

满足的同时，该方法的稳定性和适用性都得到了提高。通过对中高雷诺数下二维圆柱绕流算例的模拟，计算所

得的数值结果与其他文献中的结果吻合，从而验证了该方法的可行性。
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ｍｕｌｔｉｒｅｌａｘａｔｉｏｎｔｉｍｅ（ＭＲＴ）

　　近年来，一种叫做浸没边界法（Ｉｍｍｅｒｓｅｄ

ｂｏｕｎｄａｒｙｍｅｔｈｏｄ，ＩＢＭ）的数值方法已经被广泛

地应用于模拟流体绕边界流动的问题。ＩＢＭ 最早

是由Ｐｅｓｋｉｎ
［１］在研究心脏血液流时提出的。它的

基本思想是用某种体积力来代替流场中边界对其

周围流体的影响。这样处理的好处在于含有此种

体积力的ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅ（ＮＳ）方程可以直接在规则

网格上进行离散并求解，而不再考虑流场中边界的

具体形状及其位置，因而也就消除了传统方法对贴

体网格的需求。所以，ＩＢＭ 有效地简化了对物体

绕流问题的计算求解过程，尤其是当物体形状很复

杂的时候。

另一方面，作为不同于 ＮＳ方程模拟流体运

动的另一类计算方法，格子波尔兹曼方法（Ｌａｔｔｉｃｅ

Ｂｏｌｔｚｍａｎｎｍｅｔｈｏｄ，ＬＢＭ）已经被成功地应用于各

种不同流体问题的研究［２］，其中包括多相流、微流

体流及多孔介质流等。ＬＢＭ的最大特点是形式简

单并容易实现。它可以分解成两个简单的连续变



化过程：迁移和碰撞。而它惟一的应变量是密度分

布函数（Ｄｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＤＤＦ）。通

过对ＤＤＦ在动量空间上进行积分，就可以求得宏

观变量如密度、速度等。与传统基于 ＮＳ方程的

数值方法相比，ＬＢＭ 避免了对非线性项以及泊松

方程的求解。因此，它是一种简单且高效的流场模

拟方法。

在ＩＢＭ 和 ＬＢＭ 中，流场通常都在规则的

Ｃａｒｔｅｓｉａｎ网格上进行离散。基于这个共同点，可

以把两种方法有效地结合起来，也就是浸没边界

格子波尔兹曼方法（Ｉｍｍｅｒｓｅｄｂｏｕｎｄａｒｙｌａｔｔｉｃｅ

Ｂｏｌｔｚｍａｎｎｍｅｔｈｏｄ，ＩＢＬＢＭ）。这项工作最早是

由Ｆｅｎｇ和 Ｍｉｃｈａｅｌｉｄｅｓ
［３］完成的。在此之后，ＩＢ

ＬＢＭ得到了不断地改进和提高并被用于处理各种

物体绕流问题［４７］。但是，这些传统ＩＢＬＢＭ 的一

个主要缺陷是无滑移边界条件只能近似满足。这

是由于对代替边界作用的体积力进行显式计算而

造成的。最近，Ｗｕ和Ｓｈｕ
［８］提出了一种强制边界

条件的ＩＢＬＢＭ。不同于传统的ＩＢＬＢＭ，该方法

通过强制边界条件对体积力进行隐式求解，这样就

保证了无滑移边界条件的精确满足。

然而，由于采用了单松弛时间（Ｓｉｎｇｌｅｒｅｌａｘａ

ｔｉｏｎｔｉｍｅ，ＳＲＴ）的ＬＢＭ 模型，强制边界条件的

ＩＢＬＢＭ会出现数值计算的不稳定，例如在较高雷

诺数的情况下。基于 Ｗｕ和Ｓｈｕ的方法，通过引

入多松弛时间（Ｍｕｌｔｉｒｅｌａｘａｔｉｏｎｔｉｍｅ，ＭＲＴ）模

型［９］，本文提出了一种稳定的ＩＢＬＢＭ。该方法在

保证边界条件精确满足的同时，还能够准确地模拟

中高雷诺数下的物体绕流问题。

１　数值方法

对于二维粘性不可压流，强制边界条件的ＩＢ

ＬＢＭ的控制方程为

犳α（狓＋犲αδ狋，狋＋δ狋）＝犳α（狓，狋）－
１

τ
［犳α（狓，狋）－

　　　犳
ｅｑ
α（狓，狋）］＋犉α（犳，犲α） （１）

ρ狌＝∑
α

犲α犳α＋
１

２
犳δ狋 （２）

式中：狓为网格坐标；犳α 为密度分布函数；犳
ｅｑ
α 为其

相应的平衡状态；τ为单松弛时间系数；犲α 为粒子

速度；犳 为代替边界作用的体积力；犉α 为其在

ＬＢＭ方程中相应的项。在本文的数值模拟中，采

用的是Ｄ２Ｑ９粒子速度模型，所以粒子速度犲α 为

犲α＝

（０，０） α＝０

（±１，０），（０，±１）α＝１～４

（±１，±１） α＝５～

烅

烄

烆 ８

（３）

而平衡分布函数为

犳
ｅｑ
α（狓，狋）＝ρ狑α １＋

犲α·狌

犮２ｓ
＋
（犲α·狌）

２－（犮ｓ｜狌｜）
２

２犮［ ］４
ｓ

（４）

式中：犮２ｓ＝１／３；狑０＝４／９；狑１＝狑２＝狑３＝狑４＝１／９；

狑５＝狑６＝狑７＝狑８＝１／３６；ρ为密度；狑α 为平衡函

数系数；狌为速度；犮ｓ为ＬＢＭ中的声速。

在强制边界条件的ＩＢＬＢＭ中，犳可以通过流

体的速度修正量δ狌求解，而δ狌则是由边界速度的

修正量δ狌Ｂ 决定。关于δ狌Ｂ 的方程组为

犃犡＝犅 （５）

式中：犡＝｛δ狌
１
Ｂ，δ狌

２
Ｂ，…，δ狌

犿
Ｂ｝

Ｔ

犃＝

δ１１ δ１２ … δ１狀

δ２１ δ２２ … δ２狀

   

δ犿１ δ犿２ … δ

熿

燀

燄

燅犿狀

δ
Ｂ
１１ δ

Ｂ
１２ … δ

Ｂ
１犿

δ
Ｂ
２１ δ

Ｂ
２２ … δ

Ｂ
２犿

   

δ
Ｂ
狀１ δ

Ｂ
狀２ … δ

Ｂ

熿

燀

燄

燅狀犿

犅＝ 　

犝１Ｂ

犝２Ｂ



犝犿
Ｂ

熿

燀

燄

燅

　 －

δ１１ δ１２ … δ１狀

δ２１ δ２２ … δ２狀

   

δ犿１ δ犿２ … δ

熿

燀

燄

燅犿狀

　狌１

狌２



狌狀

熿

燀

燄

燅

　

其中犿为边界点的个数，狀为边界周围Ｃａｒｔｅｓｉａｎ

网格点的个数。δ和δ
Ｂ 中δ犻′犼′＝犇犻犼（狓犻犼－犡

犾
Ｂ）·

Δ狓Δ狔，δ
Ｂ
犻′犼′＝犇犻犼（狓犻犼－犡

犾
Ｂ）Δ狊犾，犾＝１，…，犿。其中

犇犻犼（狓犻犼－犡
犾
Ｂ）为Ｄｅｌｔａ函数，下标犻和犼表示Ｃａｒｔｅ

ｓｉａｎ网格，Ｂ表示物体边界。Ｄｅｌｔａ函数是连接

Ｃａｒｔｅｓｉａｎ网格点狓和边界点犡Ｂ 的桥梁，其表达式

为［１０］

犇犻犼（狓犻犼－犡
犾
Ｂ）＝

１

犺２
δ
狓犻犼－犡

犾
Ｂ（ ）犺
δ
狔犻犼－犢

犾
Ｂ（ ）犺

（６ａ）

δ（狉）＝

１

８
（３－２｜狉｜＋ １＋４｜狉｜－４狉槡

２） ｜狉｜＜１

１

８
（５－２｜狉｜－ －７＋１２｜狉｜－４狉槡

２） １≤｜狉｜＜２

０ ２≤｜狉

烅

烄

烆 ｜

（６ｂ）

式中：犺为 Ｃａｒｔｅｓｉａｎ网格步长。在ＩＢＬＢＭ 中，

犺＝Δ狓＝Δ狔。另外，Δ狊犾 为单位边界元的长度，犝Ｂ

为边界的速度，而狌为流体速度的中间值，它是指

未经修正的流场速度。在求得δ狌Ｂ 后，体积力犳可

以通过以下的关系式得到

犳＝２ρδ狌／δ狋 （７ａ）

δ狌＝∑
犾

δ狌
犾
Ｂ犇犻犼（狓犻犼－犡

犾
Ｂ）Δ狊犾 （７ｂ）

同样地，作用在边界上力可以直接通过δ狌Ｂ 获得

犉＝－２ρδ狌Ｂ／δ狋 （８）
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此外，用ＬＢＭ 模拟流场时，对宏观量如密度、速度

和压力求解为

ρ＝∑
α

犳α，ρ狌

＝∑

α

犲α犳α，狆＝犮
２
狊ρ （９）

　　由于强制边界条件的ＩＢＬＢＭ 采用的是ＳＲＴ

模型，在某些情况如中高雷诺数时，数值计算的稳

定性会受到影响。其表现为压力和速度场在梯度

大的区域内出现剧烈震荡［９］，并且这些震荡将会在

整个计算区域传播。为了克服这样的问题，采用的

方法是把不同的物理量如动量、能量等在动量空间

分开处理，使用不同的松弛时间系数使它们各自松

弛到相应的平衡状态。这样，由于大梯度的存在而

导致的震荡将会被有效地抑制。因此，为了提高该

方法的稳定性，本文引入了 ＭＲＴ模型，其控制方

程为

犳α（狓＋犲αδ狋，狋＋δ狋）＝犳α（狓，狋）－犕
－１犛［犚（狓，狋）－

　　　犚
ｅｑ（狓，狋）］ （１０）

式中：犚为犳α 在动量空间上的一组物理量，犚
ｅｑ为

其相应的平衡态，它们的表达式为

犚＝｛ρ，犲，ε，犼狓，狇狓，犼狔，狇狔，狆狓狓，狆狓狔｝
Ｔ，犚ｅｑ＝｛０，犲ｅｑ，

ε
ｅｑ，０，狇

ｅｑ
狓，０，狇

ｅｑ
狔，狆

ｅｑ
狓狓，狆

ｅｑ
狓狔｝

Ｔ，

犲ｅｑ＝－２ρ＋３（犼
２
狓＋犼

２
狔）／ρ，ε

ｅｑ＝ρ－３（犼
２
狓＋犼

２
狔）／ρ，

狇
ｅｑ
狓＝－犼狓，狇

ｅｑ
狔＝－犼狔，狆

ｅｑ
狓狓＝（犼

２
狓－犼

２
狔）／ρ，狆

ｅｑ
狓狔＝犼狓犼狔／ρ

（１１）

　　在犚 空间中，ρ为密度，犲为能量，ε为能量

的平方，犼狓 和犼狔 分别为狓和狔方向的动量分量，狇狓

和狇狔 分别为相应的能量通量，狆狓狓和狆狓狔则为应力

张量。犕 为把犳α 转化到犚空间的相应转化矩阵

犕＝

１ １ １ １ １ １ １ １ １

－４ －１ －１ －１ －１ ２ ２ ２ ２

４ －２ －２ －２ －２ １ １ １ １

０ １ ０ －１ ０ １ －１ －１ １

０ －２ ０ ２ ０ １ －１ －１ １

０ ０ １ ０ －１ １ １ －１ －１

０ ０ －２ ０ ２ １ １ －１ －１

０ １ －１ １ －１ ０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０ １ －１ １ －１

　　此外，犛为一个非负的对角矩阵，犛＝ｄｉａｇ（０，

狊１，狊２，０，狊４，０，狊６，狊７，狊８），它的值由可以由线性稳定

性分析获得［９］。在本文的模拟中，这些值分别取为

狊１＝１．１，狊２＝１．０５，狊４＝狊６＝１．２，狊７＝狊８＝１／τ。其

中τ＝υ／（犮
２
狊δ狋）＋０．５，υ为流体运动粘度。

为了保证质量和动量的守恒，通常可以把体积

力犳分成两部分加入到 ＭＲＴ模型的ＬＢＭ中
［１１］，

其具体过程为：

（１）由犳α 计算动量空间上的物理量犚；

（２）加入一半体积力对动量犼（犼狓，犼狔）的影响，

犼′＝犼＋０．５犳δ狋，并用犼′计算犚
ｅｑ；

（３）在动量空间上进行松弛运算，犛（犚－犚ｅｑ）；

（４）加入另一半体积力的影响，犼″＝犼′＋

０．５犳δ狋。

这里，动量犼′＝ρ狌就是流场每个时间步上的

输出值，其形式与方程（２）一致。因此，带 ＭＲＴ模

型的强制边界条件的ＩＢＬＢＭ 只是改变了分布函

数犳α 的计算方式，保持了体积力犳的求解过程。

这样，该方法在提高了稳定性的同时，保证了无滑

移边界条件的满足。

２　计算结果和分析

为了验证本文的方法，模拟了在不同雷诺数下

的二维圆柱的绕流问题。对于该问题，雷诺数定义

为犚犲＝犝犇／υ。其中，犝 为自由来流速度，犇 为圆

柱直径。在本文的模拟中，计算区域为５０犇×

４０犇，圆柱位置为（２０犇，２０犇）。

　　首先，为了检验方法的准确性，考虑犚犲＝４０

时的低雷诺数的情况。表１给出了阻力系数犆ｄ、

圆柱后缘分离气泡长度犔ｓ 和分离角θｓ 的计算结

果，并与文献［８，１２，１３］中的数值结果进行了比较。

由表１可见，当前的计算结果与文献中的结果符合

得很好，特别是与文献［８］的结果非常吻合。这说

明本文的方法能够保证边界条件的精确满足。

表１　圆柱绕流在犚犲＝４０时的计算结果

方　法 犆ｄ 犔ｓ θｓ／（°）

文献［１２］ １．５２ ２．３５ ５３．８

文献［１３］ １．５５ ２．３４ ５２．７

文献［８］ １．５５４ ２．３ ５３．２７

本文 １．５５５ ２．３１ ５３．１３

再考虑犚犲＝２００，４００，５５０和３０００时的中高

雷诺数的情况。在这样的雷诺数情况下，圆柱绕流

最终会发展成三维流动。但是，在流场发展的早期

阶段，圆柱尾迹仍然是二维的。为了检验 ＭＲＴ模

型对计算稳定性的影响，图１给出了ＳＲＴ和 ＭＲＴ

模型在犚犲＝２００，４００和５５０时阻力系数的时间历

程。这里，无量纲时间定义为狋＝狋犝／（犇／２）。从

图中可以看出，在相同的网格尺寸下，ＭＲＴ的结

果比ＳＲＴ的结果更快地趋于某个稳定的值。同

时，随着雷诺数的增大，ＭＲＴ的结果震荡幅度基
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本不变，而ＳＲＴ的结果呈现出震荡幅度逐渐放大

的趋势，并在某个雷诺数下由于震荡过大而计算发

散了（在本文算例中，犚犲＝５５０时ＳＲＴ的模拟出现

了发散）。因此，为了在中高雷诺数情况下保持计

算的稳定性，有必要采用 ＭＲＴ模型。

图１　犚犲＝２００，４００和５５０时圆柱上阻力系数的时间

历程

图２，３分别给出了犚犲＝５５０和３０００时在不

同时刻的流线和涡量等值线。图中的流动结构与

图２　圆柱绕流在犚犲＝５５０时的瞬时流线和涡量等值线

图３　圆柱绕流在犚犲＝３０００时的瞬时流线和涡量等

值线

文献［１４，１５］中的数值结果符合。在流动的初始阶

段，圆柱后缘形成了一对对称的主涡。随着时间的

推进，主涡的强度逐渐增强。与此同时，还出现了

同样对称但强度较小的一对次涡并不断发展。在

此过程中，次涡始终附在圆柱表面并被主涡包围
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着。这样 的 流 动 发 展 过 程 在 Ｂｏｕａｒｄ 和 Ｃｏｕ

ｔａｎｃｅａｕ
［１６］的实验中被称为α现象。由图２和３可

见，本文的数值方法准确地再现了这种流动特征。

此外，图４给出了犚犲＝５５０时圆柱后对称轴上不同

时刻的狌速度分布。由该图可以发现，当前的计算

结果与文献［１５］中的数值模拟结果及文献［１６］中

的实验结果都能较好地相吻合。

图４　犚犲＝５５０时圆柱后对称轴上不同时刻的狌速度

分布

为了进一步检验本文的方法并展示其处理运

动边界的能力，本文还模拟了犚犲＝１０００时充分发

展的二维圆柱绕流以及相同雷诺数下旋转震荡圆

柱的流动。当圆柱旋转运动时，其角速度变化为

ω（狋）＝ω０ｓｉｎ（２π犳狋） （１２）

式中：ω０ 为角速度幅值，犳为无量纲转动频率。在

本文的模拟中，它们的取值分别为ω０＝５．５和犳＝

０．６２５。

　　表２给出了静止和旋转圆柱的阻力系数犆ｄ、

最大升力系数犆ｍａｘｌ 以及无量纲漩涡脱落频率（即

犛狋数）的计算结果。同时，表中还包括了文献

［１７～１９］中的数值结果。由表２可见，对于充分发

展的静止和运动的圆柱绕流，当前的计算结果也能

与文献中的结果符合得很好。这说明本文的方法

也能精确地模拟中高雷诺数的非定常流动。此外，

图５给出了静止圆柱在某个瞬时的涡量等值线以

表２　静止和转动圆柱在犚犲＝１０００时的计算结果

方法
犆ｄ 犆ｍａｘｌ 犛狋

静止 旋转 静止 旋转 静止 旋转

文献［１７］ １．５０９ ０．２３７

文献［１８］ １．５１９ ０．２３９

文献［１９］ １．６１０±０．１９８ ０．７０７±０．１０１ １．３３２ ０．１０３ ０．２４１

本文 １．５４５±０．１９４ ０．７６９±０．１０１ １．３４６ ０．１２８ ０．２３５

图５　犚犲＝１０００时静止和旋转圆柱的涡量等值线

及运动圆柱在一个旋转周期内的涡量等值线图。

从图中可知，圆柱后缘的漩涡由于旋转的作用从原

来的前后交替分布变成了近似的上下对称分布。

这也解释了旋转圆柱阻力系数减小的原因。

３　结束语

本文在强制边界条件的ＩＢＬＢＭ的基础上，提

出了一种稳定的ＩＢＬＢＭ。与传统的ＩＢＬＢＭ 相

比，强制边界条件的ＩＢＬＢＭ能保证无滑移边界条

件的精确满足。但是，由于使用了ＳＲＴ模型，强制

边界条件的ＩＢＬＢＭ没有足够的稳定性。因此，在

某些情况如中高雷诺数时，该方法的适用性就会受

到影响。另一方面，ＭＲＴ的ＬＢＭ 模型具有良好

的稳定性。所以，本文在强制边界条件的ＩＢＬＢＭ

中用 ＭＲＴ模型代替了ＳＲＴ模型。这样，不但保

持了该方法的精确性，而且提高了它的稳定性及适

用范围。用该方法对中高雷诺数下二维圆柱绕流

进行数值模拟，所得的计算结果与文献中的结果很

吻合，有效地验证了该方法的准确性和有效性。
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