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具有时变时滞不确定切换系统的鲁棒﹪∞可靠控制
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摘要：为了克服时变时滞效应对切换系统的不良影响，并使系统具有一定的抗干扰性和可靠性，针对一类执行

器故障的时变时滞不确定切换系统，研究了鲁棒Ｈ∞可靠控制器的设计问题。首先给出了该类系统的鲁棒可靠

控制器，犞次优鲁棒Ｈ∞可靠控制器及犞最优鲁棒Ｈ∞可靠控制器的概念；然后建立了切换系统的执行器故障模

型，运用多ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函方法和线性矩阵不等式（Ｌｉｎｅａｒｍａｔｒｉｘｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ＬＭＩ）技术，给出了执行

器故障情况下的鲁棒Ｈ∞可靠控制器的设计方法，所得到的关于优化问题中的矩阵不等式不是一组线性矩阵不

等式，通过变量替换的方法求得了控制器的增益阵，并且提供了最优扰动抑制性能的迭代求解步骤；最后通过

仿真实例验证了设计方法的有效性。结果表明在系统具有不确定参数和执行器故障的情况下，所设计的控制器

能够镇定原系统，并使得系统具有Ｈ∞扰动抑制性能。
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切换系统是一类特殊的混杂系统，一般由若

干个子系统和相应的切换规则构成，子系统在相

应的切换规则下被激活。汽车转向系统、计算机磁

盘系统、飞机的多工作点控制系统等都可用切换系

统的模型来描述，因此切换系统具有广泛的工程

背景。近年来，切换系统的稳定性和镇定问题引起

了人们的广泛关注［１３］
。文献［４］基于线性矩阵不等

式（Ｌｉｎｅａｒｍａｔｒｉｘｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ＬＭＩ）方法研究了系

统的鲁棒控制问题。文献［５］利用ＬＭＩ方法进一步

研究了切换系统的鲁棒Ｈ∞控制问题。

在实际系统中由于元器件质量和环境变化等

各种因素，执行器不可避免地发生故障，从而导

致整个系统性能的恶化，甚至不稳定。因此，在切

换控制中引入可靠控制具有实际意义。另外，时延

效应广泛存在于各类工程系统中，例如远程传输

系统、气压及液压系统、网络控制系统等。时延常常

导致控制系统动态过程振荡加剧，甚至失稳。文献

［６］对线性切换时滞系统的稳定性问题进行了研

究。文献［７］研究了时滞离散切换系统的鲁棒Ｈ∞控

制问题。文献［８］研究了一类线性不确定切换时滞

系统的可靠保成本控制。文献［９］研究了不确定切

换时滞系统的鲁棒可靠控制问题，文献［１０］进一

步研究了该类系统的鲁棒Ｌ∞可靠控制问题。然而，

在这类系统可靠控制问题的研究中，所考虑的时

滞项均是常数时延的情况，而在实际系统中时延

往往随时间变化，用常时延显然不能准确描述系

统的模型，且在可靠控制问题的研究中，对系统

的Ｈ∞性能未作考虑，但实际应用中控制系统的抗

扰动能力也是一项重要的性能指标，因此在系统

的可靠控制问题的研究中考虑时变时延的影响，

并利用Ｈ∞控制的思想对干扰加以抑制是本文所要

解决的问题。另外，本文所采用的多 Ｌｙａｐｕｎｏｖ

Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函方法由于利用了系统更多的状态

信息，较之文献［９，１０］中的多Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数方法

具有更小的保守性，且泛函构造方法便于控制器

参数的求解。

 问题描述和预备知识

考虑以下的不确定时变时滞切换系统

╂（牠）＝ ┑

犲（牠）╂（牠）＋ ┑


牆犲（牠）╂（牠－ 牆（牠））＋

┒

犲（牠）┿

牊
（牠）＋ └犲（牠）╁（牠） （１ａ）

╄（牠）＝ ┓犲（牠）╂（牠）＋ ┗犲（牠）┿
牊
（牠）＋ ┞犲（牠）╁（牠）（１ｂ）

式中：╂（牠）∈
牔为系统的状态向量；╁（牠）∈

牚为有

限能量的外部扰动，即╁（牠）∈２［０，∞），╄（牠）∈
牘

为被调输出；┿
牊
（牠）∈

牓为故障执行器的控制输入；

犲（牠）：爲
＋
→爫＝｛１，２，…，牕｝为系统的切换信号；

牏∈爫，┑

牏，┑

牆牏，┒

牏为不确定实值矩阵，└牏，┓牏，┗牏，┞牏

为已知的实常数矩阵；牆（牠）为时变的滞后时间，满

足０≤牆（牠）≤犱＜∞，牆
（牠）≤犨＜１。系统（１）中的不确

定矩阵┑

牏，┑

牆牏，┒

牏具有如下形式

［┑牏，┑

牆牏，┒

牏］＝ ［┑牏，┑牆牏，┒牏］＋ ┘牏┖牏（牠）［┕１牏，┕牆牏，┕２牏］

其中：┑牏，┑牆牏，┒牏，┘牏，┕１牏，┕牆牏，┕２牏为已知的实常数矩

阵；┖牏（牠）为满足┖
Ｔ
牏（牠）┖牏（牠）≤┙的不确定时变参数

矩阵。

执行器故障模型描述为

┿
牊
（牠）＝ ┝牏┿（牠） （２）

式中┝牏为具有如下形式的执行器故障矩阵

┝牏＝ ｄｉａｇ｛牔牏１，牔牏２，…，牔牏牓｝

其中：０≤牔牏牑≤牔牏牑≤牔

牏牑；牔

牏牑≥１，牑＝１，２，…，牓。

定义

┝牏０＝ ｄｉａｇ｛牔牏１，牔牏２，…，牔牏牓｝ （３）

┚牏＝ ｄｉａｇ｛牐牏１，牐牏２，…，牐牏牓｝ （４）

├牏＝ ｄｉａｇ｛牓牏１，牓牏２，…，牓牏牓｝ （５）

式 中：牔牏牑＝
１

２
（牔

牏牑＋ 牔牏牑）；牐牏牑＝

牔

牏牑－牔牏牑

牔

牏牑＋牔牏牑

；牓牏牑＝

牔牏牑－牔牏牑

牔牏牑
。由式（３～５）可得

┝牏＝ ┝牏０（┙＋ ├牏） 燏├牏燏≤ ┚牏≤ ┙ （６）

式中燏├牏燏表示对├牏的对角元素取绝对值。

定义 对于系统（１），当╁（┾）≡０时，若存在

状态反馈控制器┿（牠）＝┛犲（牠）╂（牠）使得具有容许的参

数不确定性和执行器故障的系统在切换规则犲（牠）

下渐近稳定，则称控制器┿（牠）＝┛犲（牠）╂（牠）为系统（１）

的鲁棒可靠控制器。

定义 设犞＞０为给定的正常数，若存在反馈

控制器┿（牠）＝┛熷（牠）╂（牠）及切换规则犲（牠）能够使系统

（１）实现鲁棒可靠控制，且在零初始条件╂（牠）＝０

（牠∈［－犱，０］）下满足‖╄（牠）‖２＜犞‖╁（牠）‖２，

╁（牠）∈２［０，∞），则称控制器┿（牠）＝┛犲（牠）╂（牠）为

系统（１）的犞次优鲁棒Ｈ∞可靠控制器。若存在控制

器┿（牠）＝┛犲（牠）╂（牠）使得扰动抑制度犞最小，则称该

控制器为系统（１）的犞最优鲁棒Ｈ∞可靠控制器。

引理［１１］ 给定适当维数的矩阵┩，└和┕，其

中┩是对称的，则

┩＋ └┖（牠）┕＋ ┕
Ｔ
┖
Ｔ
（牠）└

Ｔ
＜ ０ （７）

对所有满足┖
Ｔ
（牠）┖（牠）≤┙的时变矩阵┖（牠）成立，

当且仅当存在常数犡＞０，使得

┩＋ 犡└└
Ｔ
＋ 犡

－１
┕
Ｔ
┕＜ ０ （８）

引理［１２］ 对矩阵┢１，┢２，不等式
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┢１熍（牠）┢２＋ ┢
Ｔ
２熍

Τ
（牠）┢

Ｔ
１≤ 犝┢１┥┢

Ｔ
１＋ 犝

－１
┢
Ｔ
２┥┢２

（９）

成立，其中犝＞０，熍（牠）为时变对角矩阵，┥为已知

的实常数矩阵，且满足燏熍（牠）燏≤┥，燏熍（牠）燏表示对

熍（牠）的对角元素取绝对值。

引理［１３］ 考虑以下系统

╂（牠）＝ ┰犲（牠）（╂（牠））

其中犲（牠）：爲
＋
→爫＝｛１，２，…，牕｝，若存在一组Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ能量函数爼牑（╂（牠））：
牔
→，牑∈爫，满足：

（ｉ）爼牑（╂（牠））＞０

（ｉｉ）沿着系统轨迹有

ｄ爼牑（╂（牠））

ｄ牠
＝

爼牑

槏 槕╂ ┰牑（╂（牠））≤ ０

（ｉｉｉ）在切换时刻牠牞，牞∈牂
＋
，当子系统由牑跳变

到牜时，牑，牜∈爫，牑≠牜，满足

爼牜（╂（牠牞））≤ 爼牑（╂（牠牞））

则系统渐近稳定。

 主要结果

对于第牏（牏∈爫）个子系统，设计状态反馈控制

律 ┿（牠）＝┛牏╂（牠），由式（２）可得┿
牊
（牠）＝┝牏┛牏╂（牠），

然后利用多ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函方法得到系

统（１）的鲁棒可靠控制律并使得系统具有一定的

Ｈ∞扰动抑制性能。

对 第 牏个子系统施加反馈控制 ┿
牊
（牠）＝

┝牏┛牏╂（牠），相应的闭环系统表达式为

╂（牠）＝ ┑

牏╂（牠）＋ ┑


牆牏╂（牠－ 牆（牠））＋ └牏╁（牠）（１０ａ）

╄（牠）＝ ┓

牏╂（牠）＋ ┞牏╁（牠） （１０ｂ）

式中：┑

牏＝┑

牏＋┒

牏┝牏┛牏；┓


牏＝┓牏＋┗牏┝牏┛牏，牏∈爫。

引理 对于系统（１０），当╁（牠）＝时，若存

在正定矩阵┠牏，┡使得以下矩阵不等式成立

┑
Ｔ
牏┠牏＋ ┠牏┑


牏＋ ┠牐－ ┠牏＋ ┡ ┠牏┑


牆牏

［ ］ － （１－ 犨）┡
＜ ０

（１１）

式中：牏≠牐，牏，牐∈爫；表示矩阵的对称元素。则在

切换律犲（牠）＝ａｒｇｍｉｎ
牏∈爫
｛╂

Ｔ
（牠）┠牏牨（牠）｝下，系统（１０）

渐近稳定。

证明 为子系统牏选取ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ

泛函

爼牏（╂（牠））＝ ╂
Ｔ
（牠）┠牏╂（牠）＋∫

牠

牠－牆（牠）
╂
Ｔ
（犳）┡╂（犳）ｄ犳

其中┠牏，┡为正定矩阵，可得

爼牏（╂（牠））≤ ╂
Ｔ
（牠）┠牏╂（牠）＋ ╂

Ｔ
（牠）┠牏╂（牠）＋ ╂

Ｔ
（牠）┡╂（牠）－

（１－ 犨）╂
Ｔ
（牠－ 牆（牠））┡╂（牠－ 牆（牠））＝

╂
Ｔ
（牠）（┑
Ｔ
牏┠牏＋ ┠牏┑


牏＋ ┡）╂（牠）＋

２╂
Ｔ
（牠）┠牏┑


牆牏╂（牠－ 牆（牠））－ （１－ 犨）╂

Ｔ
（牠－

牆（牠））┡╂（牠－ 牆（牠））＝ 熩
Ｔ
牷牏熩

其中

熩＝
╂（牠）

［ ］╂（牠－牆（牠））
，熁牏＝

┑
Ｔ
牏┠牏＋┠牏┑


牏＋┡ ┠牏┑


牆牏

［ ］ －（１－犨）┡
由式（１１）可知：牷牏＋ｄｉａｇ｛┠牐－┠牏，｝＜０，用

熩
Ｔ
，熩分别左乘和右乘不等式的两边，有

熩
Ｔ
熁牏熩＜ ╂

Ｔ
（牠）（┠牏－ ┠牐）╂（牠）

在切换律犲（牠）＝ａｒｇｍｉｎ
牏∈爫
｛╂（牠）

Ｔ
┠牏╂（牠）｝下，有

╂
Ｔ
（牠）（┠牏－ ┠牐）╂（牠）≤ ０

则爼

牏（╂（牠））＜０。

假定第牏个子系统在牠牎，牎∈牂
＋时刻被激活，则

在切换律犲（牠）＝ａｒｇｍｉｎ
牏∈爫
｛╂（牠）

Ｔ
┠牏╂（牠）｝下，有

爼牏（╂（牠牎））≤ 爼牐（╂（牠牎）） （牏≠ 牐）

故由引理３可知，系统（１０）渐近稳定。引理证毕。

定理 对于系统（１），当╁（牠）＝时，若存在

正定矩阵┨牏，┣和矩阵┩牏，使得以下矩阵不等式成

立

犑牏 ┑牆牏┣ ┘牏 犎
Ｔ
牏 ┨牏 ┨牏

 － （１－ 犨）┣  ┣┕
Ｔ
牆牏  

  － ┙   

   － ┙  

    － ┣ 

     － ┨

熿

燀

燄

燅牐

＜０

（１２）

式中：牏≠牐，牏，牐∈爫；犑牏＝┑牏┨牏＋┒牏┝牏┩牏＋（┑牏┨牏＋

┒牏┝牏┩牏）
Ｔ
－┨牏；犎牏＝┕１牏┨牏＋┕２牏┝牏┩牏。则鲁棒可靠控

制器增益 ┛牏＝┩牏┨
－１
牏 ，切换律犲（牠）＝ａｒｇｍｉｎ

牏∈爫
｛╂
Ｔ
（牠）·

┨
－１
牏 ╂（牠）｝使得系统（１）渐近稳定。

证明 由引理４可得系统（１）渐近稳定的充分

条件为

熅牏牐 ┠牏（┑牆牏＋ ┘牏┖牏（牠）┕牆牏）

［ ］ － （１－ 犨）┡
＜ ０ （１３）

式中

熅牏牐＝ ┠牏［┑牏＋ ┒牏┝牏┛牏＋ ┘牏┖牏（牠）（┕１牏＋ ┕２牏┝牏┛牏）］＋

［┑牏＋ ┒牏┝牏┛牏＋ ┘牏┖牏（牠）（┕１牏＋ ┕２牏┝牏┛牏）］
Ｔ
┠牏＋

┠牐－ ┠牏＋ ┡

记

┩牏牐＝

┠牏（┑牏＋ ┒牏┝牏┛牏）＋ （┑牏＋

┒牏┝牏┛牏）
Ｔ
┠牏＋ ┠牐－ ┠牏＋ ┡

┠牏┑牆牏
熿

燀

燄

燅 － （１－ 犨）┡
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则式（１３）可写为

┩牏牐＋
┠牏┘牏

［ ］
┖牏（牠）┕１牏＋ ┕２牏┝牏┛牏 ┕［ ］牆牏 ＋

┕１牏＋ ┕２牏┝牏┛牏 ┕［ ］牆牏
Ｔ
┖
Ｔ
牏（牠）

┠牏┘牏

［ ］

Ｔ

＜ ０

由引理１可得，若存在标量犡＞０，使得

熋牏牐 ┠牏┑牆牏＋ 犡
－１
（┕１牏＋ ┕２牏┝牏┛牏）

Ｔ
┕牆牏

 － （１－ 犨）┡＋ 犡
－１
┕牆牏

Ｔ
┕［ ］
牆牏

＜ ０

（１４）

则式（１３）成立。式中：

熋牏牐＝（┑牏＋┒牏┝牏┛牏）
Ｔ
┠牏＋┠牏（┑牏＋┒牏┝牏┛牏）＋

犡┠牏┘牏┘
Ｔ
牏┠牏＋犡

－１
（┕１牏＋┕２牏┝牏┛牏）

Ｔ
（┕１牏＋┕２牏┝牏┛牏）＋

┠牐－┠牏＋┡

利用ｄｉａｇ犡
１
２，犡｛ ｝

１
２ 分别左乘和右乘式（１４）的左

端，并记┠牏＝犡┠牏，┡＝犡┡，得

熋牏牐 ┠牏┑牆牏＋ （┕１牏＋ ┕２牏┝牏┛牏）
Ｔ
┕牆牏

 － （１－ 犨）┡＋ ┕牆牏
Ｔ
┕

熿

燀

燄

燅牆牏

＜ ０

其中

熋牏牐＝（┑牏＋┒牏┝牏┛牏）
Ｔ
┠牏＋┠牏（┑牏＋┒牏┝牏┛牏）＋┠牏·

┘牏┘
Ｔ
牏┠牏＋（┕１牏＋┕２牏┝牏┛牏）

Ｔ
（┕１牏＋┕２牏┝牏┛牏）＋┡＋

┠牐－┠牏

由Ｓｃｈｕｒ补引理，并利用矩阵变换技术，上式

等价于式（１２）。

综上所述，若矩阵不等式（１２）成立，则在切

换律犲（牠）＝ａｒｇｍｉｎ
牏∈爫
｛╂
Ｔ
（牠）┨

－１
牏 ╂（牠）｝下系统（１）渐近

稳定。定理证毕。

定理 对于系统（１）和给定的正常数犞，若存

在正定矩阵┨牏，┣，矩阵┩牏及正标量犡，使得以下矩

阵不等式成立

犑牏 └牏 （┓牏┨牏＋ ┗牏┝牏┩牏）
Ｔ

┑牆牏┣ ┘牏犎
Ｔ
牏 ┨牏 ┨牏

－ 犞犡┙ ┞
Ｔ
牏     

  －
犞

犡
┙     

   － （－ 犨）┣ ┣┕
Ｔ
牆牏 

    － ┙  

     － ┙ 

      － ┣

       － ┨

熿

燀

燄

燅牐

＜ ０

（１５）

式中：牏≠牐，牏，牐∈爫；犑牏＝┑牏┨牏＋┒牏┝牏┩牏＋（┑牏┨牏＋

┒牏┝牏┩牏）
Ｔ
－┨牏；犎牏＝┕１牏┨牏＋┕２牏┝牏┩牏。则控制器增益

阵为┛牏＝┩牏┨
－１
牏 ，切换律犲（牠）＝ａｒｇｍｉｎ

牏∈爫
｛╂
Ｔ
（牠）┨

－１
牏 ·

╂（牠）｝使得系统（１）能够实现鲁棒可靠控制，且具

有Ｈ∞扰动抑制性能犞。

证明 由式（１５）可得

犑牏 ┑牆牏┣ ┘牏 犎
Ｔ
牏 ┨牏 ┨牏

 － （１－ 犨）┣  ┣┕
Ｔ
牆牏  

  － ┙   

   － ┙  

    － ┣ 

     － ┨

熿

燀

燄

燅牐

＜ ０

由定理１可知反馈控制┿
牊
（牠）＝┝牏┛牏╂（牠）与式

（１）组成的闭环系统（１０）渐近稳定。

为子系统牏构造ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函：

爼（牨（牠））＝ 爼牏（╂（牠））＝ ╂
Ｔ
（牠）┠牏╂（牠）＋

∫
牠

牠－牆（牠）
╂
Ｔ
（犳）┡╂（犳）ｄ犳

牠∈ ［牠牕，牠牕＋１），牕＝ ０，１，…

其中┠牏，┡为正定矩阵。牠０＝０，可推得

爼

牏（╂（牠））≤ 熱

Ｔ

熅牏 ┠牏└牏 ┠牏（┑牆牏＋ ┘牏┖牏（牠）┕牆牏）

  

熿

燀

燄

燅  － （１－ 犨）┡

熱

其中

熱＝ ╂
Ｔ
（牠） ╁

Ｔ
（牠） ╂

Ｔ［ ］（牠－ 牆（牠））
Ｔ

熅牏＝ ┠牏［┑牏＋ ┒牏┝牏┛牏＋ ┘牏┖牏（牠）（┕１牏＋ ┕２牏┝牏┛牏）］＋

［┑牏＋ ┒牏┝牏┛牏＋ ┘牏┖牏（牠）（┕１牏＋ ┕２牏┝牏┛牏）］
Ｔ
┠牏＋ ┡

经整理

犞
－１
╄
Ｔ
（牠）╄（牠）－ 犞╁

Ｔ
（牠）╁（牠）＝

熱
Ｔ

熤
－１
（┓牏＋ ┗牏┝牏┛牏）

Ｔ
（┓牏＋ ┗牏┝牏┛牏）熤

－１
（┓牏＋ ┗牏┝牏┛牏）

Ｔ
┞牏

 犞
－１
┞
Ｔ
牏┞牏－ 犞┙ 

 

熿

燀

燄

燅

犪

（１６）

结 合 不 等 式 （１５），则 在 切 换 律 犲（牠）＝

ａｒｇｍｉｎ
牏∈爫
｛╂
Ｔ
（牠）┠牏╂（牠）｝下，有

犞
－１
╄
Ｔ
（牠）╄（牠）－ 犞╁

Ｔ
（牠）╁（牠）＋ 爼


牏（╂（牠））＜ ０（１７）

记

爥＝∫
∞

０
（犞
－１
╄
Ｔ
（牠）╄（牠）－ 犞╁

Ｔ
（牠）╁（牠））ｄ牠（１８）

切换信号

犲（牠）：｛（０，牏
（０）
），（牠１，牏

（１）
），（牠２，牏

（２）
），…，（牠牑，牏

（牑）
）｝

表示时刻牠牑第 牏
（牑）个子系统被激活。则在零初始条

件下，有

爥≤∫
牠１

０
（犞
－１
╄
Ｔ
（牠）╄（牠）－ 犞╁

Ｔ
（牠）╁（牠）＋ 爼牏（０）╂（牠））ｄ牠＋

∫
牠２

牠１

（犞
－１
╄
Ｔ
（牠）╄（牠）－ 犞╁

Ｔ
（牠）╁（牠）＋ 爼

燈

牏
（１）╂（牠））ｄ牠＋ …
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＜ ０ （１９）

即‖╄（牠）‖２＜犞‖╁（牠）‖２。定理证毕。

以上定理给出了系统（１）能够实现鲁棒Ｈ∞可

靠控制的充分条件，在控制器的设计中考虑执行

器故障模型可得定理３。

定理 对于系统（１）和给定的正常数犞，若存

在正定矩阵┨牏，┣，矩阵┩牏及正标量犜，犡，使得下列

矩阵不等式成立

熍牏 └牏 熍
Ｔ
１牏 ┑牆牏Ｓ ┘牏 熍

Ｔ
２牏 ┨牏 ┨牏 ┩

Ｔ
牏┝牏０┚

１
２牏

－ 犞犡┙┞
Ｔ
牏      

  熍３牏   犜┗牏┚牏┕
Ｔ
２牏  

  － （１－ 犨）┣ ┣┕
Ｔ
牆牏   

    － ┙    

     熍４牏   

      － ┣ 

       － ┨牐 

熿

燀

燄

燅        － 犜┙

＜ ０

（２０）

式中：牏≠牐，牏，牐∈爫；

熍牏＝┑牏┨牏＋┒牏┝牏０┩牏＋（┑牏┨牏＋┒牏┝牏０┩牏）
Ｔ
＋

犜┒牏┚牏┒
Ｔ
牏－┨牏；

熍１牏＝┓牏┨牏＋┗牏┝牏０┩牏＋犜┗牏┚牏┒
Ｔ
牏；

熍２牏＝┕１牏┨牏＋┕２牏┝牏０┩牏＋犜┕２牏┚牏┒
Ｔ
牏；

熍３牏＝－
犞

犡
┙＋犜┗牏┚牏┗

Ｔ
牏；熍４牏＝－┙＋犜┕２牏┚牏┕

Ｔ
２牏

则系统（１）在切换律犲（牠）＝ａｒｇｍｉｎ
牏∈爫
｛╂

Ｔ
（牠）·┨

－１
牏 ·

╂（牠）｝下存在犞次优鲁棒Ｈ∞可靠控制器，控制器增

益矩阵为┛牏＝┩牏┨
－１
牏 。

证明 由定理２结合式（６）可得系统（１）能够

实现鲁棒Ｈ∞可靠控制的充分条件为

┤牏牐＋

┒牏┝牏０├牏┩牏＋ （┒牏┝牏０├牏┩牏）
Ｔ （┗牏┝牏０├牏┩牏）

Ｔ  （┕２牏┝牏０├牏┩牏）
Ｔ 

       

       

       

      

       

       

      

       

熿

燀

燄

燅

＜ ０

（２１）

式中

┤牏牐＝

犑牏０ └牏 （┓牏┨牏＋ ┗牏┝牏０┩牏）
Ｔ

┑牆牏┣ ┘牏犎
Ｔ
牏０ ┨牏 ┨牏

 － 犞犡┙ ┞
Ｔ
牏     

  －
犞

犡
┙     

   － （１－ 犨）┣ ┣┕
Ｔ
牆牏 

    － ┙  

     － ┙ 

      － ┣

       － ┨

熿

燀

燄

燅牐

其中：

犑牏０＝ ┑牏┨牏＋ ┒牏┝牏０┩牏＋ （┑牏┨牏＋ ┒牏┝牏０┩牏）
Ｔ
－ ┨牏；

犎牏０＝ ┕１牏┨牏＋ ┕２牏┝牏０┩牏

记

熈牏＝

┒牏┝牏０├牏┩牏＋ （┒牏┝牏０├牏┩牏）
Ｔ （┗牏┝牏０├牏┩牏）

Ｔ  （┕２牏┝牏０├牏┩牏）
Ｔ  

        

        

        

        

        

        

        

       

熿

燀

燄

燅

由引理２和式（６）可得

熈牏≤ 犜

┒牏



┗牏





┕２牏

熿

燀

燄

燅







┚牏

┒牏



┗牏





┕２牏

熿

燀

燄

燅







Ｔ

＋ 犜
－

┩
Ｔ
牏┝牏０熿

燀

燄

燅

















┚牏

┩
Ｔ
牏┝牏０熿

燀

燄

燅

















Ｔ

由此可知，若以下矩阵不等式成立

┤牏牐＋ 犜

┒牏



爢牏





┕２牏

熿

燀

燄

燅







┚牏

┒牏



爢牏





┕２牏

熿

燀

燄

燅







Ｔ

＋ 犜
－

┩
Ｔ
牏┝牏０熿

燀

燄

燅

















┚牏

┩
Ｔ
牏┝牏０熿

燀

燄

燅

















Ｔ

＜ ０

（２２）
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则式（２１）成立，由 Ｓｃｈｕｒ补引理可知式（２２）与式

（２０）等价。定理证毕。

注 在式（２０）中由于同时存在未知系数犡和

犡
－１
，故需作变量替换进行矩阵不等式的求解。利

用ｄｉａｇ｛┙，犡
－１
┙，┙，┙，┙，┙，┙，┙，┙｝分别左乘和右乘式

（２０）的左端，并令犣＝犡
－１
，则可将（２０）化为如下线

性矩阵不等式

熍牏 犣└牏 熍
Ｔ
１牏 ┑牆牏┣ ┘牏 熍

Ｔ
２牏 ┨牏 ┨牏 ┩

Ｔ
牏┝牏０┚

１
２牏

 － 犣犞┙ 犣┞
Ｔ
牏      

  熍３牏   犜┗牏┚牏┕
Ｔ
２牏   

   － （１－ 犨）┣  ┣┕
Ｔ
牆牏   

    － ┙    

     熍４牏   

      － ┣  

       － ┨牐 

熿

燀

燄

燅        － 犜┙

＜ ０

（２３）

式中熍３牏＝－犣犞┙＋犜┗牏┚牏┗
Ｔ
牏。

推论 对于系统（１），若以下最优化问题

ｍｉｎ
┨牏＞０，┣＞０，犜＞０，犡＞０，┩牏

犞

ｓ．ｔ．式（２０）

有可行解┨牏＞０，┣＞０，犜＞０，犡＞０，┩牏，牏∈爫，则系

统（１）在切换律犲（牠）＝ａｒｇｍｉｎ
牏∈爫
｛╂

Ｔ
（牠）┨

－１
牏 ·╂（牠）｝下

存在最优鲁棒 Ｈ∞可靠控制器，控制器增益矩阵

┛牏＝┩牏┨
－１
牏 。

注 由于式（２０）中同时存在未知系数犞犡和

犞

犡
，不易进行最优化求解。故令犤＝犞犡，犻＝

犞

犡
，将

其代入式（２０），则式（２０）成为了线性矩阵不等式，

注意到犞≤
犤＋犻

２
，故可通过求解

犤＋犻

２
的最小值，即

ｍｉｎ
┨牏＞０，┣＞０，犜＞０，犤＞０，犻＞０，┩牏

犤＋ 犻

２

ｓ．ｔ．

熍牏 └牏 熍
Ｔ
１牏 ┑牆牏┣ ┘牏 熍

Ｔ
２牏 ┨牏 ┨牏 ┩

Ｔ
牏┝牏０┚

１
２牏

 － 犤┙ ┞
Ｔ
牏      

  熍３牏   犜┗牏┚牏┕
Ｔ
２牏   

   － （１－ 犨）┣  ┣┕
Ｔ
牆牏   

    － ┙    

     熍４牏   

      － ┣  

       － ┨牐 

熿

燀

燄

燅        － 犜┙

＜ ０

（２４）

式中熍３牏＝－犻┙＋犜┗牏┚牏┗
Ｔ
牏。从而得到犞的最小上界，

然后可按下述方法求解犞的最小值：

（１）根据式（２４）求解出
犤＋犻

２
的最小值犞

（０）
（犞
（０）

为第一次迭代值）；

（２）取适当步长犠＝犠０，将犞
（０）
－犠０赋给犞

（１）
，代

入式（２３）求解。若无可行解，则停止迭代，犞
（０）即为

所求的最优性能指标；否则继续迭代直至犞
（牑）有可

行解，而犞
（牑＋１）无可行解，则待求的最优性能指标

犞＝犞
（０）
－牑犠０。

 数值算例

取系统（１）的子系统个数牕＝３，参数矩阵设置为

┑１＝
－２ ０

［ ］０ ２
，┑２＝

１ －３

［ ］０ －２
，┑３＝

－１ １

［ ］０ １
，

┑牆１＝
－５ ０

［ ］０ －４
，┑牆２＝

－３ －１

［ ］０ －６
，

┑牆３＝
－１ －１

［ ］０ ２
，┒１＝

－５ ７

［ ］－９ ０
，┒２＝

－８ ２

［ ］２ ６
，

┒３＝
－１ ０

［ ］０ ２
，┕１１＝

２ ５

［ ］０ ０
，┕１２＝

１ ２

［ ］４ ０
，

┕１３＝
－１ ０

［ ］１ ２
，┕２１＝

２ ０

［ ］３ １
，┕２２＝

２ ０

［ ］０２ ０
，

┕２３＝
１５ １

［ ］０５ ０
，┕牆１＝

－１ ０

［ ］１ ０１
，┕牆２＝

２ ０

［ ］１ ０
，

┕牆３＝
０３ ０１

［ ］１ １
，┓１ ［ ］＝ －０８ ０．５，

┓２ ［ ］＝ ０３ －０８，┓３ ［ ］＝ ０１ －０２，

┗１ ［ ］＝ ０１ ０， ┗２ ［ ］＝ －０１ ０， ┗３ ＝

［ ］－０２ ０，

└１＝
２ －１

［ ］－４ ０
，└２＝

３ －６

［ ］－５ １２
，

└３＝
１１ －２

［ ］－３ ５
，┘１＝┘２＝┘３＝

０１ ０２

［ ］０１ ０
，

┞１＝┞２＝┞３ ［ ］＝ ００１ ０

时变时延牆（牠）＝０５ｅ
－牠
，系统的初始状态取为

╂ ［ ］（０）＝ ０５ －０１
Ｔ
，╂（牠）＝，牠∈［－０５，０），

不确定参数矩阵┖１（牠）＝┖２（牠）＝
ｓｉｎ牠 ０

［ ］０ ｓｉｎ牠
，给定

的扰动抑制性能指标犞＝０８。

当┝１＝┝２＝┝３＝
１ ０

［ ］０ １
时，由定理 ２，利用

ＬＭＩ工具箱，可得控制器参数矩阵为

┛１＝
０５９５８ ４６６８７

［ ］－ ８１４５１ ５９９５０

┛２＝
２４７６２ － ２０６９６

［ ］－ ２９３３６ － ６０５３５
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┛３＝
１７０８９ ３５７４７

［ ］－ ０６７６４ － １４５６２９

选取切换律犲（牠）＝ａｒｇｍｉｎ
牏∈爫
｛╂
Ｔ
（牠）┨

－１
牏 ╂（牠）｝，切换域

为

熕１＝ ｛╂（牠）∈ ┢
２
╂
Ｔ
（牠）┨

－１
１ ╂（牠）≤ ╂

Ｔ
（牠）┨

－１
２ ╂（牠），

╂

（┾）┨

－１
１ ╂（牠）＜ ╂

Ｔ
（牠）┨

－１
３ ╂（牠）｝

熕２＝ ｛╂（牠）∈ ┢
２
╂
Ｔ
（牠）┨

－１
２ ╂（牠）＜ ╂

Ｔ
（牠）┨

－１
１ ╂（牠），

╂
Ｔ
（牠）┨

－１
２ ╂（牠）≤ ╂

Ｔ
（牠）┨

－１
３ ╂（牠）｝

熕３＝ ｛╂（牠）∈ ┢
２
╂
Ｔ
（牠）┨

－１
３ ╂（牠）≤ ╂

Ｔ
（牠）┨

－１
１ ╂（牠），

╂
Ｔ
（牠）┨

－１
３ ╂（牠）＜ ╂

Ｔ
（牠）┨

－１
２ ╂（牠）｝

则切换律设计如下

犲（牠）＝

１ ╂（牠）∈ 犓１

２ ╂（牠）∈ 犓２

３ ╂（牠）∈ 犓

烅

烄

烆 ３

闭环系统状态响应仿真结果如图１所示。

图１ 正常切换控制器作用下执行器无故障时的

闭环系统的状态响应

图１表明了在执行器未发生故障时，所设计的

正常切换控制器能够保证系统渐近稳定。

然而在实际系统中，执行器发生故障是不可

避免的。此处对故障执行器的参数设置如下

对子系统１：取００４≤牔１１≤１，０１≤牔１２≤１２，

可得

┝１０＝
０５２ ０

［ ］０ ０６５
，┚１＝

０９２ ０

［ ］０ ０８５

对子系统２：取０１≤牔２１≤１，００４≤牔２２≤１，

可得

┝２０＝
０５５ ０

［ ］０ ０５２
，┚２＝

０８２ ０

［ ］０ ０９２

对子系统３：取０９８≤牔３１≤１，０９８≤牔３２≤１，

可得

┝３０＝
０９９ ０

［ ］０ ０９９
，┚３＝

００１ ０

［ ］０ ００１

取子系统１的故障矩阵┝１＝
００４ ０

［ ］０ ０１
，子

系统２的故障矩阵┝２＝
０１ ０

［ ］０ ００４
，子系统３的

故障矩阵┝３＝
０９８ ０

［ ］０ ０９８
，此时仍用正常切换

控制器镇定执行器发生故障时的闭环系统，状态

响应如图２所示。

图２ 正常切换控制器作用下执行器故障时的闭

环系统的状态响应

显然，当执行器发生故障时，闭环系统的状

态响应发生了振荡，所设计的正常切换控制器无

法保证系统渐近稳定。

对于执行器发生故障时的闭环系统，由定理３

利用ＬＭＩ工具箱，可得控制器参数矩阵为

┛１＝
６２７３０ ７２１４２３

［ ］－ ２８３０４４ １４６４８２

┛２＝
１３３３２０ － ５１５２１５

［ ］－ ２１３７５３ － ２２５０２４３

┛３＝
２７７６６ １６１６２

［ ］－ １３８２７４ － ５７８６０４

闭环系统状态响应仿真结果如图３所示。

图３ 可靠切换控制器作用下执行器故障时的闭

环系统的状态响应
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图３的仿真结果表明，在具有容许不确定参数

及执行器发生故障的情况下，所设计的可靠切换

控制器能够保证系统渐近稳定，且能够克服时变

时延对系统稳定性造成的影响。

由推论１，按照注２的解步骤，利用ＬＭＩ工具

箱可求得最优Ｈ∞扰动抑制性能犞＝０７６，犞最优鲁

棒Ｈ∞可靠控制器设计为

┛１＝
５３０９２３ ２２９６７２５

［ ］－ ３８４３４８ － １９４７２６

┛２＝
１２９２３７ － ７５９０８３

［ ］－ １３０８８９５ － ７３１８３３３

┛３＝
４７４２４ ７８１７７

［ ］－ ６０４１０５ － ２０６０５７３

 结束语

本文针对一类具有时变参数不确定的时变时

滞切换系统，在执行器发生故障的情况下对鲁棒

Ｈ∞可靠控制问题进行了研究。采用多Ｌｙａｐｕｎｏｖ

Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函方法，以ＬＭＩ的形式分别给出了

系统的犞次优鲁棒Ｈ∞可靠控制器和犞最优鲁棒Ｈ∞

可靠控制器的设计方法，使得闭环系统在具有容

许不确定参数及执行器发生故障的情况下渐近稳

定，并给出了最优扰动抑制性能犞的迭代求解步

骤。最后的仿真算例表明了本文设计方法的有效

性。在进一步的研究中，可考虑构造合适的Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函与状态反馈控制器的 ＬＭＩ

求解方法相结合，得到时滞相关的结论。
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ｓｔａｂｉｌｉｚａｂｉｌｉｔｙａｎｄ Ｈ∞ ｃｏｎｔｒｏｌｔｈｅｏｒｙ ［Ｊ］．ＩＥＥＥ

ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｓｏｎＡｕｔｏｍａｔｉｃＣｏｎｔｒｏｌ，１９９０，３５（３）：

３５６３６１．

［１２］ＹａｏＢ，ＷａｎｇＦＺ．ＬＭＩａｐｐｒｏａｃｈｔｏｒｅｌｉａｂｌｅＨ∞ ｃｏｎ

ｔｒｏｌｏｆｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｙｓｔｅｍｓＥｎｇｉ

ｎｅｅｒｉｎｇａｎｄＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓ，２００６，１７（２）：３８１３８６．

［１３］ＤｅｃａｒｌＲＡ，ＢｒａｎｉｃｋｙＭ Ｓ，ＬｅｎｎａｒｔｓｏｎＢ．Ｐｅｒｓｐｅｃ

ｔｉｖｅａｎｄｒｅｓｕｌｔｓｏｎｔｈｅｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎｄｓｔａｂｉｌｉｚａｂｉｌｉｔｙｏｆ

ｈｙｂｒｉｄｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩＥＥＥ，２０００，

８８（７）：１０６９１０８２．

３０５第４期 王荣浩，等：具有时变时滞不确定切换系统的鲁棒Ｈ∞可靠控制


