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基于分岔理论的直升机地面共振分析

邵 松 朱清华 张呈林 倪先平

（南京航空航天大学直升机旋翼动力学重点实验室，南京，２１００１６）

摘要：基于拉格朗日法建立了旋翼燉机体耦合的直升机地面共振动力学模型，该模型考虑了非线性桨叶摆振阻尼

的影响。采用非线性分岔理论对无阻尼地面共振动力学系统的自激振动边界进行了预测，并与经典的Ｃｌｏｅｍａｎ

特征方程法得出的结果进行了对比验证。随后利用该理论分析了无阻尼及含桨叶非线性摆振阻尼的地面共振系

统的动力学特性。结果表明，采用非线性桨叶摆振阻尼使地面共振动力学系统在自激振动区域呈现出有限幅度

的极限环振动，同时也避免了系统在该区域运动发散，且极限环振动幅值与非线性阻尼相关。
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直升机“地面共振”是一种旋翼和机体耦合的

自激振动，地面共振的发散程度极大，往往在几秒

钟内就会导致机体及旋翼的破坏［１］
。经典的地面共

振分析模型由 Ｃｏｌｅｍａｎ和 Ｆｅｉｇｎｏｌｄ在 １９５８年完

成，该模型能够较为准确地确定直升机地面共振的

稳 定 性 边 界［２］
。近 年 来，Ｚｈａｏ等

［３］
、Ｓｍｉｔｈ和

Ｈｏｗａｒｄ
［４］和胡国才［５］等对该问题进行了深入的研

究，并取得了较为理想的分析结果。前述的直升机

地面共振理论多集中于线性模型，现代直升机设计

过程中非线性阻尼器的引入避免了地面共振问题

的发生，而基于线性假设的地面共振模型显然不适

应对其动力学特性进行预测及分析［６］
，近年来兴起

的非线性分岔理论揭示了系统的各种运动状态之

间的相互联系，能够有效地分析振动系统的非线性



动力学特性［７］
。

由于直升机地面共振问题的复杂性，即使简单

的分析模型在推导的过程中仍然需要大量的线性

假设，如摆振角的小角度假设等，本文基于拉格朗

日法在推导直升机地面共振动力学模型过程中未

作该方面的假设，得到了适合于非线性动力学分析

的地面共振模型，并采用分岔理论对其非线性动力

学特性进行研究。

 地面共振动力学方程推导

 地面共振动力学模型

图１为直升机地面共振平面分析模型
［１］
，其中

牨牗牪为地面坐标系，牨′牗′牪′为桨毂中心不旋转坐标

系，假设桨叶刚性，不考虑气动力，忽略桨叶的挥舞

和扭转效应，机身沿牨和牪向运动，犢牑表示桨叶摆

振运动。

图１ 地面共振平面分析模型

 动能项

基于机身及桨叶的刚体假设，则机体及桨叶的

动能分别表示为式（１，２）

爴牊＝
１

２
牔牨牣

２
１＋

１

２
牔牪牣

２
２ （１）

爴牄牑＝
１

２
牔牄犱

２
牑 （２）

式中：下标牊和牑分别表示机身和桨叶；牔牨和牔牪分

别表示机体的纵横向位移；牣１和牣２表示机身在地

面坐标下的纵横向运动；犱表示桨叶质心在地面坐

标系下的相对坐标。综合考虑多片桨叶可得式（３）

所示的机身及旋翼动能项

爴＝ 爴牊＋∑
爫

牑＝１

爴牄牑 （３）

 势能项

由机身及桨叶运动产生的弹性恢复力可以得

到其势能表达式，如式（４～６）所示

爺牊＝
１

２
爦牨牣

２
１＋

１

２
爦牪牣

２
２ （４）

爺牄牑＝
１

２
爦犢犢

２
牑 （５）

式中：爦牨和爦牪为机身起落架等效线性刚度，爦犢为

摆振铰等效线性刚度。组集多片桨叶可得总的势能

项如式（６）所示

爺＝ 爺牊＋∑
爫

牑＝１

爺牄牑 （６）

 耗散能项

机身和桨叶耗散能项由起落架阻尼及桨叶摆

振铰阻尼提供，如式（７～９）所示

爟牊＝
１

２
爞牨牣

２
１＋

１

２
爞牪牣

２
２ （７）

爟牄牑＝
１

２
爞犢犢
２
牑 （８）

爟牕牓牑＝ 爼犢犢

牑燏犢

牑燏 （９）

式中：爞牨和爞牪为起落架纵横向当量线性阻尼系数；

爞犢为桨叶摆振铰当量线性阻尼系数；下标牕牓表示非

线性阻尼耗散能项；爼犢为摆振非线性阻尼器系数。

按照动能及势能项的组集方法可得如式（１０）

所示的机身燉旋翼耦合动力学系统的耗散项

爟＝ 爟牊＋∑
爫

牑＝１

（爟牄牑＋ 爟牕牓牑） （１０）

 动力学方程推导

基于前述的能量表达式，采用拉格朗日方程

法，得到如式（１１）所示的非线性地面共振动力学系

统方程组

爡（牚，牚，牚，牠）＝ ０ （１１）

式中：牚为广义自由度。进一步处理，可得如式（１２）

所示的形式

爛（牚，牚，牠）牚＝ 牊（牚，牚，牠） （１２）

最后得到式（１３）所示的状态空间方程，采用四阶

ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ数值积分方法对其求解

牚＝ 牘

牘＝ 爛
－１｛ 牊

（１３）

 地面共振稳定性分析方法

 Ｃｏｌｅｍａｎ特征方程法

Ｃｏｌｅｍａｎ推导了铰接式直升机的地面共振动

力学方程，并在此基础上利用特征多项式为零的条

件得到式（１４）和式（１５）
［２，８９］

（１－ 牼１）
犓

犽槏 槕牜
２

－ ２牄牜
犓

犽槏 槕牜 ＋ 牅牜＝ ０ （１４）

（１－ 牼１）
犓

犽槏 槕牜
２

－ ２牄牏
犓

犽槏 槕牜 ＋ 牅牏＝ ０ （１５）

式中：牼１＝
牉

爲
，犽牜＝

爦牨

爩槡牨
；牄牜，牅牜，牄牏和牅牏见文献［８］。

联立式（１４，１５）可得
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犓

犽槏 槕牜 ＝
牅牜－ 牅牏

２（牄牜－ 牄牏）
（１６）

同时，式（１４）乘以牄牏减去（１５）乘以牄牜可得

犓

犽槏 槕牜
２

＝
牄牜牅牏－ 牅牜牄牏

（１－ 牼１）（牄牏－ 牄牜）
（１７）

联立方程（１６，１７）得

４（牄牜牅牏－ 牅牜牄牏）（牄牏－ 牄牜）－ （１－ 牼１）（牅牜－ 牅牏）
２
＝ ０

（１８）

按照文献［８］中牄牜，牅牜，牄牏和牅牏的定义方式可以将方

程（１６，１８）转化成

（犓燉犽牜 槡）＝ ［１＋ （牚燉牘牪）］ 牀 （１９）

牪
２
｛牘

２
［牼１＋ （牼２燉牀）］－ （牘牚燉犧牀）｝＋

２牘牚牼１牪－ （１－ 牼１）牚
２
＝ ０ （２０）

式中牘，牚和牪见文献［８］。求解方程（２０）可得

（１－ 牼１）
牚

槏 槕牘牪 ＝ 牼１±
牼１牀＋ 牼２（１－ 牼１）

｛ 牀
－

（１－ 牼１）牼３牀（１－ 牀）

（１－ 牀）
２
＋ 犧

２
牊 ｝牀

（２１）

将式（２１）中的牚燉牘牪代入式（１９）中可得无阻尼旋

翼燉机体耦合地面共振动力学系统稳定性边界

犓

犽槏 槕牜 ＝
槡牀

１－ 牼１
１±

牼１牀＋ 牼２（１－ 牼１）

｛［ 牀
－

（１－ 牼１）牼３牀（１－ 牀）

（１－ 牀）
２
＋ 犧

２
牊 ｝］牀

（２２）

式 中：牀 ＝
犽牊

犽牜
，牼２ ＝

爦犢

爤牄犽
２
牜

，爤＝ 牔牄爲
２
，牼３ ＝

爫牔牄

２（牔牊＋爫牔牄）
，犧牊＝

爞牊

牔牊犽牜
。

 分岔理论分析法

分岔现象是指振动系统的定性行为随着系统

参数的改变而发生质的变化。非线性地面共振动力

学系统（１１）中参数旋翼转速犓连续变动时，若系统

的相轨迹拓扑结构在犓＝犓０时突然发生变化，则表

明系统在该点发生了分岔，在（牚，犓）空间中，平衡

点和极限环随参数变化的图形称为分岔图。生成分

岔图的有解析法和数值法，由于本文的地面共振非

线性动力学系统可以直接进行数值积分进行求解，

因此本文拟采用数值积分的结果选取时间序列的

极大值点，进而得出系统随参数犓变化的分岔图。

 结果与分析

本文以文献［１０］提供的直升机地面共振系统

动力学特性参数作为数值算例，进行系统的稳定性

边界及预测其非线性动力学特性的研究，算例为铰

接式旋翼，其中主要参数为爫＝３，爲＝３４８ｍ，牉＝

０１５２４ｍ，牔牄＝１４６ｋｇ，牔牊＝９４８６ｋｇ和 爦牨＝

１６４８×１０
６
Ｎ·ｍ

－１等。

 线性无阻尼系统

图 ２显示的是由式（２２）得到的无阻尼直升机

地面共振系统稳定性边界图，图中显示在犓＝

１２１～２１１ｒ燉ｍｉｎ范围内旋翼机身耦合动力学系统

处于自激振动区域，即在该区域直升机发生地面共

振。

图２ Ｃｏｌｅｍａｎ稳定性边界图

基于图２给出的地面共振系统稳定性边界，本

文基于极值法给出了自激振动区域上下边界附近

的摆振角随犓变化的分岔图，如图３，４所示。图３所

示的摆振角分岔图可以看出系统在 犓＝１２０９～

１２０９５ｒ燉ｍｉｎ范围内系统发生分岔，与图２相比，

图３的分岔图中不仅更准确给出了无阻尼地面共

振系统失稳的临界值，而且给出了系统的运动随犓

的变化规律。图５，６分别显示的是犓＝１２０９

ｒ燉ｍｉｎ时摆振角的时域响应和摆振角及摆振角速

度相平面轨迹图，图中清楚地显示了地面共振系统

在未发生自激振动时，由于系统无阻尼，桨叶的摆

振运动呈现微小幅度的振荡，系统处于稳定状态。

图７，８显示的是犓＝１２０９５ｒ燉ｍｉｎ时摆振角的时域

响应和摆振角及摆振角速度相平面轨迹图，在分岔

点产生后，系统发生自激振动，系统的振幅迅速增

大，随着旋翼转速的增加，地面共振动力学系统的

运动迅速发散。图４中的摆振角分岔图反映了系统

在犓＝２１０９～２１０９５ｒ燉ｍｉｎ范围内发生分岔，该

分岔使得地面共振系统从自激振动区域向稳定状

态发展。图９～１２分别显示的是犓＝２１０９ｒ燉ｍｉｎ和

犓＝２１０９５ｒ燉ｍｉｎ时桨叶摆振角的时域响应和摆

振角及摆振角速度相平面轨迹图，对比两个状态的

时域响应及相平面轨迹图表明系统在分岔发生后，

地面共振系统迅速由多频的高幅值振动向稳定方

向发展，由于系统未考虑阻尼，因而从图１１摆振角

时域响应图可以看出系统在稳定状态仍呈现出幅

度很小的振荡。
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图３ 摆振角分岔图（１２０≤犓≤１２２ｒ燉ｍｉｎ）

图４ 摆振角分岔图（２１０≤犓≤２１２ｒ燉ｍｉｎ）

图５ 摆振角时域响应曲线（犓＝１２０９ｒ燉ｍｉｎ）

图６ 摆振角及角速度相平面图（犓＝１２０９ｒ燉ｍｉｎ）

图７ 摆振角时域响应曲线（犓＝１２０９５ｒ燉ｍｉｎ）

图８ 摆振角及角速度相平面图（犓＝１２０９５ｒ燉ｍｉｎ）

图９ 摆振角时域响应曲线（犓＝２１０９ｒ燉ｍｉｎ）

图１０ 摆振角及角速度相平面图（犓＝２１０９ｒ燉ｍｉｎ）
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图１１ 摆振角时域响应曲线（犓＝２１０９５ｒ燉ｍｉｎ）

图１２ 摆振角及角速度相平面图（犓＝２１０９５ｒ燉ｍｉｎ）

 摆振非线性阻尼系统

为了分析桨叶摆振铰非线性液压阻尼器的作

用，本文在地面共振动力学系统建模过程中以爟牕牓牑＝

爼犢犢
燏犢
燏考虑了该效应。图１３给出了不同非线性阻

尼系数下的桨叶摆振角分岔图，图中可以看出在非

线性阻尼的作用下，系统的自激振动区域的上下边

界出现了ｈｏｐｆ分岔点，与之相伴随的是系统在自

激振动区域形成了有限幅度的极限环振动，系统处

于周期运动状态，而避免了前述的在无阻尼系统自

激振动区域的运动发散，这表明非线性阻尼效应使

地面共振动力学系统的运动形式在自激运动区域

发生了质的变化。值得注意的是，从图１３可以看出

桨叶摆振铰非线性阻尼的变化对系统的自激振动

区域的边界影响不大，但对该区域极限环振动的幅

值有着重要的影响，由图１４所显示的不同非线性

阻尼在犓＝１４０ｒ燉ｍｉｎ的相轨迹平面图可以看出，

桨叶的摆振运动呈现很明显的极限环振动，且在桨

叶摆振非线性阻尼增大时极限环振动的幅值

是 逐渐减少的。图１５～１８分别显示了在犓＝

１４０ｒ燉ｍｉｎ时不同非线性阻尼系统摆振角的时域

响应曲线图，通过对比这几张图可以看出，地面共

振系统在非线性阻尼的作用下显现出周期运动，且

摆振角的振幅随着非线性阻尼的增大而减小。

图１３ 不同爼犢下摆振角分岔图

图１４ 不同爼犢下摆振角及角速度相平面图

图１５ 摆振角时域响应图（爼犢＝１５００Ｎ·ｍ·（ｒａｄ·

ｓ
－１
）
－２
）

图１６ 摆振角时域响应图（爼犢＝３０００Ｎ·ｍ·（ｒａｄ·

ｓ
－１
）
－２
）
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图１７ 摆振角时域响应图（爼犢＝４５００Ｎ·ｍ·（ｒａｄ·

ｓ
－１
）
－２
）

图１８ 摆振角时域响应图（爼犢＝６０００Ｎ·ｍ·（ｒａｄ·

ｓ
－１
）
－２
）

 结束语

本文基于拉格朗日法建立了旋翼燉机身耦合的

直升机地面共振分析模型。采用Ｃｏｌｅｍａｎ及非线性

分岔理论分别给出了系统的自激振动区域，结果表

明本文所推导的地面共振模型是正确的。需要指出

的是，借助于分岔理论对无阻尼及含有非线性阻尼

的地面共振动力学系统的研究表明，非线性阻尼使

地面共振系统在自激振动区域处于有限幅度的极

限环振动，从而有效地解决了系统在该区域运动发

散的问题，且极限环振动的幅值随着非线性阻尼的

增加而减小。
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