
书书书

第
!"

卷第
#

期

$"#%

年
$

月 !!!!

南
!

京
!

航
!

空
!

航
!

天
!

大
!

学
!

学
!

报

&'()*+,'-.+*

/

0*

1

2*034)506

7

'-84)'*+(6095: 856)'*+(6095

!!!!

;',<!".'<#

!

=4><$"#%

?@A

!

#"<#BC!B

"

/

<#""!D$B#!<$"#%<"#<""#

任意铺层复合材料加筋板屈曲!后屈曲行为的解析解
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摘要"给出了一种求解任意铺层复合材料加筋板屈曲!后屈曲问题的解析方法"首先将加筋板简化为受弹簧约

束的层合板#而后通过构造位移函数#并利用伽辽金法得到了加筋板压缩$剪切和压剪载荷下的屈曲!后屈曲解

析解"求解中引入了无量纲参数#使得结果更具一般性%在后屈曲行为中考虑了初始缺陷和由耦合刚度引起的

前屈曲挠度#使得结果更加准确"通过与有限元结果的比较#讨论了几何参数$弹簧刚度等对解的影响"最后将

该方法应用于
F

形加筋对称铺层复合材料加筋板的屈曲!后屈曲分析中#考虑
F

形筋对复合材料层板粘结区的

刚度增强作用#采用刚度平均化方法引入增强效果#并与两种
F

形筋刚度简化模型以及有限元结果进行了比

较#验证刚度平均化方法对计算加筋板屈曲!后屈曲行为的有效性"

关键词"复合材料加筋板%屈曲%后屈曲%解析解
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复合材料在航空结构中常以层合板*层合壳的

形式出现&这些结构一般较薄$常常通过设置加强

筋来增强整体刚度或局部刚度$但结构的静强度失

效中仍有很大一部分是由于失稳所引起的$所以结

构的稳定性问题非常突出&

在早期稳定性的设计中$考虑到复合材料的脆

性$屈曲会造成结构损伤$所以把设计载荷设定在

初始屈曲载荷以下$以确保结构使用过程中的安全

性&随着制造工艺的改善$纤维和基体性能的提

高$人们发现这样的设计要求使很大一部分复合材

料承载能力没有发挥$造成结构的浪费&已有的研

究表明(

#DC

)

!复合材料加筋板在处于较低的应力水

平时可能产生局部失稳现象$但不一定产生破坏$

仍具有很大的承载能力$最终的承载能力可能是初

始屈曲载荷的
$

"

C

倍$甚至更高&要充分发挥结

构的承载能力$提高材料*结构的使用效率$就必须

利用复合材料加筋板#壳%的后屈曲段承载性能&

要发挥复合材料加筋结构的承载能力$就必须

加强后屈曲阶段的研究&在结构的初步设计中$如

果要利用后屈曲承载能力来设计层合板$就要对层

合板在不同载荷和边界约束组合下的屈曲"后屈曲

问题进行快速且有效的计算&现有的研究通常通

过推导各种形式的载荷和边界条件下的屈曲"后屈

曲行为的解析公式$以达到快速计算的目的&正交

各向异性的复合材料层合板屈曲问题很早就有了

比较成熟的解析解法(

G

)

$

X43Y*4)

等(

!

)将筋条对面

板的约束简化成简支约束或固支约束$得到了纵向

筋条加强的复合材料圆柱壳屈曲载荷的解析解&

这种简化方法没有考虑筋条的扭转刚度$过低#简

支约束%或过高#固支约束%地估计了筋条对面板的

约束作用&

X+0O

等(

B

)将筋条简化为扭转杆$对面

板进行扭转约束$得到了各向同性板在弹性约束下

屈曲载荷的解析解$并通过数值方法进行了验证&

Z05+

1

*0

等(

H

$

%

)将这种方法推广到复合材料加筋板

模型$模拟其在均布压缩载荷下的屈曲和后屈曲形

态$模型中筋条被简化为扭力杆$整体加筋板模型

转化为两扭力杆和其间面板的局部模型$再利用里

兹法得到屈曲载荷的解析解和后屈曲行为的半解

析解&

[0+'

等(

ED#C

)建立了离散板分析方法$将复合

材料型材简化成一系列板件$每个板件都转化为边

界#与其他板件连接处%受到弹性约束或自由边的

正交各向异性板$对整个型材的分析就转化为受各

种边界约束和载荷方式的局部板件的分析&

S06

D

64,564K6

等(

#G

)用里兹法研究对称铺层层合板压缩

载荷下的屈曲载荷与屈曲模态$求解中考虑弯扭耦

合刚度$讨论了耦合刚度对屈曲分析结果的影响&

与特征值屈曲分析相比$复合材料层合板后屈

曲解析解法的文献相对较少&

S0664,564K6

等(

#!

)利

用伽辽金法得到了简支和固支边界矩形板在剪切

载荷下的屈曲与后屈曲的解析解$并在后屈曲中引

入了初始缺陷$但忽略了弯扭耦合项&

Z44)Q')56

等(

#B

)将该方法推广到弹性约束下的复合材料层合

板在压剪复合载荷下的屈曲"后屈曲求解$考虑了

弯扭耦合项$但未考虑横向边界的约束情况&

Z

7

O,(J

等(

#H

)基于最小势能原理$考虑几何非线

性$分析双向轴压载荷下双向加筋板的后屈曲行

为$解析结果与数值结果在前屈曲阶段吻合较好$

后屈曲阶段有一定的误差&

Z)(>+O

等(

#%

)用半解

析方法研究筋条方向任意的复合材料加筋板在压

剪载荷作用下的屈曲和后屈曲行为$所得结果与数

值模拟结果误差很小&以上屈曲和后屈曲的解析

解法都是针对对称铺层的层合板#加筋板%$任意铺

层的层合板因刚度矩阵存在拉弯耦合和弯扭耦合

项$很难得到解析解&

?0+9'*(

等(

#E

)研究了简支约

束下的任意铺层层合板在压缩载荷下的后屈曲问

题$通过引入无量纲参数将大挠度后屈曲的平衡方

程和协调方程无量纲化$根据简支边界条件和由铺

层不对称而引起扭曲的屈曲模态构造挠度函数$考

虑前屈曲挠度$利用伽辽金法对控制方程进行求

解$得到压缩载荷和挠度的显式表达式&

.04

等(

$"

)

将该方法推广到求解弹性约束下的任意铺层层合

板在剪切载荷下的后屈曲问题$通过边界上承受扭

转约束的边界条件$构造屈曲挠度函数$并利用伽

辽金法得到剪切载荷和挠度的显式表达式&

本文针对任意铺层的复合材料加筋板$通过将

加筋板简化为受弹簧约束的层合板$利用伽辽金

法$得到了加筋板受压缩*剪切和压剪载荷下的屈

曲"后屈曲解析解&求解中引入了无量纲参数$使

得结果更具一般性'在后屈曲行为中考虑了初始曲

线和耦合刚度引起的前屈曲挠度$使得结果更加准

确&通过与有限元结果的比较$讨论了几何参数*

弹簧刚度等对解的影响&最后将该方法应用于
F

形加筋对称铺层复合材料加筋板的屈曲分析中$考

虑
F

形筋对复合材料层板粘结区的刚度增强作

用$采用刚度平均化方法引入增强效果$并与两种

F

形筋刚度简化模型以及有限元结果进行了比较$

验证了粘结区刚度平均对加筋板后屈曲行为分析

的有效性&

>

!

复合材料层合板屈曲!后屈曲解析

分析方法

!!

在复合材料加筋板的初步设计阶段$采用解析

方法可以提高设计效率&

在复合材料加筋板的屈曲"后屈曲问题求解

$
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复合材料加筋板分析模型
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中$通常的做法是将筋条简化为扭转弹簧#见图

#

%

(

H
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$原问题即转化为求解边界含弹性约束的板的

屈曲"后屈曲问题&为了使分析更具一般性$本文

考虑的复合材料加筋板的面板为任意铺层的复合

材料层合板&
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基本方程

根据经典层合板理论和基于基尔霍夫假设的

薄壁理论$中面上单位长度的薄膜应力+
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层合板大挠度后屈曲平衡方程可由薄膜应力

表示为
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薄膜应力可由应力函数
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当复合材料层合板受到压缩载荷
&

.

和剪切

载荷
&

.

/

单独或共同作用时$设其中占主导作用的

载荷为
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应变和曲率可分别定义为(
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%$并引入无量纲参数#见附录%$

层合板后屈曲问题的无量纲基本微分方程为
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%
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算例结果对比和讨论

在对任意铺层复合材料加筋板屈曲"后屈曲问

题的求解中$加筋板是被当作无限长板来处理的$

忽略了横向边界约束的影响$再结合筋条刚度和面

板耦合刚度#前屈曲挠度%$对屈曲"后屈曲结果会

产生不同程度的影响&因此$须根据不同的长宽比

对解析解进行验证&对比解是基于有限元计算的

结果&

本文采用
8Z8[2R

软件&加筋板模型参见

图
#

$板宽设为
#!"JJ

$长度由长宽比决定$计算

时采用
G

节点壳单元
RG_

$单元尺寸为
!JJ`

!JJ

'进行单元尺寸的收敛性分析$结果证实在该

尺寸下的结果是收敛的'上下边的筋条简化为弹性

约束$采用
R

P

)0*

1

弹簧单元模拟$弹簧单元的刚度

为筋条的扭转刚度$四边均约束离面位移&

复合材料单层材料参数(

H

)为!

'

##

\##CVX+

$

'

$$

\EVX+

$

<

#$

\C<%$VX+

$

-

#$

\"<C"$

$厚度

"<$!JJ

&加筋板长宽比
.

\=

"

>

$取为
#

...

H

'

筋条扭转刚度
?

取
"

$

#

$

#"

和
#""

&面板铺层方式

很多$此处只选取一般的不对称铺层(

"

"

G!

"

^G!

"

E"

)&

以下为压缩*剪切和压剪#压剪比
#a#

%

C

种载

荷的有限元和本文解析解结果的对比&

#<C<#

!

屈曲载荷

加筋板的屈曲载荷解析结果可由式#

$E

%解得$

有限元结果由特征值分析获得&图
$

为
C

种载荷

形式下屈曲载荷的结果比较&

图
$

!

不同弹性约束和长宽比下的复合材料层合板在

C

种载荷下的屈曲载荷

=0

1

<$

!

Z(9O,0*

1

,'+K5'-,+J0*+64K9'J

P

'5064

P

+*4,5

U06QK0--4)4*64,+5609)456)+0*65+*K+5

P

496)+60

D

'55(>

/

4964K6'6Q)44O0*K5'-,'+K5
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由图
$

的结果比较可知$当长宽比较小时$解

析解的屈曲载荷与有限元结果偏差较大'但当
.1

C

后$

C

种载荷下屈曲载荷的解析结果和有限元结

果的偏差小于
#"b

$并随着长宽比的增大而趋向

有限元结果&该现象也适用于其他铺层$限于篇

幅$不再给出&

#<C<$

!

后屈曲响应

复合材料层合板为任意铺层时$可能存在不对

称性引起的耦合刚度$在屈曲前就会产生较大的挠

度$加上筋条扭转刚度约束性的差异$对后屈曲响

应会有不同程度的影响&因此$本节除解析解与有

限元结果的比较外$还比较了考虑前屈曲挠度#本

文结果
#

%和不考虑前屈曲挠度#本文结果
$

%对结

果的影响&

图
C

$

G

为压缩载荷和剪切载荷下的载荷
D

挠度

曲线&由图
C

$

G

可见$一般铺层复合材料层合板在

压缩和剪切载荷作用下产生了较大的前屈曲挠度$

当筋条扭转刚度较小时$约束力较弱$对后屈曲影

图
C

!

不同扭转刚度约束下的复合材料层合板在压缩载荷下的载荷
D

挠度曲线

=0

1

<C

!

L'+K

D

K4-,4960'*9()345-'),+J0*+64K9'J

P

'5064

P

+*4,5U06QK0--4)4*6)'6+60'*+,560--*455)456)+0*655(>

/

4964K6'

9'J

P

)4550'*,'+K5

图
G

!

不同扭转刚度约束下的复合材料层合板在剪切载荷下的载荷
D

挠度曲线

=0

1

<G

!

L'+K

D

K4-,4960'*9()345-'),+J0*+64K9'J

P

'5064

P

+*4,5U06QK0--4)4*6)'6+60'*+,560--*455)456)+0*655(>

/

4964K6'

5Q4+),'+K5
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响较大$若不予以考虑$对后屈曲的挠度计算结

果影响较大'只有在筋条扭转刚度很大*约束力

非常强时$前屈曲的影响才可忽略&压剪载荷是

压缩和剪切载荷的组合$结果与两者一致$在此

不再给出&

!!

图
!

给出了加筋板受压缩和剪切载荷共同作

用时$不同压剪比#

&

.

\"@!&

.

/

$

&

.

\&

.

/

和
&

.

\

$&

.

/

%下的载荷
A

挠度曲线&由图可见$解析结果

和有限元结果吻合很好&

图
!

!

在不同压剪比压剪载荷作用下的载荷
D

挠度曲线

=0

1

<!

!

L'+K

D

K4-,4960'*9()345-'),+J0*+64K9'J

P

'5064

P

+*4,5 U06Q K0--4)4*6)'6+60'*+,560--*455)4

D

56)+0*655(>

/

4964K6'9'J>0*4K9'J

P

)4550'*+*K

5Q4+),'+K5

@

!

解析解法的应用

复合材料加筋板的面板一般采用对称铺层$以

避免成型后的翘曲&筋条与面板通过粘结区粘结

为一个整体$粘结区会提高面板刚度$但面板和粘

结区的整体铺层往往会失去对称性&因此$该区域

存在耦合刚度&而目前的分析方法均不考虑粘结

区的刚度增强效果$屈曲载荷值相对偏低$影响加

筋板承载力的发挥&

本节以工程中最常用的
F

形筋复合材料加筋

板为例$通过刚度平均化方法$引入粘结区的刚度

增强作用$采用上节任意铺层层合板屈曲"后屈曲

解析解法进行求解&

@?>

!

刚度平均方法

图
B

为工程中常用的
F

形筋复合材料加筋板

截面结构示意图$其中
>

为筋间距$

>

;

为无筋区面

板宽度$则粘结区宽度为
>̂ >

;

&

以面板的中面为基准面$假设面板的厚度为

9

;

$铺层数为
*

$粘结区的厚度为
9

B

$铺层数为
C

&

根据经典层合板理论$面板的拉伸刚度系数
,

;

%

D

$耦

合刚度系数
1

;

%

D

和弯曲刚度系数
+

;

%

D

分别为

图
B

!

F

形筋加筋板截面结构示意图

=0

1

<B

!

R6)(96()+,)4

P

)454*6+60'*'-FD5Q+

P

4K560--4*4K

P

+*4,5

,

;

%

D

3

2

*

?

3

#

#

E

;

%

D

%

?

#

F

?

5

F

?

5

#

%$

1

;

%

D

3

#

$

2

*

?

3

#

#

E

;

%

D

%

?

#

F

$

?

5

F

$

?

5

#

%$

+

;

%

D

3

#

C

2

*

?

3

#

#

E

;

%

D

%

?

#

F

C

?

5

F

C

?

5

#

% #

C$

%

由于加筋板的面板是对称铺层$所以刚度矩阵

是对称的$且耦合刚度
1

;

%

D

\"

$拉弯耦合刚度系数

,

;

#$

$

,

;

#B

和弯扭耦合刚度系数
+

;

#$

$

+

;

#B

与其他量相

比是小量$并随着铺层数的增加而减小&因此$为

求解方便$在通常的分析中一般取零值$但在本文

中无须忽略&

采用同样方法可以得到粘结区各刚度系数$由

于粘结区的铺层可能是非对称的$即以下刚度系数

均不为零

,

G

%

D

3

2

C

?

3

#

#

E

G

%

D

%

?
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F
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%
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#
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%
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%

?
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F
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?
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F

$

?
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#

%$

+
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%

D

3

#

C

2

C

?

3

#

#

E

G

%

D

%

?

#

F

C

?

5

F

C

?

5

#

% #

CC

%

采用平均化方法$将粘结区刚度叠加到层合板

上

,

%

D

\

#

>

(#

>̂ >

;

%

,

G

%

D

]>

;

,

H

%

D

)$

1

%

D

\

#

>

(#

>̂ >

;

%-

1

G

%

D

]>

;

1

H

%

D

)$

+

%

D

\

#

>

(#

>̂ >

;

%

+

G

%

D

]>

;

+

H

%

D

)

#

CG

%

粘结区的铺层非对称性$使得刚度系数
,

%

D

$

1

%

D

和

+

%

D

均不为零&

@?@

!

算例及结果分析

考虑筋条间距
#""JJ

$粘结区宽度
G"JJ

$

筋条高度
$"JJ

$长度
C""JJ

的
F

形筋复合

材料 加 筋 板&面 板 铺 层 为 (

G!c

"#

"c

$

E"c

%"

G!c

)$筋条为 (

G!c

"

"c

"

"c

"

"c

"

"c

"

G!c

)$筋条粘结

区为 (

G!c

"

"c

"

"c

)$其中#

"c

$

E"c

%和
G!c

层材料

为碳纤维布$

"c

层材料为碳纤维单向带&材料

性能见表
#

&

表
>

!

铺层材料性能

B#4?>

!

8#

%

5-9#&5-'#$

;

-*

;

5-&'53

材料
单层厚度"

JJ

'

##

"

VX+

'

$$

"

VX+

-

#$

<

#$

"

VX+

碳纤维布
"<C"$ BB<$ !H<$ "<"GC !<""

碳纤维单向带
"<#BH #"E<" E<B "<$%B G<EG

H
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利用式#

C$

"

CG

%$可得到平均化后的刚度阵$

采用第
#

节中的方法可以得到加筋板屈曲"后屈曲

响应$在此称解法
#

&工程中常用的求解方法是将

F

形筋条简化为扭转弹簧$弹簧刚度的计算分为只

考虑筋条立面并忽略粘结区$和两者都考虑的两种

方法$在此称解法
$

和
C

&面板为对称铺层$按

式#

C$

%计算&解法
#

"

C

及有限元方法计算结果见

表
$

和图
H

&

表
@

!

特征值屈曲载荷

B#4?@

!

C'

0

5"7#$+54+(/$'"

0

$*#1

!!

.

"

JJ

载荷形式 解法
#

解法
$

解法
C =IS

压缩
BH<C $!<CHHE $G<#% B!<!

剪切
!"<% C"<%!HC $H<%" GE<B

压剪
G$<! #H<BCBB #B<#" G#<C

图
H

!

复合材料加筋板的载荷
D

挠度曲线比较

=0

1

<H

!

T'J

P

+)05'*-'),'+K

D

K4-,4960'*9()345'-560--

D

4*4K9'J

P

'5064

P

+*4,5

!!

由表
$

和图
H

可知$解法
$

和
C

没有体现粘结

区的刚度增强效果$屈曲载荷偏低'而解法
#

考虑

了粘结区的增强效果$屈曲载荷与
=IS

结果相

比$偏差为
$<%b

&解法
$

和
C

的载荷
D

挠度曲线与

=IS

相比$尽管趋势相近$但由于面板刚度的差

别$使曲线在数值上相差较远$而解法
#

的载荷
D

挠

度曲线与
=IS

的吻合较好&

A

!

结
!!

论

本文给出了一种弹性约束下的任意铺层复合

材料层合板在压缩*剪切或压剪载荷下的屈曲"

后屈曲问题解析解法$讨论了不同几何尺寸*前

屈曲挠度*弹簧扭转刚度对屈曲"后屈曲响应的

影响!

#

#

%加筋板面板长宽比
.1

C

时$屈曲载荷的

解析结果和有限元结果的偏差小于
#"b

'

#

$

%前屈曲挠度对屈曲"后屈曲响应影响随筋

条扭转刚度的提高而减弱&

考虑筋条粘结区对面板刚度的增强效果$将本

文解析解应用于对称铺层的复合材料加筋板中$通

过算例结果的对比表明本文方法能够更准确地预

测复合材料加筋板的屈曲"后屈曲响应$为加筋板

的设计提供了有效的分析方法&

参考文献"

(

#

)

!

RFI;I.RN8

$

_ATTA_

$

?8;AIRV8@<Z(9O

D

,0*

1

+*K

P

'56>(9O,0*

1

'-9'J

P

'506456)(96()45

(

&

)

<

T'J

P

'5064R6)(96()45

$

#EE!

$

$B

#

C

%!

#%ED#EE<

(

$

)

!

dI8Fd Z<8K3+*94K56)(96()+,4--0904*9

7

#

8?

D

RF_I==

%!

R6+64'-8)6_4

P

')6

$

ZIFTD#"CE

(

_

)

<

(

R<,<

)!

T@_?AR

$

$"""<

(

C

)

!

L8.eAL<8*(J4)09+,+*K4W

P

4)0J4*6+,0*34560

1

+

D

60'*'*9'J

P

'5064560--4*4K

P

+*4,50*6'

P

'56

D

>(9O,0*

1

(

&

)

<FQ0*

D

f+,,4KR6)(96()45

$

$""G

$

G$

#

#$

%!

#BG!D

#BBG<

(

G

)

!

LINd.AFRNAAR V<8*05'6)'

P

09

P

,+64

(

S

)

<.4U

M')O

!

V')K'*+*KZ)4+9Q

$

#EB%<

(

!

)

!

XI;e.I_ X

$

8Z_8S@;ATd d

$

fILLI_ F<

T+,9(,+60'*'-6Q49',,+

P

54,'+K'-+*+W0+,,

7

9'J

D

P

)4554K,+J0*+64K9'J

P

'506456)0*

1

4)

D

560--4*4K9()34K

P

+*4,

.

8* 4*

1

0*44)0*

1

+

PP

)'+9Q

(

&

)

< T'J

P

'5064

R6)(96()45

$

$""%

$

%C

#

G

%!

CG#DC!C<

(

B

)

!

X8AN& N

$

Fd8M8SZ8LLA 8 N< Z(9O,0*

1

56)4*

1

6Q'-5644,

P

,+60*

1

U06Q4,+5609+,,

7

)456)+0*4K4K

D

1

45

(

&

)

<FQ0*

D

f+,,4KR6)(96()45

$

$"""

$

CH

#

#

%!

$HD!!<

(

H

)

!

ZAR8V.AT

$

;IRT@;A.A_<8*+,

7

609+,-')J(,+60'*

-'),'9+,>(9O,0*

1

+*K

P

'56

D

>(9O,0*

1

+*+,

7

505'-560--

D

4*4K,+J0*+64K

P

+*4,5

(

&

)

<FQ0*

D

f+,,4KR6)(96()45

$

%

南
!

京
!

航
!

空
!

航
!

天
!

大
!

学
!

学
!

报 第
!"

卷



$""E

$

GH

#

C

%!

C#%DCCG<

(

%

)

!

ZAR8V.AT

$

;IRT@;A.A_<=+566'',-')>(9O,0*

1

+*+,

7

505+*K'

P

60J0Y+60'*'-560--4*4K

P

+*4,5

(

&

)

<

&'()*+,'-80)9)+-6

$

$""E

$

GB

#

B

%!

$"G#D$"!C<

(

E

)

!

[A8@X

$

?8;8L@R&=

$

f8.V&<L'9+,>(9O,0*

1

'-9'J

P

'5064=_X5Q+

P

45>

7

K059)464

P

,+64+*+,

7

505

(

&

)

<&'()*+,'-R6)(96()+,I*

1

0*44)0*

1

$

$""#

$

#$H

#

C

%!

$G!D$!!<

(

#"

)

[A8@X

$

Rd8.L<IW

P

,0906,'9+,>(9O,0*

1

+*+,

7

505

+*KK450

1

*'--0>4)

D

)40*-')94K

P

,+56099'J

P

'506456)(9

D

6()+,5Q+

P

45

(

&

)

<T'J

P

'5064R6)(96()45

$

$""!

$

H"

#

G

%!

GB%DG%C<

(

##

)

[A8@X

$

Rd8.L<IW

P

,0906,'9+,>(9O,0*

1

+*+,

7

505

'-)'6+60'*+,,

7

)456)+0*4K9'J

P

'5064

P

,+645(*K4)>0+W

D

0+,,'+K0*

1

(

&

)

<A*64)*+60'*+,&'()*+,'-R6)(96()+,

R6+>0,06

7

$

$""H

$

H

#

C

%!

G%HD!#H<

(

#$

)

[A8@X

$

d2@g<IW

P

,0906,'9+,>(9O,0*

1

+*+,

7

505'-

)'6+60'*+,,

7

)456)+0*4K9'J

P

'5064

P

,+645(*K4)(*0+W0+,

9'J

P

)4550'*

(

&

)

<I*

1

0*44)0*

1

R6)(96()45

$

$""%

$

C"

#

#

%!

#$BD#G"<

(

#C

)

[A8@X

$

d2@g<IW

P

,0906,'9+,>(9O,0*

1

+*+,

7

505'-

)'6+60'*+,,

7

D

)456)+0*4K')6Q'6)'

P

09

P

,+645(*K4)(*0

D

-')J5Q4+)

(

&

)

<T'J

P

'5064R6)(96()45

$

$"##

$

EC

#

##

%!

$H%!D$HEG<

(

#G

)

SAFFILRFI?FT<R6+>0,06

7

>4Q+30')'-+)>06)+)0,

7

,+J0*+64K9'J

P

'5064

P

,+645U06Q-)44+*K4,+5609+,,

7

)456)+0*4K(*,'+K4K4K

1

45

(

&

)

<A*64)*+60'*+,&'()*+,

'-S49Q+*09+,R904*945

$

$""H

$

GE

#

H

%!

%#ED%CC<

(

#!

)

SAFFILRFI?FT

$

I_?S8.. d

$

RTd_@I?I_

N<X'56>(9O,0*

1

'-0J

P

4)-496)496+*

1

(,+)9'J

P

'5064

P

,+645(*K4)0*

P

,+*45Q4+)9,'54K

D

-')J+

PP

)'W0J+64

5',(60'*5

(

&

)

<8)9Q034'-8

PP

,04KS49Q+*095

$

$"##

$

%#

#

#"

%!

#G"ED#G$B<

(

#B

)

ZII_d@_RF S

$

RIAZILS

$

SAFFILRFI?FT<

=+56+*+,

7

609+,J46Q'KK459)0>0*

1

6Q4

P

'56>(9O,0*

1

>4Q+30')'-,'*

1

$

5

7

JJ46)09

$

>+,+*94K,+J0*+64K

9'J

P

'5064

P

,+645(*K4)>0+W0+,9'J

P

)4550'*+*K5Q4+)

(

&

)

<T'J

P

'5064R6)(96()45

$

$"#$

$

EG

#

B

%!

$""#D$""E<

(

#H

)

ZMNL2SI

$

8S?8dL&<850J

P

,0-04KJ46Q'K-')

4,+5609,+)

1

4K4-,4960'*+*+,

7

505'-

P

,+645+*K560--4*4K

P

+*4,5K(46','9+,>(9O,0*

1

(

&

)

<FQ0*

D

f+,,4KR6)(9

D

6()45

$

$""$

$

G"

#

##

%!

E$!DE!C<

(

#%

)

Z_2Z8N L

$

dILLIRL8.? &<R4J0

D

+*+,

7

609+,

P

'56>(9O,0*

1

+*+,

7

505'-560--4*4K0J

P

4)-496

P

,+645

U06Q+-)44')560--4*4K4K

1

4

(

&

)

<T'J

P

(64)5:R6)(9

D

6()45

$

$"##

$

%E

#

#H

%!

#!HGD#!%!<

(

#E

)

?A8T@.2 TV

$

fI8;I_X S<X'56>(9O,0*

1

'-

,'*

1

(*5

7

JJ46)09+,,

7

,+J0*+64K9'J

P

'5064

P

,+645(*

D

K4)+W0+,9'J

P

)4550'*

(

&

)

<A*64)*+60'*+,&'()*+,'-

R',0K5+*KR6)(96()45

$

$""B

$

GC

#

$$

"

$C

%!

BEH%DBEEH<

(

$"

)

.AIN(*

$

LA2M0

$

?8AM0*

1

<T,'54K

D

-')J5',(60'*

-')6Q4

P

'56>(9O,0*

1

>4Q+30')'-,'*

1

(*5

7

JJ46)09+,

)'6+60'*+,,

7

D

)456)+0*4K,+J0*+64K9'J

P

'5064

P

,+645(*

D

K4)0*

P

,+*45Q4+)

(

&

)

<T'J

P

'5064R6)(96()45

$

$"#!

$

#$$

!

C#DG"<

(

$#

)

fdAF.IM&S<R6)(96()+,+*+,

7

505'-,+J0*+64K+*

D

05'6)'

P

09

P

,+645

(

S

)

<2R8

!

F49Q*'J09X(>

$

#E%H<

(

$$

)

FAS@RdI.N@RX

$

VI_I&S<FQ4')

7

'-4,+5609

56+>0,06

7

(

S

)

<.4UM')O

!

S9V)+U

D

d0,,

$

#EB#<

(

$C

)

TdA8TM<.'*,0*4+)+*+,

7

505'-

P

,+645

(

S

)

<.4U

M')O

!

S9V)+U

D

d0,,

$

#E%"<

附录
!

无量纲参数

&

\

.

=

$

'

\

/

>

$

-

)\

)=

,+

$

$

-

7\

7>

,+

$

$

,

4\

4

,+

$

,

4

"

\

4

"

,+

$

,+\

G

,

##

,

$$

+

##

+槡 $$

$

%

\

=

>

$

,

(\

(>

+

$$

$

-

$

\

$

+

##

+槡 $$

$

%

,

\

=

>

G

,

##

,槡$$

(

,

\

$,

#$

],

BB

$ ,

##

,槡 $$

$

"

,

\

,

#B

G

,

C

##

,槡 $$

$

)

,

\

,

$B

G

,

##

,

C

$槡 $

$

'

,

\

,

#$

,

##

,槡 $$

$

%

+

\

=

>

G

+

$$

+槡##

$

(

+

\

+

#$

]$+

BB

+

##

+槡 $$

$

"

+

\

+

#B

G

+

C

##

+槡 $$

)

+

\

+

$B

G

+

##

+

C

$槡 $

$

'

+

\

+

#$

+

##

+槡 $$

$

%

1

\

>

$

=

$

1

$#

,+

$

(

1

\

1

##

]1

$$

$̂1

BB

,+

$

"

1

\

>

=

$1

$B

^1

B#

,+

$

)

1

\

=

>

$1

#B

^1

B$

,+

$

'

1

\

=

$

>

$

1

#$

,+

/

1

\

1

##

,+

$

*

1

\

1

$$

,+

$

0

1

\

1

BB

,+

$

-

1

\

=

>

$1

#B

,+

$

+

1

\

=

>

1

B$

,+

$

1

1

\

>

=

1

B#

,+

$

2

1

\

>

=

$1

$B

,+

$

&

.

\

&

.

>

$

3

$

+

##

+槡 $$

$

&

.

/

\

&

./

>

$

3

$

+

##

+槡 $$

特解-

$

:

的表达式

-

$

:

\

(

8 H

#

50*

B#

]H

$

9'5

B$

]H

C

9'5

BC

]H

G

50*

BG

]H

!

50*

B!

]

#

8]$8

"

#

%

H

B

50*

BB

]H

H

9'5

BH

]H

%

50*

B%

]H

E

9'5

BE

]

2

#C

%

3

#"

H

%

50*

B%

2

2

#B

D3

#G

H

D

9'5

B

%)

D

其中

B#

\

#

#

&

^

,'

%$

B$

$

C

\

#

#

&

^

#

,

3

#

%

'

%$

BG

$

!

\

#

#

&

^

#

,

3

$

%

'

%$

BB

\

#

'

$

BH

\$

#

'

$

B%

\C

#

'

$

BE

\G

#

'

B#"

$

##

\

#

#

$

&

^

#

$

,

3

#

%

'

%$

B#$

$

#C

\

#

#

$

&

^

#

$

,

3

C

%

'

%$

B#G

\$

#

#

&

^

,'

%$

B#!

$

#B

\$

#

#

&

^

#

,

3

#

%

'

%

E

第
#

期 刘
!

毅$等!任意铺层复合材料加筋板屈曲"后屈曲行为的解析解



H

#

\

%

$

,

9

#

'

1

,

G

^

)

1

,

C

]

(

1

,

$

^

"

1

,

]

%

1

%

$

#

%

G

,

,

G

]$

%

C

,

"

,

,

C

]$

%

$

,

(

,

,

$

]$

%

,

)

,

,

]#

%

$

H

$

$

C

\

3%

$

,

#

#̂ 9

%(

'

1

#

,

3

#

%

G

^

)

1

#

,

3

#

%

C

]

(

1

#

,

3

#

%

$

^

"

1

#

,

3

#

%

]

%

1

)

$

(

%

G

,

#

,

3

#

%

G

]$

%

C

,

"

,

#

,

3

#

%

C

]$

%

$

,

(

,

#

,

3

#

%

$

]$

%

,

)

,

]#

)

H

G

$

!

\

^

%

$

,

9

(

'

1

#

,

3

$

%

G

^

)

1

#

,

3

$

%

C

]

(

1

#

,

3

$

%

$

^

"

1

#

,

3

$

%

]

%

1

)

G

(

%

G

,

#

,

3

$

%

G

]$

%

C

,

"

,

#

,

3

$

%

C

]$

%

$

,

(

,

#

,

3

$

%

$

]$

%

,

)

,

#

,

3

$

%

]#

)

$

H

B

\^

C9

#

#̂ 9

%

%

%

$

,

$

H

H

\

#

#̂ $9]$9

$

%

C$

%

$

,

$

H

%

\^

#

$H

H

B

H

E

\^

9

$

!#$

%

$

,

$

H

#"

$

##

\

h##

%

$

,

9

#

#̂ 9

%

#B

(

%

G

,

#

$

,

3

#

%

G

]G

%

C

,

"

,

#

$

,

3

#

%

C

]%

%

$

,

(

,

#

$

,

3

#

%

$

]#B

%

,

)

,

#

$

,

3

#

%

]#B

)

H

#$

$

#C

\

3%

$

,

9

#

#̂ 9

%

#B

(

%

G

,

#

$

,

3

C

%

G

]G

%

C

,

"

,

#

$

,

3

C

%

C

]%

%

$

,

(

,

#

$

,

3

C

%

$

]#B

%

,

)

,

#

$

,

3

C

%

]#B

)

H

#G

\

%

$

,

#

#̂ $9]$9

$

%

C$

#

%

G

,

,

G

]$

%

C

,

"

,

,

C

]$

%

$

,

(

,

,

$

]$

%

,

)

,

,

]#

%

H

#!

$

#B

\

^

%

$

,

9

$

BG

(

%

G

,

#

,

3

#

%

G

]$

%

C

,

"

,

#

,

3

#

%

C

]$

%

$

,

(

,

#

,

3

#

%

$

]$

%

,

)

,

#

,

3

#

%

]#

)

"

#

""

G

的值

"

#

\I

E

H

B

]I

#"

H

H

]I

##

H

%

]I

#$

H

E

]I

#C

H

#"

^H

# %

##

]I

#G

H

#$

^H

# %

#C

]I

#!

H

#G

]I

#B

H

#!

]H

# %

#B

"

$

\I

G

H

#

Î
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