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摘要：提出一种基于反对称变换下的有监督局部保持投影方法。首先针对监督局部保持投影（Ｓｕｐｅｒｖｉｓｅｄｌｏｃａｌｉ

ｔｙｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ，ＳＬＰＰ）存在过学习和不能较好地保持图像空间的差异信息等问题，通过最小化局部离

散度和最大化差异离散度准则提取投影方向，寻找到ＳＬＰＰ与直接线性鉴别分析（Ｄｉｒｅｃｔｌｉｎｅａｒｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔａ

ｎａｌｙｓｉｓ，ＤＬＤＡ）的一种特殊等价形式。其次，反对称矩阵是一种特殊矩阵，与其相对应的反对称变换是欧氏空

间中一类重要的线性变换，本文进一步对特殊等价形式的ＤＬＤＡ转换矩阵进行反对称变换，得到其对应的反

对称矩阵，通过对线性空间下两种矩阵的分别求解，从而得到样本完备的鉴别信息。本文所提方法有效解决了

线性空间下小样本问题的特征抽取问题，在ＮＵＳＴ６０３和ＯＲＬ人脸库上的实验结果验证了该方法的有效性。
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　　特征提取一直是模式识别、计算机视觉、机器

学习等领域中不可避免的问题。而如何从原始数

据中得到有效的低维描述是研究者所关心的主要

研究方向之一。对此研究者提出了许多方法，其

中，最经典且部分得到成功应用的方法是各类子空

间分析法（Ｓｕｂｓｐａｃｅａｎａｌｙｓｉｓｍｅｔｈｏｄ，ＳＡＭ）
［１２］。

ＳＡＭ的思想是根据某种准则寻找投影方向，使得

投影后的特征便于后续分析，如分类。

最近，利用基于视觉的几何方法（也叫流形学

习）进行模式分析已引起研究者的关注和重视，典

型的代表有等距映射［３］、局部线性嵌入［４］和拉普拉

斯特征映射［５］，在实验数据上取得了令人瞩目的结

果，但是所提取的映射关系仅建立在训练数据上，

对如何估计测试数据的映射不清楚，导致在计算机

视觉和模式识别领域应用的比较少。对此问题，

Ｈｅ等
［６］将拉普拉斯特征映射近似线性化，提出了

局部保持投影 （Ｌｏｃａｌｉｔｙｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ，

ＬＰＰ）。该算法有效地保持了图像之间的局部结

构，在模式识别、文档分析等方面取得了较好的结

果，引起了研究者的关注［７１０］。然而该方法并没有

利用图像的类别信息，导致在光照、姿态、表情变化

较大时识别性能不是足够好。对此，人们提出了有

监督的ＬＰＰ算法
［６，１１１３］，取得了不错的效果，典型

的代表有监督局部保持投影（ＳｕｐｅｒｖｉｓｅｄＬＰＰ，

ＳＬＰＰ）
［６］和局部判别投影（Ｌｏｃａｌｌｙｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｔｉｎｇ

ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ，ＬＤＰ）
［１３］。遗憾的是，ＳＬＰＰ不能有效

地保持图像空间的差异信息，原因在于这类方法在

保持图像之间的局部结构时，忽略了图像之间的非

局部属性和图像之间的总体信息，以致识别性能不

够好。重要的是，该类方法通过惩罚因子最小化局

部离散度时，使得邻域内的样本投影后比较接近，

当邻域内的样本过于接近时，容易造成邻域内样本

之间的差异信息丢失，即产生过学习问题。

为了解决这一问题，本文提出一种基于反对称

变换下的有监督局部保持投影方法。首先针对监

督局部保持投影存在过学习和不能较好地保持图

像空间的差异信息等问题，通过最小化局部离散度

和最大化差异离散度准则提取投影方向，寻找到一

种ＳＬＰＰ与直线性鉴别分析（Ｄｉｒｅｃｔｌｉｎｅａｒｄｉｓｃｒｉｍ

ｉｎａｎｔａｎａｌｙｓｉｓ，ＤＬＤＡ）
［１４］的等价形式。其次，反

对称矩阵是一种特殊矩阵，与其相对应的反对称变

换是欧氏空间中一类重要的线性变换，本文进一步

对特殊等价形式的ＤＬＤＡ转换矩阵进行反对称

变换，得到其对应的反对称矩阵，通过对线性空间

下两种矩阵的分别求解，从而增大了训练样本数目

以及样本之间的差异信息。本文所提方法有效解

决了线性空间下小样本问题的特征抽取问题，在

ＮＵＳＴ６０３和ＯＲＬ人脸库上的实验结果验证了该

方法的有效性。

１　犛犔犘犘与犇犔犇犃的等价性

１１　犛犔犘犘算法

　　给定犖 个训练图像集犡＝［狓１，狓２，…，狓犖］，

其中，狓犻∈犚
犿 代表第犻＝１，…，犖 个训练图像向量，

ＳＬＰＰ的目的是寻找一个投影方向狑使得式（１）最

小

犑犉（犡）＝
狑Ｔ犡犔犡Ｔ狑

狑Ｔ犡犇犡Ｔ狑
（１）

式中，分子狑Ｔ犡犔犡Ｔ狑代表样本的局部离散度；犔＝

犇－犛拉普拉斯矩阵，度量了图像之间局部结构属

性，犛是一个实对称矩阵，度量了不同图像之间的

相似性，定义如下

犛犻犼＝

ｅｘｐ
－‖狓犻－狓犼‖

２

（ ）狋
　狓犻∈τ犻，狓犼∈τ犼，

　　τ犻＝τ犼，狓犻∈Ω
犽
狓
犼
或狓犼∈Ω

犽
狓犻

０　　　　　　　　　

烅

烄

烆 其他

（２）

式中：犛犻犼代表犛的第犻行第犼列的元素；Ω
犽
狓犻
代表狓犻

的犽邻域；犇为一个对角矩阵，第犻行第犻列的元素

犇犻犻＝∑
犼

犛犻犼。

ＳＬＰＰ通过最小化式（１）来保持图像之间的局

部结构属性，即相似性。但在式（１）中，分母的物理

意义并不清楚，为了分析方便，分母展开可写成

狑Ｔ犡犇犡Ｔ狑＝狑
Ｔ［∑

犻

犇犻犻狓犻狓
Ｔ
犻］狑 （３）

　　式（３）表明，式（１）的分母是训练图像的加权离

散度，犇犻犻是相应图像的加权系数，表征该图像的贡

献大小；当训练图像的均值为０时，分母则是训练

图像加权总体离散度。

由式（２）知，当狓犻 和狓犼 在图像空间相距很近
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时，犛犻犼就越大；如果狓犻 与其犽邻域内的所有图像在

图像空间分布都比较近（分布紧凑），则由式（２）和式

（３）知，犇犻犻的值就越大。它意味着图像狓犻的贡献就

越大，反之，贡献就越小。然而，从信息统计角度看，

如果任意两个图像在图像空间分布比较紧凑，即欧

氏距离比较小，则两个图像所提供的差异信息就越

少，因此一个图像相对于另外一个图像提供的差异

信息就越少，相应的贡献就小。同样，如果一个图像

与库中的几个图像在图像空间分布都比较紧凑，则

它对图像库总体的贡献就比较小，加权系数也就比

较小。显然，这与犇犻犻和犛犻犼的定义正好相反，因此

ＳＬＰＰ不能有效地保持图像空间的差异信息，导致分

类性能不是足够好。针对此问题，本文第２节提出

了一种基于反对称变换的ＳＬＰＰ算法。

１２　犛犔犘犘与极小化犇犔犇犃

根据１．１节分析，式（１）分子代表样本的局部

结构信息离散度，分母代表样本的全局结构信息离

散度，由此，不妨设犘狑＝犡犔犡
Ｔ，犘犫＝犡犇犡

Ｔ，则相

应的ＳＬＰＰ准则函数被重定义为

犑′犉（犡）＝
狑Ｔ犘狑狑

狑Ｔ犘犫狑
（４）

　　此时，ＳＬＰＰ算法的准则函数犑′犉（犡）演变成线

性鉴别准则的逆形式：极小化形式。在此基础上，

作者引入ＤＬＤＡ，其基本思想是在类内散布矩阵

犛狑 的零空间内寻找使类间散布量（非零）最大的一

组标准正交的特征向量并将其作为投影轴。由于

ＳＬＰＰ准则函数的分子代表了图像空间的局部离

散度，分母代表了差异离散度，通过最小化局部离

散度和最大化差异离散度来寻找一个投影方向狑

使得式（１）最小，因此对应于式（４）的ＬＤＡ等价形

式，此时的ＤＬＤＡ也演变成极小化准则形式下

的直接鉴别分析，其基本思想是在散布矩阵犘犫 的

零空间内寻找使犘狑 散布量（非零）最大的一组标

准正交的特征向量并将其作为投影轴。该极小化

ＤＬＤＡ算法过程如下：

步骤１　计算类内散布矩阵犘狑 的特征值及特

征向量，使Λ＝ｄｉａｇ（λ１，…，λ犱）为犘狑 的特征值矩

阵并且其值按降序排序，同时相应的特征向量矩阵

为犞＝［ν１，…，ν犱］，它们满足

犞Ｔ犘狑犞＝Λ （５）

假设犘狑 的秩为狉，使犢＝［ν１，…，ν狉］并且犇狑＝

ｄｉａｇ（λ１，…，λ狉），由此得到

犢Ｔ犘狑犢＝犇狑 （６）

　　步骤２　通过投影矩阵犣＝犢犇
－１／２
狑 ，对每个样

本进行犣Ｔ狓投影。

步骤３　计算矩阵犘犫 的特征值及特征向量，

犘犫 定义为

犘犫＝犣
Ｔ犘犫犣 （７）

使犇犫＝ｄｉａｇ（μ１，…，μ狉）为犘犫 的特征值矩阵并且其

值按降序排序，同时相应的特征向量矩阵为犝＝

［狌１，…，狌狉］，它们满足

犝Ｔ犘犫犝＝犇犫 （８）

　　步骤４　计算转换矩阵犠 并且对每个样本进

行犠Ｔ狓投影，最终的极小化ＤＬＤＡ转换矩阵为

犠＝犢犇
－１／２
狑 犝犇－１／２

犫 （９）

２　基于犇犔犇犃的反对称矩阵

根据矩阵理论，反对称矩阵是一种特殊矩阵，

与其相对应的反对称变换是欧氏空间中一类重要

的线性变换，本节进一步对ＳＬＰＰ演变为极小化Ｄ

ＬＤＡ所求得的转换矩阵犠 进行反对称变换，得

到它的另一种反对称矩阵。通过对线性空间下这

两种矩阵的分别求解，从而有效增大了训练样本数

目以及样本之间的差异信息。根据反对称变换知

识，给出以下定理及证明。

定理１　欧式空间犞
狀 的线性变换犜为反对称

变换，即（犜狓，狔）＝－（狓，犜狔）存在的充要条件是犜

在犞狀 的标准正交基下的矩阵为反对称矩阵。

证明　设犞
狀 的一个标准正交基为狓１，狓２，…，

狓狀，线性变换犜在该基下的矩阵为犃＝（犪犻犼）狀×狀，即

犜（狓１，狓２，…，狓狀）＝（狓１，狓２，…，狓狀）犃 （１０）

则有

犜狓犻＝犪１犻狓１＋犪２犻狓２＋…＋犪狀犻狓狀

（犜狓犻，狓犼）＝犪犼犻 （１１）

犜狓犼＝犪１犼狓１＋犪２犼狓２＋…＋犪狀犼狓狀

（狓犻，犜狓犼）＝犪犻犼 （１２）

　　必要性。设犜是反对称变换，则有 （犜狓犻，狓犼）

＝－（狓犻，犜狓犼），即犪犼犻＝－犪犻犼，故犃
Ｔ＝－犃。

充分性。设犃Ｔ＝－犃，则对任意的狓，狔∈犞
狀，

有

狓＝（狓１，…，狓狀）
ξ１



ξ

熿

燀

燄

燅狀

，犜狓＝（狓１，…，狓狀）犃

ξ１



ξ

熿

燀

燄

燅狀

（１３）

狔＝（狓１，…，狓狀）
η１



η

熿

燀

燄

燅狀

，犜狔＝（狓１，…，狓狀）犃

η１



η

熿

燀

燄

燅狀

（１４）

因为狓１，狓２，…，狓狀 是标准正交基，所以

　　　（犜狓，狔）＝（ξ１，…，ξ狀）犃
Ｔ

η１



η

熿

燀

燄

燅狀

＝
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　　　　－（ξ１，…ξ狀）犃
Ｔ

η１



η

熿

燀

燄

燅狀

＝－（狓，犜狔） （１５）

故犜是反对称变换，证毕。

定理１构造了相对于极小化ＤＬＤＡ所求得

的转换矩阵犠 的另一个反对称矩阵，从而有效增

大了训练样本维数以及样本之间的差异信息，解决

了传统ＤＬＤＡ方法中特征维数受类别数限制的

问题。

综上，作者提出的基于反对称变换下的ＳＬＰＰ

算法的步骤如下：

步骤１　对原始图像降维，并将ＳＬＰＰ准则函

数演变成ＤＬＤＡ的极小化形式；

步骤２　对极小化ＤＬＤＡ进行求解，获得转

换矩阵犠；

步骤３　根据反对称变换知识，构造极小化Ｄ

ＬＤＡ所求得的转换矩阵犠 的反对称矩阵；

步骤４　将所有样本向两个矩阵空间投影并

组合，得到低维数据并进行分类。

３　算法分析

根据 １．２ 节理论，ＳＬＰＰ 算法的准则函数

犑′犉（犡）演变成线性鉴别准则的逆形式：极小化形

式。由矩阵理论知识可知，反对称矩阵是一种特殊

矩阵，与其相对应的反对称变换是欧氏空间中一类

重要的线性变换。根据犛狋＝犛犫＋犛狑，知道样本完

整的特征空间分别由犛狑 和犛犫 所产生的子空间构

成。实际上，通过反对称变换珘犛狑 和珘犛犫 所产生的特

征空间具有互补性，这是因为所有样本的鉴别信息

都分布在４个散布矩阵空间内，即类内散布矩阵和

类间散布矩阵分别对应的零子空间及其反对称互

补空间。对应于第２节的传统极小化准则形式下

的ＤＬＤＡ，其基本思想是在散布矩阵犛犫 的零空

间内寻找使犛狑 散布量（非零）最大的一组标准正

交的特征向量并将其作为投影轴。与此同时，本文

的算法构造了相对于极小化ＤＬＤＡ所求得的转

换矩阵犠 的另一个反对称矩阵，但是它们各自都

不具备特征空间的完整性。设犐犛为样本降维后的

有效特征空间，则该有效特征空间与子空间的关系

表示如下

犐犛＝犘（犛狋）＝犖（犛犫）∪犘（犛狑）∪犖（犛犫）∪犘（犛狑）

式中：犖（·）表示某个散布矩阵的零子空间；犘（·）

表示与之对应的互补子空间（即非零子空间）；

犖（·）表示反对称变换下某个散布矩阵对应的零

子空间；犘（·）表示与之对应的反对称互补非零子

空间。因此，传统直接鉴别分析方法单独只能考虑

到一种散布矩阵空间所对应的鉴别特征。本文算

法构造出极小化ＤＬＤＡ的转换矩阵犠 的另一个

反对称矩阵空间，通过对这两种特征空间分别进行

求解，从而使训练样本维数增大一倍，并且更多地

保留了样本之间的差异信息，解决了传统ＤＬＤＡ

方法中特征维数受类别数限制的问题。

本文所提算法的动机是期望在反对称变换投

影后的子空间里，进一步在散布矩阵犛犫 的零空间

内寻找使犛狑 散布量（非零）最大的一组标准正交

的特征向量并将其作为另一个投影轴，并利用该信

息平衡鉴别准则中各个样本和类均值，由此产生了

新的类内和类间散布矩阵及其鉴别准则，这也是本

文算法和传统直接鉴别算法的不同之处。表１描

述了各种经典算法和本文算法的时间复杂度，其

中，Ｆｉｓｈｅｒｆａｃｅ，ＳＬＰＰ，完全线性鉴别分析（Ｃｏｍ

ｐｌｅｔｅＬＤＡ，ＣＬＤＡ）以及本文方法的复杂度由训

练样本数犕 确定，ＤＬＤＡ的复杂度由类别数犆

确定，正则化线性鉴别分析（ＲｅｇｕｌｉｚｅｄＬＤＡ，Ｒ

ＬＤＡ）的复杂度依赖于犕 和犆。

表１　各种算法的时间复杂度

方法 Ｆｉｓｈｅｒｆａｃｅ ＤＬＤＡ ＣＬＤＡ ＲＬＤＡ ＳＬＰＰ
本文

算法

计算

复杂度 犗（犕３） 犗（犆３）犗（２犕３）犗（犕３＋犆３）犗（犕３）犗（２犕３）

４　实验结果及分析

本节分别采用ＮＵＳＴ６０３和ＯＲＬ人脸图像数

据库进行算法的性能验证，为了更有效地评估算

法，实验先后考察了Ｆｉｓｈｅｒｆａｃｅ
［１５］，ＤＬＤＡ，ＳＬＰＰ

和本文方法的分类效果，分类器采用犽近邻和最近

邻分类器进行不同实验的样本分类。

实验１采用ＮＵＳＴ６０３人脸数据库，共包含９６

人，每人由１０幅图像构成，每幅图像的原始分辨率

均为２５６×２５６。为了降低内存和实验消耗，作者

首先将图像中的脸像切割出来，并归一化为３２×

３２的标准图像。图１是ＮＵＳＴ６０３人脸库部分归

一化人脸图像。

图１　ＮＵＳＴ６０３人脸库部分归一化人脸图像
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在实验中，训练样本集随机产生，分别采用

ＮＵＳＴ６０３人脸库中每类人脸的前θ（θ＝３，４，５，６）

个样本组成训练样本集，所有样本组成测试样本

集，该实验经过特征提取后的图像数据采用犽近邻

分类器实现分类，为了简化算法，取近邻参数犽为

３。由于实验过程中的控制参数犿 和狆 均为控制

分类结果模糊程度的参数，它们通过交叉验证方法

得到，其中犿取０．１，狆取２。表２是Ｆｉｓｈｅｒｆａｃｅ，Ｄ

ＬＤＡ，ＳＬＰＰ和本文方法的识别性能比较。

　表２　不同数量训练样本集下犖犝犛犜６０３识别率比较　％

训练样

本数

方法

Ｆｉｓｈｅｒｆａｃｅ ＤＬＤＡ ＳＬＰＰ 本文算法

３ ９７．４６ ９７．８１ ９７．９１ ９８．３９

４ ９８．２３ ９８．１２ ９８．４２ ９８．８５

５ ９８．６５ ９８．６５ ９８．８３ ９９．１４

６ ９９．１７ ９９．２８ ９９．３７ ９９．６６

实验２采用ＯＲＬ人脸数据库，共包含４０人，

每人由不同表情或不同视点的１０幅图像组成。首

先对所有样本进行两次小波变换，将原始图像预处

理成２３×２８维的形式。图２显示了ＯＲＬ人脸数

据库的部分人脸图像。

图２　ＯＲＬ人脸数据库部分人脸图像

实验中，样本的训练数据集随机产生，在不同

的训练样本个数下均做１０次不同的测试，得到１０

次不同数据集下的均值。每组实验从每类人脸图

像中随机抽取θ（θ＝３，４，５）个样本组成训练样本

集，用剩余样本组成测试样本集，该实验经过特征

提取后的图像数据采用最近邻分类器实现分类。

同时实验过程中的控制参数通过交叉验证得到，其

中犿取０．３，狆取２。表２是Ｆｉｓｈｅｒｆａｃｅ，ＤＬＤＡ，

ＳＬＰＰ和本文方法的识别性能比较，实验结果显示

了各算法在１０次不同实验数据下的均值。同时，

表３的最后一行给出了训练样本数是６的情形下

的时间消耗。

　　值得注意的是，本文算法需要更多的时间消

耗，这是因为算法在分类过程中所使用的鉴别特征

的数量是原算法的２倍，即（犆－１）×２维，其中犆

是类别数。

　表３　不同数量训练样本集下犗犚犔识别率比较　％

训练样

本数

方法

Ｆｉｓｈｅｒｆａｃｅ ＤＬＤＡ ＳＬＰＰ 本文算法

４ ９２．０４ ９２．２８ ９２．１０ ９２．６３

５ ９５．０２ ９５．５５ ９５．４７ ９６．３２

６ ９６．２６ ９６．８１ ９６．６８ ９７．９７

ＣＰＵ
时间／ｓ

１２．６ １１．２ １２．１ ２３．７

此外，Ｆｉｓｈｅｒｆａｃｅ以及ＤＬＤＡ算法的执行效

率一定程度上依赖于ＰＣＡ降维阶段主成分的使用

数量，当ＰＣＡ主成分数量从４０到２００之间变化

时，分别对Ｆｉｓｈｅｒｆａｃｅ，ＤＬＤＡ，ＣＬＤＡ和本文方

法进行了性能比较，各类算法在ＯＲＬ人脸数据库

上的识别率曲线如图３所示。

图３　不同主成分特征维数下抽取前５个训练样本集

的ＯＲＬ识别率的比较

通过图３的实验数据，表明在ＰＣＡ降维阶段

主成分维数发生变化时，以每类人脸前５幅图像作

为训练样本时的本文算法相比于其他经典算法的

识别性能始终有效和稳定。

５　结　　论

本文提出了一种基于反对称变换下的有监督

局部保持投影方法，通过理论和实验表明：

（１）首先针对监督局部保持投影ＳＬＰＰ不能较

好地保持图像空间的差异信息等问题，通过最小化

局部离散度和最大化差异离散度准则提取投影方

向，寻找到ＳＬＰＰ与直接线性鉴别分析（ＤＬＤＡ）

的一种特殊等价形式。其次，根据反对称变换知

识，本文进一步对特殊等价形式的ＤＬＤＡ转换

矩阵进行反对称变换，得到其对应的反对称矩阵。

（２）在特征抽取及识别的过程中，通过对线性

变换下两种矩阵的分别求解，从而增大了训练样本
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数目以及样本之间的差异信息，有效解决了小样本

在子空间学习中所面临的分类困难。而如何进一

步在稀疏表示空间中重定义ＳＬＰＰ离散度矩阵的

更优特征，这是下一步的研究方向。
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