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库塔格式$为了验证
0@LDEFO

的可行性!文中模
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静止双圆柱绕流以及高雷诺数
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翼型绕流$计算所

得的数值结果与其他文献中的结果吻合度很好$
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在过去的二十多年里$格子波尔兹曼方法
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$其中
>

为单元的总个数&对方

程式#

V

%与局部测试函数
)

进行内积$则可得到

.

(

=

+

,

!

+

.

-,

-

'

!

#%

+ ,

,

)

K

(/

%

#

"

%

对式#

"

%中的通量项进行部分积分$则有

.

(

=

+

,

!

+

.

)

K

(0

.

(

=

'

!

#%

,

-

,

)

K

(/

0

.

*

=

)

(

-

'

!

#%

,

K

*

#

&%

%

式中!

*

=为单元
(

=的边界$

(

为边界的单元外法向

量&在
@L

中$两个相邻单元的界面上
,

!

的值可

以是不连续的&这样$可以定义
,

0

!

为当前单元的

界面上的值而
,

-

!

为相邻单元的界面上的值&因

此$可以定义数值通量
'

/

!

#%

,

/

'

/

!

,

0

$

,

# %

-

$并

用其表示相邻单元界面上的通量&方程式#

&%

%可

写为

.

(

=

+

,

!

+

.

)

K

(0

.

(

=

'

!

#%

,

-

,

)

K

(/

0

.

*

=

)

(

-

'

/

!

#%

,

K

*

#

&&

%

对式#

&&

%再次进行部分积分$则有

.

(

=

+

,

!

+

.

-,

-

'

!

#%

+ ,

,

)

K

(/

.

*

=

)

(

-

'

!

#%

,

0

'

/

!

#%+ ,

,

K

*

#

&$

%

式#

&$

%就是本文用来处理
EFO

中迁移过程的基

本方程&

目前$已有了若干种不同的数值通量格式&本

文采用考虑了逆风影响的
E-Q

D

]+26K+2;N7

格式$即

'

/

!

,

0

$

,

# %

-

/

&

$

'

!

,

# %

0

-

'

!

,

# %

-

-

+

,

0

!

0

,

-

# %

!

&

'

(

)

(

#

&C

%

式中!

+/

H-Q

(

-

+

?

+

# %

,

/

(

-

"

!

&因此$方程式

#

&$

%右边项中的点积项可写为

(

-

'

!

0

'

/

# %

!

/

&

$

(

-

"

!

0

(

-

"

# %

!

,

0

!

0

,

-

# %

!

/

(

-

"

# %

!

,

0

!

0

,

-

# %

!

(

-

"

! 0

%

% (

-

"

! 1

#

$

%

%

#

&!

%

!!

在
0@L

+

&B

,中$

,

!

在每个单元
(

= 内可以近似

地表示为

,

=

!

!

$

# %

.

2

@

,

=

!

!

$

# %

.

/

3

A

9

*

/

&

@

,

=

!

$

*

#%

.

,

*

#%

!

/

3

A

9

*

/

&

@

,

=

!

!

*

$

# %

.

-

=

*

#%

!

#

&#

%

式中!

@

,

=

!

!

$

# %

.

为
,

=

!

!

$

# %

.

的局部近似解&它既

可以用包含
A

阶局部多项式基
,

*

#%

!

的模态形式

表示$也可以用基于
A

阶拉格朗日插值多项式

-

=

*

#%

!

的节点形式表示$这两种形式之间可以通过

系数@

,

=

!

$

*

#%

.

来建立联系&而@

,

=

!

!

*

$

# %

.

为单元
(

=

!BB

南
!

京
!

航
!

空
!

航
!

天
!

大
!

学
!

学
!

报 第
!"

卷



内变量在节点上的值$

A

9

则表示单元
(

=内节点的

个数&在本文研究中$采用的是三角形单元$所以

A

9

与多项式基的阶数
A

之间的关系为
A

9

_

#

A`

&

%#

A $̀

%"

$

&

用来离散计算区域的三角形
(

= 通常没有固定

的形状$为了便于生成三角形单元内的节点$可以把

普通三角形
(

=

/

!

/

#

6

$

8

. /

% 转化成标准三角形

'

/

)

/

#

B

$

4

%

C

B

$

4

1

0

&

'

B

-

4

"

. /

%

$如图
&

所示&

图
&

!

普通三角形
(

= 和标准三角形
'

之间的关系

]2

3

>&

!

R6.-82),7N2

P

Y68W66,

3

6,6+-.8+2-,

3

.6

(

=

-,K78-,K

D

-+K8+2-,

3

.6'

因此$它们之间的关系为+

&B

,

!

/0

B

-

4

$

*

&

-

B

-

&

$

*

$

-

4

-

&

$

*

C

#

&B

%

式中!

*

&

$

*

$ 和
*

C 为三角形顶点的向量$它们以逆

时针方向排序&有如下等式

+

!

+

)

+

)

+

!

/

6

B

6

4

8B 8

&

'

(

)

4

B

6

B

8

4

6

4

&

'

(

)

8

/

& %

+ ,

% &

#

&'

%

可知

B

6

/

8

4

#

$

B

8

/0

6

4

#

$

4

6

/0

8

B

#

$

4

8

/

6

B

#

#

&V

%

式中!

#

为雅克比行列式
#

/

6

B84

0

6

48B

&而从方

程式#

&B

%可知

6

B

$

8

# %

B

/

!

B

/

*

$

0

*

&

$

$

6

4

$

8

# %

4

/

!

4

/

*

C

0

*

&

$

#

&"

%

通过上述关系式$可以在标准三角形单元内生成节

点用以构造拉格朗日插值多项式$详细过程可见参

考文献+

&$

,&

最后$方程式#

&$

%用
0@L

进行空间离散可得

$

=

K+

=

!

K.

-

%

=

!

+

=

!

/

&

=

!

#

$%

%

式中!

+

=

!

/

+

@

,

=

!

,

*

*

/

&

$0$

A

# %

9

为解向量&质量

矩阵
$

=

*刚度矩阵
%

=

!

和右边项矩阵
&

=

!

中的元素为

+

$

=

,

D*

/

.

'

-

D

#

)

%

-

*

#

)

%

#

=

K)

D

$

*

/

&

$0$

A

9

#

$&-

%

+

%

=

!

,

D*

/

.

'

"

!

-

+-

D

#

)

%

+

)

+

)

+

!

-

*

#

)

%

#

=

K)

D

$

*

/

&

$0$

A

9

#

$&Y

%

+

&

=

!

,

D*

/

.

+

,

&

$

#

"

!

-

(

0

"

!

-

(

%#

@

,

0

!

0

@

,

-

!

%

D

-

D

#

)

%

-

*

#

)

%

#

=

4

K)

D

$

*

/

&

$0$

A

9

#

$&;

%

式中!

#

= 和
#

=

4

分别为单元内部和单元边界的映射

雅克比行列式$

+

'

为标准三角形
'

的边界&

CDF

!

龙格
!

库塔时间离散格式

对于空间离散后的
0@L

方程式#

$%

%$可以进

一步采用龙格
D

库塔格式进行时间离散&因此$先

在方程两边乘以
$

= 的逆矩阵

K+

=

!

K.

/0

$

=

0

&

%

=

!

+

=

!

-

$

=

0

&

&

=

!

/

!

+

=

# %

!

#

$$

%

!!

应用四阶*五步龙格
D

库塔格式对式#

$$

%进行

时间离散

-

#%

%

/

+

=

#%

*

!

5

/

&

$0$

#

!

.

#%

5

/

E

5

.

5

0

# %

&

-"

.!

-

5

0

# %

&

#

$

.

#%

*

-

3

5

"

%

.

-

#%

5

/

-

5

0

# %

&

-

F

5

.

#%

#

$

%

5

+

=

*

-

# %

&

!

/

-

#%

#

#

$C

%

式中!

E

5

$

F

5

和
3

5

为给定的常数&关于四阶*五步

龙格
D

库塔格式的更多细节可见参考文献+

&$

,&

CDG

!

边界条件

与传统的
EFO

一样$本文的
0@LDEFO

也需

要根据边界条件来求解边界上未知的粒子分布函

数#

@

,

-

!

%&本文考虑的边界是进口"出口和固壁$

相应的边界条件为

进口"出口

,

a

-

!

/

,

a

0

!

"

!

-

(

4

%

,

a

-

!

/

,

a

%

7

!

#

%

%

$

#

%

%

"

!

-

(

4

%

#

$!-

%

!!

固壁

,

a

-

!

/

,

a

0

!

"

!

-

(

4

%

,

a

-

!

/

,

a

0

0!

-

$2

!

%

%

"

!

-

#

# %

%

"

3

$

4

"

!

-

(

0

%

#

$!Y

%

式中!

%

%

和
#

%

分别是边界上的密度和速度$

,

a

0

0!

为

,

a

0

!

相反方向的粒子分布函数&

E

!

计算结果和分析

EDC

!

顶盖驱动方腔流

!!

为了验证本文的
0@LDEFO

$首先模拟了不同

雷诺数下的顶盖驱动方腔流&对于该问题$雷诺数

定义为
+%

/

"&

"

'

&其中$

"

为顶盖驱动速度$

&

为方腔的边长$

'

为动力黏性系数计算区域用
&V!V

个三角形单元进行离散$如图
$

所示$插值多项式

的阶数为
A_C

&

图
C

给出了
+%_&%%

$

!%%

$

&%%%

和
#%%%

时的

流线图&从图中可知$随着雷诺数的增加$主涡逐

渐向方腔中心移动$左下角和右下角的两个次涡逐

渐增大&当
+%_#%%%

时$左上角还出现了第
C

个

次涡$同时右下角出现了一个尺寸更小的涡&

为了验证本文
0@LDEFO

的准确性$图
!

给

#BB

第
#

期
! !!!!!

吴
!

杰$等!一种模拟不可压流的节点间断有限元
D

格子波尔兹曼方法



图
$

!

顶盖方腔驱动流的包含
&V!V

个三角形单元的非结

构网格

]2

3

>$

!

4,78+*;8*+6KH67NW28N&V!V8+2-,

3

*.-+6.6H6,87

/)+.2K

D

K+256,;-528

9

/.)W

图
C

!

顶盖方腔驱动流在
+%_&%%

$

!%%

$

&%%%

和
#%%%

时的

流线图

]2

3

>C

!

U8+6-H.2,67)/.2K

D

K+256,;-528

9

/.)W-8+%_&%%

$

!%%

$

&%%%-,K#%%%

出了
+%_&%%

和
&%%%

时中线上的速度型并与

LN2-

等+

&!

,的结果进行比较&图中$

:

$

;

为速度分

量'

6

$

8

为中线坐标&从图中可知$本文的结果与

文献中的结果符合得很好&特别地$当
+%_&%%%

时采用
ORS

获得的结果相比于
URS

更接近文献

中的结果&这说明
ORS

能有效地确保高雷诺数

流动模拟的准确性&

EDE

!

静止单个圆柱绕流

为了进一步验证
0@LDEFO

$本文还模拟了静

止单个圆柱的绕流问题&对于此问题$雷诺数定义

为
+%

/

"G

"

'

&其中$

"

为自由来流速度$

G

为圆

柱直径$

'

为动力黏性系数&计算区域用
$"!!

个

图
!

!

+%_&%%

和
&%%%

时中线上的速度型比较

]2

3

>!

!

T)H

P

-+27),)/;6,86+.2,656.);28

9P

+)/2.67-8+%_

&%%-,K&%%%

图
#

!

静止单个圆柱绕流的包含
$"!!

个三角形单元的非

结构网格

]2

3

>#

!

4,78+*;8*+6K

3

+2K7W28N$"!!8+2-,

3

*.-+6.6H6,87

/)+/.)W)56+78-82),-+

9

;2+;*.-+;

9

.2,K6+

三角形单元进行离散$如图
#

所示$插值多项式的

阶数仍取
A_C

&

本文模拟了
+%_&%%

和
$%%

时的非定常流动&

表
&

给出了
+%_&%%

时的平均阻力系数5

(

H

*最大

升力幅值
"

(

I

和无量纲涡脱落频率
J.

的计算结

果$并与文献+

&#

#

&'

,中的结果进行了比较&由表

&

可见$当前的计算结果与文献中的结果符合得很

好&这再次证明了本文方法的可靠性&图
B

给出

了
+%_&%%

和
$%%

时流动达到周期性变化后的流
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线和瞬时涡量云图&从图中可以看到清晰的卡门

涡街现象&

表
C

!

静止单个圆柱绕流在
&"HCII

时的结果比较

J%=DC

!

K#5

<

%0()#+#80/)-&,)8#08&#?#L/0),%,(#+%0

B

*(0*-!

&%0*

B

&(+$/0%,&"HCII

参数 5

(

H

"

(

I

J.

R6/>

+

&#

,

&>'B% b %>&V%

R6/>

+

&B

,

&>CC% %>C$% %>&B#

R6/>

+

&'

,

&>!!' %>CC% b

本文
&>!&! %>C#$ %>&B'

图
B

!

静止单个圆柱绕流的流线和瞬时涡量云图

]2

3

>B

!

U8+6-H.2,67-,K2,78-,8-,6)*75)+82;28

9

;),8)*+7/)+

/.)W)56+78-82),-+

9

;2+;*.-+;

9

.2,K6+

EDF

!

旋转
!

静止双圆柱绕流

为了进一步检验
0@LDEFO

并展示其处理复

杂问题的能力$本文还模拟了
+%_&#%

时双圆柱

的绕流问题&其中两个圆柱前后放置$它们的大小

一致#直径为
G

%$它们之间的距离为
&

$同时前圆

柱作旋转运动而后圆柱静止$如图
'

所示&计算区

域用
C"B$

个三角形单元进行离散$区域大小与单

圆柱问题一样&旋转圆柱的角速度变化为

.

#%

.

/.

%

72,$

$

,

# %

.

#

$#

%

式中!

.

%

为角速度幅值$

,

为无量纲转动频率&在

本文的模拟中$它们的取值分别为
.

%

_$

$

C

和
,

_

%>&

$

%>$

&此外$圆柱之间的距离为
&_$>#G

和

C>#G

&

图
'

!

旋转
D

静止圆柱绕流示意图

]2

3

>'

!

UM68;N)//.)W)56++)8-82,

3

D

78-82),-+

9

;2+;*.-+;

9

.

D

2,K6+7

图
V

给出了不同参数下的涡量云图&从图中

可知$前圆柱的旋转运动显著地改变后圆柱的涡脱

落过程&其中$圆柱之间的距离
&

和圆柱的转动

频率
,

对后圆柱的涡脱落影响较小&然而$随着

旋转幅度
.

%

的增大$后圆柱的涡脱落形态从交替

分布逐渐转变成上下分布&

EDG

!

"@K@IICE

翼型绕流

为了进一步展示
0@LDEFO

处理高雷诺数问

图
V

!

旋转
D

静止圆柱绕流的瞬时涡量云图

]2

3

>V

!

A,78-,8-,6)*75)+82;28

9

;),8)*+7/)+/.)W)56++)8-

D

82,

3

D

78-82),-+

9

;2+;*.-+;

9

.2,K6+7

题的能力$本文还模拟了
+%_#%%%

时
0:T:%%&$

翼型的绕流问题$其中来流迎角为
&%c

&

图
"

给出了流动达到稳定以后的流线和涡量

云图&从图中可知$翼型后缘的上表面附近存在回

流区$同时流场中出现了典型的涡脱落现象&

图
"

!

0:T:%%&$

翼型绕流的流线和瞬时涡量云图

]2

3

>"

!

U8+6-H.2,67-,K2,78-,8-,6)*75)+82;28

9

;),8)*+7/)+

/.)W)56+0:T:%%&$-2+/)2.

F

!

结束语

本文基于节点间断有限元方法$提出了另一种

求解格子波尔兹曼方程的方法$即
0@LDEFO

&该

方法首先把
EFJ

的碰撞过程和迁移过程拆成两

步&其中碰撞过程用
EFO

中的多松弛时间模型

进行求解$而迁移过程则还原成对流方程&然后采

用
0@L

方法求解该对流方程$其中采用非结构网

格进行空间离散$采用四阶*五步龙格
D

库塔格式进

行时间离散&最后应用该方法模拟了顶盖方腔驱

动流*静止单个圆柱绕流*旋转
D

静止双圆柱绕流以

及高雷诺数
0:T:%%&$

翼型绕流&计算所得的结
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果与文献中的结果很吻合$有效地验证了本文

0@LDEFO

的准确性和可靠性&
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