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摘要!阵列信号处理技术是信号处理领域一个重要分支!广泛应用于雷达"声呐"水电天文等领域#空间谱估计

是阵列信号处理中一个主要研究热点!为了避免角度模糊!要求阵元间距要小于等于载波波长的一半#互质阵

突破半波长的限制!其阵元间距一般大于半波长#因此!互质阵能够在阵元数固定的情况下!获得更大的阵列孔

径#互质阵空间谱估计算法可以利用互质特性辨识目标源!且能够获得更高的测向精度与分辨率#互质阵空间

谱估计研究逐渐成为当今阵列信号处理领域的热点#本文总结了互质线阵与互质面阵下的空间谱估计的研究

进展!分析了互质阵列相对于普通均匀阵列在阵列孔径扩展以及提高空间自由方面的优势#仿真结果展现了互

质阵下高效的波达方向估计性能#

关键词!互质线阵$互质面阵$空间谱估计$波达方向估计
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阵列信号处理的基本原理是利用收集到的有

用的空间信号$对其进行信号处理$同时对噪声信

号进行抑制$从而得到源信号的特征及其所包含的

有用的信息+

&

,

&空间谱估计+

$D!

,

$也称为波达方向

#

@2+6;82),)/-++25-.

$

@?:

%估计$主要是为了估

计空域中接收到的信号的来波方向$在阵列信号

处理领域中是一个主要研究方向&

经典的超分辨率
@?:

估计方法主要有多重

信号分类 #

Z*.82

T

.672

3

,-.;.-772/2;-82),

$

Z4GAH

%

算法+

#

,

*借助旋转不变性进行信号参数估计 #

I782

D

J-82),)/72

3

,-.

T

-+-J686+752-+)8-82),-.2,5-+2

D

-,;686;L,2

Y

*6

$

IG[VAE

%算法+

B

,

$这些都是基于

特征结构的子空间类方法&子空间类方法都是最

初均是针对传统阵列提出的$并且要求阵元间距小

于载波的半波长$以此避免出现角度模糊&由于将

线性空间概念引入到
@?:

估计中$子空间方法实

现了超分辨率&子空间类方法的
@?:

估计分辨

率与传感器阵列有效孔径成正比$即在相同阵元数

目的情况下$随着阵元间距的增大$

@?:

估计算

法可以获得更高的测向精度和分辨率+

'D"

,

&实际

中$无论是军用雷达还是民用通信+

&%D&&

,

$都对测向

精度与分辨率有很高的要求&传统阵列需要通过

增加阵元数目来得到大的阵列孔径$但是这会增加

系统成本和算法的复杂度&此外$传统阵列的

@?:

估计算法中还存在着欠定问题$即当待估计

信源数目大于物理阵元数目时$上述子空间类的

@?:

估计算法将会失效&因此$传统阵列由于阵

元间距的限制$在许多航空航天及军事民用领域已

经无法满足需求&

文献+

&$

,中提出了互质线阵的概念&互质线

阵由阵元数分别为
4

和
$

的两个均匀线阵组成$

其中$

4

和
$

为互质数$子阵的阵元间距分别为

$

!

"

$

和
4

!

"

$

$

!

为载波波长&特别地$文献+

&$

,

已经证明了通过阵元总数为
4\$]&

的互质阵

可以获得
5

#

4$

%的自由度&与最小冗余阵相比$

互质阵可以得到阵元位置与自由度的闭式解$阵列

结构简单$无需复杂的搜索即可获得优化的阵列结

构&近年来$许多学者在互质阵列上作了大量科学

研究&文献+

&C

,中提出了一种基于互质特性的联

合
Z4GAH

估计算法&文章利用子阵阵元数的互

质特性$通过对比两个子阵的
@?:

估计结果$证

明了
@?:

估计值的存在性与唯一性$从而消除角

度模糊的问题&该方法虽然在实现上较为简单$但

是将两个子阵单独运作$可辨识的目标数减少至少

一半$而且阵列间的互信息损失也会一定程度上削

弱
@?:

估计的性能&文献+

&!

,中$作者提出了一

种基于协方差矩阵矢量化的
@?:

估计算法&该

算法通过对接收信号协方差矩阵进行矢量化操作

进行数据重构$从而得到一个通过虚拟阵列接收到

的单快拍信号&特别地$该虚拟阵列的孔径与自由

度都大于实际物理阵列$从而实现孔径与自由度的

拓展&为了解决重构信号的相干性$作者引入了空

间平滑技术&为了解决空间平滑技术带来的自由

度损失的问题$文献+

&#

"

&'

,引入压缩感知技术$

充分利用互质阵列提供的最大孔径与自由度&

事实上$空间目标源定位是一个二维
@?:

#仰

角与方位角%估计的问题$国内外学者基于传统的

紧凑阵列提出了二维 #

EX)

D

N2J6,72),-.

$

$@

%

Z4GAH

算法*

$@IG[VAE

算法*二维传播算子方

法#

$@

T

+)

T

-

3

-8)+J68L)N

$

$@[Z

%及这些算法的

众多改进算法&在互质阵的概念提出后$国内外学

者提出了互质
S

型阵列*互质十字阵和互质面阵

列$并给出了一系列无模糊且高效的
$@@?:

估

计算法&文献+

&F

,研究了互质
S

型阵列下的
$@

@?:

估计问题$利用两个
S

型子阵的互质特性$

仰角和方位角的估计值可以唯一确定&基于传统

S

型阵列$文献+

&"

,提出了一种互质十字阵$并提

出了一种改进的高效子空间#

AJ

T

+)56N;)J

T

*8-

D

82),-..

9

6//2;26,87*W7

T

-;6-.

3

)+28LJ

$

AHIG:

%算

法&利用接收数据的四阶累计量得到数据的协方

差矩阵$该算法比
$@IG[VAE

算法复杂度低*角

度估计性能更好&文献+

$%

,中$作者提出了一种互

质面阵$并利用
$@ Z4GAH

算法进行角度估计&

由于
$@Z4GAH

算法需要复杂度很高的二维谱峰

搜索$作者利用模糊
@?:

值与真实
@?:

值之间

的正弦线性关系$提出了一种局部谱峰搜索算法$

大大地降低了算法的复杂度&在文献+

$%

,的基础

上$文献+

$&

,通过降维转换$将二维局部谱峰搜索

降低至一维局部谱峰算法$进一步降低了算法的复

杂度$且不影响
@?:

估计性能&由于上述算法都

是将互质阵的两个子阵独立运算$自由度被减少了

至少一半$文献+

$$

,利用和阵列与差阵列$得到一
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个大于实际阵列的虚拟阵列$提高了自由度与阵列

孔径&作者引入稀疏恢复的方法$充分地利用互质

面阵所能提供的最大自由度与阵列孔径$角度估计

精度得到了极大的提升&

论文第一节主要介绍了互质阵列提出的背景

以及发展互质阵列
@?:

估计算法的重要意义&

第二节介绍了互质线阵模型及基于互质线阵的

@?:

估计算法&第三节介绍了互质面阵模型及基

于互质面阵的
$@@?:

估计算&第四节为总结与

期望$对整篇论文的概括性总结以及对未来互质阵

列发展的展望&

符号表示!本文中用#-%

E 表示矩阵转置$

#-%

P 表示矩阵共轭转置$大写字母
!

表示矩阵$

小写字母
"

#-%表示矢量$

&

'

$

6

表示矩阵的第#

'

$

6

%

个元素$

#

/

表示为
7^7

的单位矩阵$

"

表示
_+)D

,6;̀6+

积$

#

表示
_L-8+2

D

V-)

积$

N2-

3

#

"

%表示以
"

中元素构成的对角矩阵&

<

!

互质线阵空间谱估计

目前关于互质阵列空间谱估计方法主要有两

种$一是利用联合互质阵列子阵列的思想进行空间

谱估计$二是对互质阵列得到的协方差矩阵进行矢

量化后构造虚拟阵列的空间谱估计方法&

<=<

!

互质线阵拓扑结构与数据模型

互质线阵的基础拓扑结构如图
&

所示+

&!

,

$互

质线阵主要由两个阵元间距大于半波长的均匀线

阵所构成$记为子阵一和子阵二$阵元数分别为
4

&

和
4

$

$其阵元间距为
8

&

a4

$

!

"

$

$

8

$

a4

&

!

"

$

$其

中
4

&

和
4

$

互为质数&

图
&

!

互质线阵基础结构拓扑图
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3
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T
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T
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9

互质阵的两个子阵均以原点为参考点$阵元位

置可记为如下集合
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$
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$

&

$

$

$/$

4

$

]&

0 #

&

%

假设空间远场有
;

个不相关窄带信号入射到

上述互质线阵上$其入射角度分别为+

"

&

$

"

$

$/$

"

;

,时$阵列接收信号可以表示为

"

#

<

%

=

%&

#

<

%

>

'

#

<

% #

$

%

式中!

&

#

<

%为信源矢量$

'

#

<

%为噪声矢量$

%

为方向

矩阵

%

=

+

(

#

"

&

%$

(

#

"

$

%$/$

(

#

"

;

%, #

C

%

式中!

(

#

"
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+

&

$
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1

$

#
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8
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72,
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$/$

6

]

1

$

#

!

#

4]&

%

8

-

72,

#

"

?

%

,

E

为方向矢量$

8

和
!

分别为阵元间距和载波波长&

子阵一和子阵二的方向矢量分别为
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+

&
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$
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$
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E

#

#

%

可以从式#

!

$

#

%中得出$用整个阵列进行
@?:

估计时$方向矢量为

(

#

"

?

%

=

+

(

E

&

#

"

?

%$

(

E

$&

#

"

?

%,

E

#

B

%

式中!

(

E

$&

#

"

?

%为
(

E

$

#

"

?

%去除第一行元素后构成的

新方向矢量&

<=>

!

?@7

估计算法

&@$@&

!

解模糊方法

以子空间类算法中的
IG[VAE

算法为例$解

模糊方法通过联合互质线阵中的两个均匀子阵

@?:

估计结果获得测向角$假定子阵
'

#

'a&

$

$

%得

到接收信号
"

'

#

<

%$协方差矩阵
)

A'

a 1

+

"

'

#

<

%-

"

P

'

#

<

%,$对协方差矩阵特征分解后得到信号子空间

*

9

$

'

$再利用信号子空间的前
4

'

]&

行和后
4

'

]&

行得到两个新矩阵
*

9&

$

'

和
*

9$

$

'

&由旋转不变性得

*

>

9&

$

'

*

9$

$

'

=

+

B

&

!

+

#

'

%

式中!

+

为满秩矩阵$

!

aN2-

3

#

6

]

1

$

#

!

8

'

72,

#

"

&

%

$/$

6

]

1

$

#

!

8

'

72,

#

"

;

%

%$

8

'

为子阵
'

阵元间距$

!

中包含着

@?:

信息&通过对式#

'

%左边特征分解后就能得

到
@?:

估计值&然而$由于两个子阵的阵元间距

大于半波长$两个子阵得到的
@?:

估计值存在角

度模糊问题&

文献+

&C

,指出$

@?:

模糊值与真实值之间存

在如下关系

(

#

"

%

=

(

#

"

(

% #

F

%

式中!

"

为真实值$

"

( 为对应的模糊值&由上可知

!

$

#

8

'

72,

"

"

!

]$

#

8

'

72,

"

(

"

!

a$?

#!!

'a&

$

$

#

"

%

由式#

"

%可知$当子阵中阵元间距为
8

'

a4

'

!

"

$

时$因为一维测向角度范围是#

]"%c

$

"%c

%$根据

$

72,

"

]72,

"

(

$&

$

$可以从式#

"

%中推导出
?

的取值

范围是
?

'

+

]

#

4

'

]&

%$/$#

4

'

]&

%,&又因为正

弦函数的范围$所以
?

实际只有
4

'

个取值&当
4

'

'CB

第
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等于
&

时$

?

只能取值为
%

$此时估计结果只有一

个$也就是传统阵列形式下的
@?:

估计结果&当

4

'

的值大于
&

时$互质线阵的子阵会产生
4

'

个

模糊值$其中包含对应的真实角度估计值&

另外$文献+

&C

,中给出利用两个子阵得到的相

同的角度估计值消除模糊的证明$如下!

假设除了
"

为两子阵中相同值外$还有一个值

"

C

也为两子阵得到的角度估计的相同值&根据式

#

"

%可知阵元数为
4

&

的子阵
&

阵元间距为
8

&

a

4

$

!

"

$

有关系式

72,

#

"

?

%

B

72,

#

"

C

?

%

=

$?

&

"

4

$

#

&%

%

式中!

?

&

a]

#

4

$

]&

%$/$

]&

$

&

$/$#

4

$

]&

%&

同理$阵元数为
4

$

的子阵
$

阵元间距为
8

$

a

4

&

!

"

$

有关系式

72,

#

"

?

%

B

72,

#

"

C

?

%

=

$?

$

"

4

&

#

&&

%

式中!

?

$

a]

#

4

&

]&

%$/$

]&

$

&

$/$#

4

&

]&

%

根据式#

&%

$

&&

%可得

$?

&

4

$

=

$?

$

4

&

#

&$

%

!!

由于
4

&

$

4

$

互为质数$所以不存在
?

&

$

?

$

使

式#

&$

%成立&

所以$通过搜索互质线阵中两个子阵得到的相

同的角度估计值就能得到唯一的
@?:

估计结果&

&@$@$

!

虚拟化阵元方法

上述提出的解模糊方法虽然在
@?:

估计的

子空间类算法中的算法复杂度和算法性能上均要

优于均匀线阵$但是以互质子阵的方式估计角度牺

牲了空间自由度$即可探测的信源数极大地减少

了&文献+

&!

,中提出的虚拟化阵元方法则能明显

地提高阵列算法的空间自由度$且不存在角度模糊

问题&

假设互质线阵的子阵一和子阵二阵元数分别

为
4

&

和
4

$

$其中
4

&

和
4

$

互为质数&互质线阵

得到的信号可以表示为以下形式

"

#

<

%

=

+

"

E

&

#

<

%$

"

E

$

#

<

%,

E

#

&C

%

式中!

"

&

#

<

%和
"

$

#

<

%分别为子阵一和子阵二的接收

信号矩阵$互质线阵方向矢量表示为
(

#

"

?

%

a

+

(

4

E

&

#

"

?

%$

(

4

E

$

#

"

?

%,

E

$接收信号的协方差矩阵为

)

AA

a1

+

"

#

<

%

"

P

#

<

%,$对协方差矩阵矢量化后可得

,a56;

#

)

AA

%

a-

#

"

&

$

"

$

$/$

"

;

%

. \

#

$

.

/

#

&!

%

式中!

. a

+

#

$

&

$

#

$

$

$/$

#

$

;

,

E

$

#

$

?

表示为第
?

个信号

源的信号功率$

.

可以看作是单快拍的新的信号矩

阵$

/a56;

#

#

%$新的方向矩阵可以表示为

-

#

"

&

$

"

$

$/$

"

;

%

a

+

(

(

#

"

&

%

"

(

#

"

&

%$

(

(

#

"

$

%

"

!!!

(

#

"

$

%$/$

(

(

#

"

;

%

"

(

#

"

;

%, #

&#

%

从式#

&#

%中可以得出新方向矢量包含的相位

信息有以下
C

种

!!!

6

]

1

$

#

!

872,

#

"

?

%#

4

&

:

$

]4

$

:

&

%

!!!!

%

)

:

$

)

4

$

]&

$

!

%

)

:

&

)

4

&

]&

#

&B

%

!!!

6

]

1

$

#

!

872,

#

"

?

%#

4

&

:

$&

]4

&

:

$$

%

!!!!!

%

)

:

$&

$

!

:

$$

)

4

$

]&

#

&'

%

!!!

6

]

1

$

#

!

872,

#

"

?

%#

4

$

:

&&

]4

$

:

&$

%

!!!!!

%

)

:

&&

$

:

&$

)

4

&

]&

#

&F

%

!!

文献+

&!

,指出$上述公式中的相位包含的其实

是一种差分集合形式

D

4

&

4

$

a

.#

4

&

:

$

]4

$

:

&

%$

%

)

:

$

)

4

$

]&

$

%

)

:

&

)

4

&

]&

0 #

&"

%

集合中包含的距离原点范围包含于+

]4

$

#

4

&

]&

%$/$

4

&

#

4

$

]&

%,中$其假设单位阵元

间距为半波长&需要指出的是该虚拟阵列的部

分为连续阵列$且连续部分并没有确定的闭式

解&文献+

&!

,在此基础之上提出增广互质线阵

结构$其子阵一和子阵二阵元数分别为
4

$

和

$4

&

$如图
$

所示$其中
4

&

和
4

$

互为质数$且

假设
4

&

&

4

$

&

图
$

!

增广互质线阵拓扑结构

b2

3

>$

!

E)

T

).)

3

2;-.78+*;8*+6)/-*

3

J6,86N;)

T

+2J6

.2,6-+-++-

9

文献+

&!

$

$C

,指出在增广互质线阵的差分集合

中$连续的阵元部分为+

]4

&

4

$

$/$

4

&

4

$

,&这

意味着阵元数为
$4

&

\4

$

]&

的互质阵列可以获

得
$4

&

4

$

\&

的自由度&

文献+

&!

,利用空间平滑技术与
Z4GAH

算法

进行
@?:

估计&假设
,

&

是
,

消除重复行并且按距

离位置排列好后的数据矩阵$

,

&'

是包含有
4

&

4

$

\&

个阵元的第
'

个子阵列的接收数据矩阵$构造协方

差矩阵为

)

'

=

,

&'

,

P

&'

#

$%

%

!!

对所有子阵列协方差矩阵取平均可得

)

99

=

&

4

&

4

$

>

&

*

4

&

4

$

>

&

'

=

&

)

'

#

$&

%

FCB

南
!

京
!

航
!

空
!

航
!

天
!

大
!

学
!

学
!

报 第
!"
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!!

可以从式#

$&

%中得出
)

99

a

0

)

$

$其中

0

)

=

&

4

&

4

$

>槡 &

#

%

&&

"

%

P

&&

>#

$

.

#

4

&

4

$

% #

$$

%

式中!

"

aN2-

3

#

#

$

&

$

#

$

$

$/$

#

$

;

%$

%

&&

表示空间平滑算

法中第一个参考子阵列的方向矩阵&上述表达式

符合基本子空间类
@?:

估计算法的协方差分解

形式$故能利用它得到正确的
@?:

估计&

以
IG[VAE

算法为例$通过对式#

$$

%中得到

的0

)

特征分解后得到信号子空间$再利用信号子

空间的前
4

&

4

$

行和后
4

&

4

$

行得到两个新矩阵

*C

9&

和
*C

9$

$构造类似于式#

'

%中的方程式
!

a

#

*C

9&

%

\

*C

9$

$通过对
!

特征分解后得到的特征值就

能得到正确的
@?:

估计值&

虚拟化阵元方法相对解模糊方法有效的提高

了空间自由度$但是因为引进了空间平滑算法$同

时造成了空间自由度的损失&

下面给出子空间类算法
IG[VAE

算法下几种

方法的
@?:

估计性能比较&本文中所有的仿真

均采用蒙特卡洛仿真来评估算法性能&假设空间

远场信号源入射角为
"

&

a&%c

$

"

$

a$%c

&图
C

的仿

真条件为普通均匀线阵阵元数
4a&&

$互质线阵

解模糊方法阵元数
4

&

aB

$

4

$

a#

$虚拟化阵元方

法互质线阵阵元数
4

&

aC

$

4

$

a#

&保证总阵元数

相同$快拍数
,aC%%

条件下的几种方法随着信噪

比条件下的
@?:

估计性能图&

图
C

!

互质线阵中不同方法下的
@?:

估计性能

b2

3

>C

!

@?:6782J-82),

T

6+/)+J-,;6*,N6+N2//6+6,8

J68L)N72,;)

T

+2J6.2,6-+-++-

9

可以从图
C

中看出$在一般情况下$解模糊方

法的
@?:

估计性能优于虚拟化阵元方法$优于均

匀线阵方法$但是随着信噪比的增高$虚拟化阵元

方法的
@?:

估计性能变差&

图
!

给出了在图
C

相同的阵元数情况下$在信

噪比
G0Va%Nd

条件下$几种方法
@?:

估计性

能随着快拍数的变化情况&随着快拍数的增加$几

图
!

!

互质线阵中不同快拍数下算法性能

b2

3

>!

!

:.

3

)+28LJ

T

6+/)+J-,;6*,N6+N2//6+6,87,-

T

D

7L)872,;)

T

+2J6.2,6-+-++-

9

种方法下的
@?:

估计性能提升了&其中$相对于

传统阵列$互质阵列可以获得更好的角度估计性

能&

综上所述$相对于均匀线阵$互质线阵不仅在

阵列天线孔径与空间自由度上有优势$而且在算法

性能上$互质线阵也要优于均匀线阵&

>

!

互质面阵空间谱估计

>=<

!

互质面阵拓扑结构与数据模型

!!

文献+

$%

,中描述的互质面阵结构拓扑图如图

#

所示$互质面阵的阵列排布较为复杂$和传统均

匀面阵相比$互质面阵可以分成两个子阵$记为子

阵
&

和子阵
$

&其中$子阵
&

是由阵元数为
4

&

^

4

&

的均匀面阵构成$子阵
$

由阵元数为
4

$

^4

$

的均匀面阵构成&其中子阵
&

在
&

轴和
E

轴方向

上的阵元间距都为
8

&

a4

$

!

"

$

$子阵
$

在
&

轴和
E

轴方向上的阵元间距都为
8

$

a4

&

!

"

$

&

图
#

!

互质面阵结构拓扑图

b2

3

>#

!

E)

T

).)

3

2;-.78+*;8*+6)/;)

T

+2J6

T

.-,-+-++-

9

考虑上述的互质面阵$子阵阵元只在原点位置

重合$故互质面阵的阵元总数为
Fa4

$

&

\4

$

$

]&

&

阵元在坐标轴的位置可以表示为如下集合
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第
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!!

,

9

a

.#

:8

&

$

.8

&

%

$

%

)

:

$

.

)

4

&

]&

0

%

.#

/

8

$

$

G

8

$

%

$

%

)

/

$

G

)

4

$

]&

0 #

$C

%

假定空间有
;

个不相关的窄带信源入射到上

述面阵中$并且
"

?

$

$

?

表示第
?

个信源的仰角和方

位角&

考虑互质面阵的子阵
'

#

'a&

$

$

%$其在
A

轴和

H

轴上阵元的方向矢量可以分别表示为

(

'A

"

?

$

$

# %

?

=

&

6

]1

$

#

!

8

'

72,

"

?

;)7

$

?

1

6

]1

$

#

!

#

4

'

B

&

%

8

'

72,

"

?

;)7

$

+

,

-

.

?

(

'

H

"

?

$

$

# %

?

=

&

6

]1

$

#

!

8

'

72,

"

?

72,

$

?

1

6

]1

$

#

!

#

4

'

B

&

%

8

'

72,

"

?

72,

$

+

,

-

.

?

#

$!

%

!!

那么从式#

$!

%中可以得到子阵
'

在
A

轴和
H

轴上的方向矩阵分别表示为
%

'A

a

+

(

'A

#

"

&

$

$

&

%$

(

'A

#

"

$

$

$

$

%$/$

(

'A

#

"

?

$

$

?

%,$

%

'

H

a

+

(

'

H

#

"

&

$

$

&

%$

(

'

H

#

"

$

$

$

$

%$/$

(

'

H

#

"

;

$

$

;

%,&

则在
A

轴上的阵元接收信号可以表示为

"

'&

#

<

%

=

%

'A

&

#

<

%

>

'

'&

#

<

% #

$#

%

式中!

'

'&

#

<

%为子阵
'

在
A

轴上阵元的噪声&

&

#

<

%

'

6

;^&为信源矢量&平行于
A

轴的第
:

个分阵列接

收信号可以表示为

"

':

#

<

%

=

%

'A

!

:

B

&

'

H

&

#

<

%

>

'

':

#

<

% #

$B

%

式中!

!

'

H

aN2-

3

#

6

]

1

$

#

8

'

72,

"

&

72,

$

&

"

!

$/$

6

]

1

$

#

8

'

72,

"

;

72,

$

;

"

!

%$

'

':

#

<

%为第
:

个分阵列的噪声&则可得整个子阵
'

的接收信号
"

'

#

<

%为

"

'

#

<

%

=

"

'&

#

<

%

"

'$

#

<

%

1

"

'4

'

#

<

+

,

-

.

%

=

%

'A

%

'A

!

'

H

1

%

'A

!

4

'

B

&

'

+

,

-

.

H

&

#

<

%

>

'

'&

#

<

%

'

'$

#

<

%

1

'

'4

'

#

<

+

,

-

.

%

#

$'

%

式#

$'

%中的信号也可以表示为

"

'

#

<

%

a

+

%

'

H

#

%

'A

,

&

#

<

%

\'

'

#

<

%

a

+

(

'

H

#

"

&

$

$

&

%

"

(

'A

#

"

&

$

$

&

%$/$

(

'

H

#

"

;

$

$

;

%

"

(

'A

#

"

;

$

$

;

%,-

&

#

<

%

\'

'

#

<

%

a%

'

&

#

<

%

\'

'

#

<

% #

$F

%

式中!

%

'

a%

'

H

#

%

'A

$

'

'

#

<

%为整个子面阵
'

上的噪声&

>=>

!

?@7

估计方法

与互质线阵一样的是$互质面阵的
@?:

估计

方法也包括两种!一种是解模糊方法$另一种是虚

拟化阵元方法&

$@$@&

!

解模糊方法

以子空间类算法中的
IG[VAE

算法为例$互质

面阵中解模糊方法也是通过联合两个子阵估计结果

获得
@?:

估计&通过子阵
'

得到的式#

$F

%中的接

收信号构造协方差矩阵
)

A'

a1

+

"

'

#

<

%

"

P

'

#

<

%,$特征

分解后得到信号子空间
*

9

/

a

#

%

'

H

#

%

'A

%

+

$

+

为满秩

矩阵$通过信号子空间
*

9

/

的前
4

'

#

4

'

]&

%行和后

4

'

#

4

'

]&

%行得到
*

9

/

&

和
*

9

/

$

$构造类似于式#

'

%中

的方程
!

/

a*

\

9

/

&

*

9

/

$

$特征分解后通过特征值就得

到
H

轴方向上的仰角与方位角的估计值&

同样的$信号子空间也可以表示为
*C

9

/

a

#

%

'A

#

%

'

H

%

+

$利用
!

/

特征分解后的特征向量得到

0

+

$同样的方法处理
*C

9

/

就能得到
A

轴方向上的仰

角与方位角的估计值&此时应当注意的是$

*C

9

/

是

通过
*

9

/

右乘0

+

后变换得到的$这样能实现仰角与

方位角的自动匹配&两个子阵有两组估计结果$此

时估计值中因为阵元间距稀疏性而出现角度模糊

问题&

文献+

$%

,中详细推导了互质面阵的解模糊方

法的
@?:

估计理论&与互质线阵一致$模糊产生

是由于阵元间距大于半波长引起的&假设有空间

角度为#

"

?

$

$

?

%#

?a&

$

$

$/$

;

%的
;

个非相干窄带

信源入射到互质面阵中$

"

?

$

$

?

分别代表第
?

个信

源的仰角和方位角&考虑面阵中的子阵列
'

$其阵

元间距假设为
8

'

a4

'

!

"

$

$那么子阵
'

在
A

轴方向

和
H

轴方向上的相邻两个阵元所接收信号的相位

差分别可表示为

$

%

A

>

$?

A

#=

$

#

"

!

8

'

72,

$

?

;)7

"

?

#

$"

%

$

%

H

>

$?

H

#=

$

#

"

!

8

'

72,

$

?

72,

"

?

#

C%

%

式中!

$

%

A

为
A

轴方向上相邻阵元的相位差$

$

%

H

为
H

轴方向上相邻阵元间的相位差&

?

A

和
?

H

为

整数$又因为
"

?

'

+

%

$

#

,$

$

?

'

+

%

$

#

"

$

,$所以有

]&

)

72,

$

?

;)7

"

?

)

&

$

%

)

72,

$

?

72,

"

?

)

&

&则
?

A

和

?

H

的取值范围分别为

?

A

'

B

8

'

!

B

$

%

A

$

#

$

8

'

!

B

$

%

A

$

+ ,

#

#

C&

%

?

H

'

B

8

!

B

$

%

H

$

#

$

8

!

B

$

%

H

$

+ ,

#

#

C$

%

!!

同时$

?

A

和
?

H

还要受
%

)

#

72,

$

?

;)7

"

?

%

$

\

#

72,

$

?

72,

"

?

%

$

)

&

的约束&当
8

)!

"

$

时$

?

A

和
?

H

只能取零&此时角度估计只有一个解$不存在角度

模糊问题&当
8

'

a4

'

!

"

$

$

4

'

为大于
&

的整数时$

?

A

和
?

H

的取值个数分别为
4

'

和
4

'

"

$

&即使考

虑到#

?

A

$

?

H

%配对时$仍然有多个
@?:

角度满足

式#

C&

$

C$

%$但是其中只有一个为真实角度$其他为

模糊角&

文献+

$%

,中指出$类似于互质线性阵列角度模

糊消除原理$互质面阵的角度模糊消除也是通过联

%!B

南
!

京
!

航
!

空
!

航
!

天
!

大
!

学
!

学
!

报 第
!"

卷



合两个子阵间的角度关系$找到相同的真实估计值

来达到消除角度模糊的目的&

根据式#

$"

$

C%

%$当阵元间距为
8

'

a4

6

!

"

$

时$真实
@?:

估计角度#

"

/

$

$

/

%和子阵
'

的模糊角

度#

"

'

$

(

$

$

'

$

(

%之间满足以下关系

72,

$

/

;)7

"

/

B

72,

$

'

$

(

;)7

"

'

$

(

=

$?

'

$

A

4

6

#

CC

%

72,

$

/

;)7

"

/

B

72,

$

'

$

(

72,

"

'

$

(

=

$?

'

$

H

4

6

#

C!

%

式中!

'

$

6

a&

$

$

'

'

/

6

$

?

'

$

A

和
?

'

$

H

都是整数$且取值

范围为#

]4

6

$

4

6

%和#

]4

6

"

$

$

4

6

"

$

%&

与线阵一致$考虑只有单个信源入射到互质面

阵$可知两个子阵中都能得到正确
@?:

估计值$

此时存在模糊$因此需证明两个子阵中有且只有一

个模糊值是相同的&文献+

$%

,给出证明如下!

假设子阵
&

和子阵
$

存在两个相同的估计结

果#

I

"

&

$

I

$

&

%和#

I

"

$

$

I

$

$

%$对子阵
&

而言$根据式#

CC

$

C!

%有

72,

I

$

&

;)7

I

"

&

B

72,

I

$

$

;)7

I

"

$

=

$?

&

$

A

4

$

#

C#

%

72,

I

$

&

72,

I

"

&

B

72,

I

$

$

72,

I

"

$

=

$?

&

$

H

4

$

#

CB

%

式中!

?

&

$

A

和
?

&

$

H

为整数$且其取值范围分别为

#

]4

$

$

4

$

%和#

]4

$

"

$

$

4

$

"

$

%&同理对于子阵
$

有

72,

I

$

&

;)7

I

"

&

B

72,

I

$

$

;)7

I

"

$

=

$?

$

$

A

4

&

#

C'

%

72,

I

$

&

72,

I

"

&

B

72,

I

$

$

72,

I

"

$

=

$?

$

$

H

4

&

#

CF

%

式中!

?

$

$

A

和
?

$

$

H

为整数$且其取值范围分别为

#

]4

&

$

4

&

%和#

]4

&

"

$

$

4

&

"

$

%&

因此$我们可以得到

?

&

$

A

4

$

=

?

$

$

A

4

&

!!

?

&

$

H

4

$

=

?

$

$

H

4

&

#

C"

%

!!

由于
4

&

和
4

$

的互质关系$要满足上式则

?

&

$

A

a?

$

$

A

a%

$

?

&

$

H

a?

$

$

H

a%

$即有
"

a

I

"

&

a

I

"

$

$

$

a

I

$

&

a

I

$

$

$即子阵
&

和子阵
$

中只存在一个相同的角

度估计值$并且这个值就是唯一正确的
@?:

估计

值$从而消除了阵列测向的角度模糊&

$@$@$

!

虚拟化阵元方法

互质面阵的虚拟化阵元方法与互质线阵虚拟

化阵元方法一致$当使用常规互质面阵时$虚拟阵

列会出现不连续部分$这样使
@?:

估计变得困

难$所以$这里直接介绍增广的互质面阵方法$其原

理与常规互质面阵一致$只是在阵元数上分布有所

不同&

类比于互质线阵$文献+

$$

,提出的虚拟化方法

是!假设面阵
A

轴和
H

轴方向上分布着
$4

&A

^

$4

&

H

和
4

$A

^4

$

H

的两个均匀面阵$记为子阵
&

和

子阵
$

&其阵元间距分别为
4

$A

8

$

4

$

H

8

和
4

&A

8

$

4

&

H

8

$

8a

!

"

$

$

4

&A

和
4

$A

互为质数$

4

&

H

和
4

$

H

互

为质数$且
4

&A

&

4

$A

4

&

H

&

4

$

H

&根据文献+

$$

,中的

互质面阵$假设
4

&A

a 4

&

H

a 4

&

$

4

$A

a 4

$

H

a 4

$

&

根据文献+

$$

,$假定空间有
;

个不相关的窄

带信源入射到上述面阵中$并且
"

?

$

$

?

代表第
?

个

信源的仰角和方位角$定义
3

?

a72,

"

?

72,

$

?

$

J

?

a

72,

"

?

;)7

$

?

&那么可以得到子阵
&

的接收信号为

!

&

#

<

%

=

*

;

?

=

&

(

A

#

"

?

$

$

?

%

(

E

H

#

"

?

$

$

?

%

&

?

#

<

%

>

1

&

#

<

%

#

!%

%

式中!方向矢量可以分别表示为!

(

A

#

"

?

$

$

?

%

a

(

A

#

J

?

%

a

+

&

$/$

6

]

1#

#

$4

&A

]&

%

4

$A

J

?

,

E

$

(

H

#

"

?

$

$

?

%

a

(

H

#

3

?

%

a

+

&

$/$

6

]

1#

#

$4

&

H

]&

%

4

$

H

3

?

,

E

$在对接收信号

矢量化后可以得到信号

"

&

#

<

%

=

56;

#

!

&

#

<

%%

=

#

%

A

#

%

H

%

&

#

<

%

>

,

&

#

<

%#

!&

%

式中!

%

A

a

+

(

A

#

J

&

%$

(

A

#

J

$

%$/$

(

A

#

J

?

%,$

%

H

a

+

(

A

#

3

&

%$

(

A

#

3

$

%$/$

(

A

#

3

?

%,&同样的对子阵
$

作

相同处理$可以得到子阵
$

接收信号在矢量化后的

信号为

"

$

#

<

%

=

56;

#

!

$

#

<

%%

=

#

-

A

#

-

H

%

&

#

<

%

>

,

$

#

<

%

#

!$

%

式中!

-

A

a

+

2

A

#

J

&

%$

2

A

#

J

$

%$/$

2

A

#

J

?

%,$

-

H

a

+

2

A

#

3

&

%$

2

A

#

3

$

%$/$

2

A

#

3

?

%,分别为子阵
$

在平面

方向的方向矩阵$同样的可以将子阵
$

方向矩阵中

的方向矢量表示为
2

A

#

"

?

$

$

?

%

a2

A

#

J

?

%

a

+

&

$/$

6

]

1#

#

4

$A

]&

%

4

&A

J

?

,

E

$

2

H

#

"

?

$

$

?

%

a2

H

#

3

?

%

a

+

&

$/$

6

]

1#

#

4

$

H

]&

%

4

&

H

3

?

,

E

&对式#

!&

$

!$

%求互协方差矩阵可

得+

$$

,

!!!

)

&$

a1

+

"

&

#

<

%

"

P

$

#

<

%,

a

#

%

A

#

%

H

%

)

9

#

-

A

#

-

H

%

P
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&$

#

!C

%

!!!

)

$&

a1

+

"

$

#

<

%

"

P

&

#

<
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a

#

-

A

#

-

H

%

)

9

#

%

A

#

%

H

%

P
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$&

#

!!

%

式中!

)

9

a1

+

&

#

<

%

&

P

#

<

%,

a N2-

3

#

#

$

&

$

#

$

$

$/$

#

$

?

%为

信源矩阵$再对式#

!C

$

!!

%矢量化后得

3

&$

=

56;

#

)

&$

%

=

4

&$

#

3

$

J

%

5

#

!#

%

3

$&

=

56;

#

)

$&

%

=

4

$&

#

3

$

J

%

5

#

!B

%

其中

4
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#

3

$

J

%

a

#

-

A

#

-

H

%

(

#

#

%

A

#

%

H

%

a

+

2

(

A

#

3

&

%

0

2

(

H

#

J

&

%

0

(

A

#

3

&

%

0

(

H

#

J

&
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2

(

A

#

3

?

%

0

2

(

H

#

J

?

%

0

(

A

#

3

?

%

0

(

H

#

J

?

%, #

!'

%

4

$&

#

3

$

J

%

a

#

%

A

#

%

H

%

(

#

#

-

A

#

-

H

%

a

+

(

(

A

#

3

&

%

0

(

(

H

#

J

&

%

0

2

A

#

3

&

%

0

2

H

#

J

&
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(

(

A

#

3

?

%

&!B

第
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0

(

(

H

#

J

?

%

0

2

A

#

3

?

%

0

2

H

#

J

?

%, #

!F

%

所以得到的接收信号为

3

=

+

3

E

&$

$

3

E

$&

,

E

=

4

#

3

$

J

%

5

#

!"

%

!!

由式#

&"

%中的过差分集合形式$文献+

$$

,推导

了和阵列集合形式$与式#

&"

%类似$可以得到和阵

列形式如下
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4

&

4

$

a

.#

4

&

:

$

\4

$

:

&

%$

%

)

:

$

)

4

$

]&

$

%

)

:

&

)

$4

&

]&

0 #

#%

%

从式#

!'

$

!F

%中可以得到的是$利用差分集合

形式或者和阵列集合形式都无法表示其相位上的

距离信息$故文献+

$$

,用和
K

差分集合来表示互质

面阵的矢量化后的位置信息

!!!!

D a

.#

4

&A

:

$A

\ 4

&

H

:

$

H

%

]

#

4

$A

:

&A

\ 4

$

H

:

&

H

%0 #

#&

%

式中!

%

)

:

$A

)

4

$A

]&

$

%

)

:

$

H

)

4

$

H

]&

$

%

)

:

&A

)

$4

&A

]&

$

%

)

:

&

H

)

$4

&

H

]&

&从得到的式#

#&

%

和互质线阵的差分集合相比可知$可以将其看作是

两个差分集合相加的形式$类似于互质线阵$文献

+

$$

,给出的互质面阵中连续均匀的紧凑面阵部分
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能随着快拍数的变化情况&

综上所述$互质面阵不仅在阵列天线孔径与空

间自由度上相对于均匀面阵有着无可比拟的优势$

而且在算法性能上$互质面阵一定程度要优于均匀

面阵&

互质面阵利用虚拟化阵元的方法在空间自由

度上相比于解模糊方法有较大的提高$但是矢量化

带来的新的接收信号变成单快拍信源信号$所以虚

拟化阵元方法对于接收信号的快拍数具有较高要

求$而且算法复杂度相对于解模糊方法要高&
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结束语

本文介绍了当今互质阵列空间谱估计的研究

进展$主要讲述了互质线阵*互质面阵拓扑结构与

数据模型$并介绍了目前互质阵列的两种主流
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估计方法$包括解模糊方法和虚拟化阵元方

法$给出了它们的推导过程&在几种阵列形式下$

解模糊方法下的互质阵的子空间类算法下的算法

性能要优于普通均匀阵列&但是解模糊方法下的

互质阵列
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估计算法牺牲了空间自由度$而虚

拟化阵元方法下的互质阵列
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估计算法可以

提高空间自由度$但是在相同条件下$其算法复杂

度要高于解模糊方法$并且对于接收信号的快拍数

具有较高要求&当然$不论是解模糊方法还是虚拟

化阵元的方法下的互质阵
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估计$阵列天线的

孔径得到了有效扩展$阵列的测向精度与测向能力

均得到提高&解模糊方法的鲁棒性与虚拟阵元方

法的低复杂度算法将是我们进一步的研究方向&

对互质阵列新型结构的探索+
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,以及将互质阵列

用于
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雷达的高精度测向方法研究+
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,在今

后一段时间内也必是信号处理领域的研究热点&
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