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摘要： 往返大气层跨流域飞行器的气动力和气动热计算一直是当前流体力学研究的难点和热点之一。由于该类

飞行器面临的流动场景不再是单一的连续流或稀薄流，采用 Navier⁃Stokes 方程求解器或 DSMC 方法均不能获得

全流域的准确结果。近年来，以不依赖于连续性假设的 Boltzmann 模型方程为基础，通过在位置空间和速度空间

同时离散求解该方程，实现了跨流域问题的统一求解。本文对该类算法的研究进展进行回顾和分析，着重介绍

气体动理论统一算法（Gas kinetic unified algorithm， GKUA）、统一气体动理学格式（Unified gas kinetic scheme， 
UGKS）和改进离散速度方法（Improved discrete velocity method， IDVM）3 种数值途径，分析它们的基本假设和

实现方式，关注它们目前取得的进展和应用情况。同时，本文还将 IDVM 进一步扩展到非定常情形，以便用于非

定常跨流域问题求解。最后，本文对该类算法存在的一些问题进行讨论，期望在后续的研究中能予以解决。
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Abstract:The calculation of aerodynamic force and aerodynamic heating for flight vehicles round trip to Earths 
atmosphere （over different flow regimes） is one of the challenges and hotspots in computational fluid 
dynamics. Since the flow scenarios faced by such vehicles are no longer purely continuous flow or rarefied 
flow， neither the Navier-Stokes equations’ solver nor the direct simulation Monte Carlo （DSMC） method 
can obtain accurate results. In recent years， based on the Boltzmann model equation， which is independent of 
the continuity hypothesis， various numerical approaches have been developed to simulate fluid flow problems 
in all flow regimes by discretizing this equation in both physical space and velocity space. This paper reviews 
and analyzes the research progress of this kind of algorithm， including the gas kinetic unified algorithm 
（GKUA）， the unified gas kinetic scheme （UGKS） and the improved discrete velocity method （IDVM）. It 
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focuses on the basic ideas and the implementation of these methods and pays attention to their current 
progress and applications. At the same time， the IDVM is further extended to simulate the unsteady flows in 
all flow regimes. Finally， some problems existing in this kind of algorithm are discussed and the prospect for 
work in the future is proposed.
Key words: computational fluid mechanics； Boltzmann equation； discrete velocity method； all Knudsen 

number flows； unsteady flows

飞船返回舱、HTV⁃2、东风⁃17等往返大气层与

空间轨道跨流域飞行器（图 1）的研究，一直以来都

备受各军事和航天强国的关注，在载人登月、深空

探测和国防领域有着重要的应用价值。然而，由于

这类飞行器的飞行高度范围非常大，经常会跨越稀

薄流和连续流整个流域范围，对试验研究和数值模

拟都提出了严苛的考验［1⁃5］。一方面，由于这类飞行

器所需要考虑的相似参数众多，流动相似准则要求

苛刻，地面风洞实验设备对于同时复现其所处的低

雷诺数与高焓非平衡流动特征通常无能为力，而且

自由飞试验的代价极大，数据采集也非常困难。另

一方面，由于飞行轨迹跨越不同的流域，对飞行器

的流动模拟需要综合考虑全流域范围的计算精度

和计算效率。此外，即便在某一环境克努森数下，

飞行器周围流场的局部克努森数也会跨越多个数

量级，同时包含连续流、滑移流、过渡区域的高度稀

薄流，致使该问题很难被准确高效地求解［1⁃2， 6⁃8］。

相较于实验研究，数值模拟无疑是解决该类问

题的一种经济有效的手段。但由于稀薄效应的存

在，传统的基于连续性假设的 Navier⁃Stokes 方程

不再适用于该类问题［9］。为了有效地研究该类问

题，通常需要借助于从分子动理学理论（分子运动

论）发展而来的 Boltzmann 方程。该方程是位置空

间、速度空间和时间的七维多相空间几率密度分布

函数方程［10］，同时其碰撞积分项是一个结构复杂

未有明确表达式的五重积分，因而直接求解极为困

难。基于该方程，通过合理简化，目前发展了两类

典型的数值求解算法。第一类是粒子方法，它通过

模拟假想粒子的迁移和碰撞过程来实现对流场的

仿真，建模过程等价于对 Boltzmann 方程的输运项

和碰撞项进行解耦处理。典型代表为直接模拟蒙

特卡罗（Direct simulation Monte Carlo，DSMC）方

法［4， 8， 11⁃13］。第二类是离散速度或离散坐标法（Dis⁃
crete velocity or discrete ordinate method，DVM 或

DOM［14⁃18］），其在位置空间和速度空间同时离散求

解 Boltzmann 方程，并且为了避免对碰撞积分不定

式的计算，通常采用简化模型来近似碰撞积分项。

DSMC 方法是现阶段解决高超声速飞行器在

稀薄流域最有效实用的粒子类方法，由 Bird［19］首次

提出。该方法的关键是在小于当地分子平均碰撞

时间步长 Δt 内将分子运动和碰撞解耦［3⁃4， 8⁃9］，即让

所有分子运动一定距离并考虑边界反射，然后计算

此时间段内具有代表性的分子间碰撞。在碰撞取

样数趋于无穷大时，DSMC 方法模拟得到的速度分

布函数收敛到 Boltzmann 方程的修正形式［20］。所

以，为了确保模拟不失真，通常要求 DSMC 方法的

网格尺寸小于分子平均自由程，且时间步长小于分

子平均碰撞时间。在稀薄流区域，由于分子数较

少，分子平均自由程和平均碰撞时间较大，DSMC
方法具有较高的计算效率和计算精度。但在连续

和近连续流区域，由于分子平均自由程和平均碰撞

时间较小，DSMC 方法的计算效率受到了极大的限

制。此外 DSMC 方法还存在统计噪声问题，以及不

便应用于非定常流动模拟和不易于采用隐式算法

加速等困难。为了应用于跨流域问题的求解，一些

学者提出了 Navier⁃Stokes/DSMC 耦合算法［21⁃23］，

其思想是将计算域划分为不同的子区域分别应用

DSMC 方法和 Navier⁃Stokes方程求解器进行求解。

虽然该类耦合算法能在各自的区域获得准确高效

的计算结果，但区域划分和不同区域间的数据交互

图 1 往返大气层与空间轨道跨流域飞行器示意图（图片

源于网络）

Fig.1 Schematic diagram of flight vehicles covering differ⁃
ent flow regimes between the atmosphere and space 
orbit (pics. from the network)
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较为困难，而且一般还需要设置缓冲区。 Torre
等［24］发现，该类耦合算法的计算结果对区域划分和

缓冲区的设置非常敏感。近年来，一些改进的粒子

类方法也被相继提出用于克服原始 DSMC 方法在

低速流动统计噪声过大的问题，以及在连续和近连

续流区域网格尺寸和时间步长受限于分子平均自

由程和分子平均碰撞时间的不足。例如，Sun 和

Boyd［25］提出了 DSMC 信息保存（Direct simulation 
Monte Carlo⁃information preservation，DSMC⁃IP）
方法；Fei等［26］提出了多尺度的统一粒子 BGK（Uni⁃
fied stochastic particle⁃BGK，USP⁃BGK）方法等。

不同于粒子类方法，DVM 直接更新离散分布

函数，有效避开了统计噪声问题，并且可以方便地

引入传统计算流体力学的隐式加速算法来提高计

算效率。在 DVM 框架下，通过引入气体分子碰撞

松 弛 参 数 和 当 地 平 衡 态 速 度 分 布 函 数 来 建 立

Boltzmann 方程碰撞积分统一模型，同时利用高效

算子分裂方法和大规模并行技术来求解该模型方

程 ，Li 和 Zhang［27］提 出 了 气 体 动 理 论 统 一 算 法

（Gas kinetic unified algorithm，GKUA）；通过利用

Boltzmann⁃BGK 方程的局部积分解来同时计算介

观方程和宏观伴随方程的通量，Xu 和 Huang［28］提

出 了 统 一 气 体 动 理 学 格 式（Unified gas kinetic 
scheme，UGKS）；通过利用 Boltzmann⁃BGK 方程

的局部特征解来计算介观方程的通量，Guo 等［29］提

出了离散统一气体动理学格式（Discrete unified 
gas kinetic scheme，DUGKS）。随后，Chen 等［30］通

过对介观方程和宏观伴随方程的通量进行简化，提

出了简化版本的 UGKS；通过引入 LU⁃SGS 技术和

多重网格加速收敛技术，Zhu 等［31］改进了 UGKS 的

计算效率。此外，在采用传统 DVM 求解介观方程

的基础上，通过引入宏观伴随方程并利用含碰撞项

Boltzmann⁃BGK 方程的局部解来计算该方程通量，

Yang 等［32］提 出 了 改 进 离 散 速 度 方 法（Improved 
discrete velocity method，IDVM）；Su 等［33］通过在计

算宏观伴随方程通量时引入高阶修正项，提出了合

成 迭 代 加 速 算 法（General synthetic iterative 
scheme，GSIS）。由于在通量计算过程中同时考虑

了分子迁移和碰撞的影响，基于 DVM 框架发展的

算法的网格尺度和时间步长不再受限于分子平均

自 由 程 和 平 均 碰 撞 时 间 ，因 而 有 效 地 克 服 了

DSMC 方法在连续和近连续流区域的计算困难，

实现了全流域的统一求解。

但由于需要在位置空间和速度空间同时离

散，DVM 所需的存储量和计算量非常大，因而早

期发展较为缓慢。近年来，随着计算机内存和运

算速度的提升，基于 DVM 框架发展的算法已取

得了喜人的成绩并逐渐被应用于航天科技、微电

子机械系统和真空技术等多个领域。本文首先对

该类方法的研究进展进行回顾，尤其是 GKUA 和

UGKS 两种算法的构造途径，并介绍他们在跨流

域问题中的应用。随后，本文将介绍作者团队近

年来发展的 IDVM 及其研究进展，并通过引入双

时间步格式构造非定常隐式 IDVM，用于非定常

跨流域问题求解。最后，通过剖析基于 DVM 框

架发展的数值方法面临的挑战，展望未来跨流域

问题的一些研究方向。

1 Boltzmann模型方程和 DVM 框架

1. 1　Boltzmann模型方程和速度空间离散

通过引入气体分子速度分布函数 f，则气体动

力学中感兴趣的各种宏观量便可以通过对 f 求矩

而得到。由此可见，除了采用常见的宏观守恒律方

程，流体系统亦可由分布函数 f 的演化方程来描

述。1872 年，Boltzmann 给出了分布函数对位置空

间 、速 度 空 间 和 时 间 的 变 化 率 的 关 系 ，即

Boltzmann 方程

∂f
∂t

+ ξ·∇f = ( ∂f
∂t )

col

≡∫
-∞

+∞∫
0

4π

( )f * f *
1 - ff1 ξ r σdΩdξ1

（1）
式中： ξ和 ξ1 为碰撞前的分子速度，对应的分布函

数分别为 f和 f1；ξ * 和 ξ *
1 为碰撞后的分子速度，对应

的分布函数分别为 f * 和 f *
1 ；ξ r = ξ- ξ1 = ξ * - ξ *

1

为相对速度，碰撞前后保持不变；σ 为微分碰撞截

面积；dΩ 为单位立体角。可以看到，方程（1）右端

的碰撞项为五重积分，包含三维速度空间积分和二

维立体角积分。对于空间均匀分布的单组分单原

子分子气体，在不受外力作用的情况下，方程（1）会

给出一个相应的解，即平衡态的分布，其由 Max⁃
well于 1860 年导出

f eq = ρ

( )2πR gT
3 2 exp ( )- c2

2R gT
（2）

式中：c = ξ - u 为分子的最可几热运动速度；u 为

宏观速度；ρ 为密度；T 为温度；R g 为气体常数。除

特殊说明外，本文中约定用黑体来表示矢量，用对

应的白斜体来表示矢量的长度。

依据速度分布函数 f 的定义以及分子碰撞过

程中的质量、动量和能量守恒关系（即相容性条

件），气体动力学中常见的宏观量可以表示为

W= ( ρ，ρu，ρE ) T
= ψf = ψf eq （3）

F= (Fρ，Fρu，FρE) T
= ξψf （4）

τ= ccf （5）
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q= 1
2 cc

2 f （6）

式中：E 为总能；τ为应力张量；q为热通量；ψ=

(1，ξ，ξ 2 2 ) T
为守恒矩矢量；符号 f 表示分布函

数在速度空间的积分，即 f =∫
-∞

+∞

fdξ。

由于方程（1）的碰撞项过于复杂且对于流体力

学计算难以形成明确的数学表达式，在速度空间直

接离散求解该方程对于实际问题的表征难有意

义［34］。因此，各类简化的碰撞模型被提出用于近

似该碰撞项，例如 BGK 模型［35］，ES⁃BGK 模型［36］和

Shakhov⁃BGK 模型［37］等。BGK 模型由 Bhatnagar，
Gross 和 Krook 提出，它可以满足质量、动量和能量

守恒，满足熵增条件，并且导出的平衡态即为 Max⁃
well分布。但是，该模型对应的普朗特数为 1，与通

过原始方程（1）推导得到的正确值 2/3不一致，因此

不能同时保证正确的黏性系数与热导率。ES⁃BGK
模型由 Holway 提出，通过在平衡态分布函数中引

入应力修正项来实现对 BGK 模型普朗特数的修

正；Shakhov⁃BGK 模型则通过在平衡态分布函数中

引入热流修正项来实现对 BGK 模型普朗特数的修

正。由于可以恢复正确的普朗特数，ES⁃BGK 模型

和 Shakhov⁃BGK 模型都能同时保证正确的黏性系

数与热导率。但大多数情况下 Shakhov⁃BGK 模型

的精度优于 ES⁃BGK 模型，因此 Shakhov⁃BGK 模

型获得了更广泛的应用［38］。采用 Shakhov⁃BGK 模

型作为碰撞项的 Boltzmann方程可以改写为

∂f
∂t

+ ξ·∇f = f S - f
τ

（7）

式中：τ = μ p 为分子碰撞时间，μ 和 p 分别为动力

学黏性和压力。 f S 为 Shakhov⁃BGK 模型的平衡态

分布

f S = f eq
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê1 + ( 1 - Pr ) c·q

5pR gT ( c2

R gT
- 5) ùûúúúú（8）

式中 Pr 为普朗特数。相较于方程（1），采用方程

（7）可使得求解过程大为简化。因此，目前基于

DVM 框架发展的算法大都是直接求解方程（7）。

虽然 Boltzmann 模型方程的碰撞项已大为简

化，但分布函数 f 仍然是时间、位置空间和速度空

间的七维变量，需要离散化方能数值求解。DVM
首先在速度空间对 Boltzmann 模型方程进行离散，

获得离散速度形式的 Boltzmann 模型方程

∂fα

∂t
+ ξα ·∇fα = f S

α - fα

τ
      α = 1，⋯，N V （9）

式中 N V 为速度空间的总离散点数。由于分布函数

f 仅在有限的分子热运动速度区域其值影响较大，

在无穷远端其值趋于微不足道［34］，所以在实际计

算中可先将无穷大速度空间截断为有限区域，然后

再对其进行离散。 Yu［39］建议将截断区域取为

[ u0 - a Ts 2 ，u0 + a Ts 2 ]，式 中 Ts 为 总 温 ，u0

为流场中的最大和最小速度的均值，它们可以通过

Navier⁃Stokes 方程的解来预估，系数 a 一般取值

a ≥ 4。在截断的速度空间进行离散和数值求积也

有多种可选算法，常用的包括 Gauss⁃Hermite 求积、

Gauss⁃Legendre 求 积 、Newton⁃Cotes 求 积 等 。

Gauss⁃Hermite 求积和 Gauss⁃Legendre 求积都具有

非常高的精度，但他们的求积点需要依据 Hermite
多项式和 Legendre多项式来确定，而 Newton⁃Cotes
求积则需要对速度空间采用均匀结构化网格来离

散。为了灵活选取速度空间求积点的分布，Yuan
和 Zhong［40］以及 Chen 等［41］利用非结构网格对速度

空间进行离散，仅在分布函数的值可能较大的区域

布置密网格，而在其他区域布置稀网格，有效地减

少了速度空间的网格数，从而相应降低了 DVM 的

计算量和存储量。最近，杨鲤铭等［42］也采用速度

空间非结构网格对 IDVM 进行了加速，并建议将

网格加密区域选为 [ u0 - 2 Ts ，u0 + 2 Ts ]。
由于速度空间的网格量直接影响 DVM 的计

算量和存储量，为了尽可能优化速度空间的网格分

布，Gutnic 等［43］、Kolobov 和 Arslanbekov［44］、Chen
等［45］发展了速度空间自适应 DVM。该方法的内

存需求相较于采用均匀网格的 Newton⁃Cotes 求积

可以降低 1~2 个数量级，但由于采用自适应算法

之后不同位置空间网格的分布函数对应的离散速

度不一致，需要频繁的插值运算，程序处理较为复

杂。最近，Zhao 等［46］采用降阶模型对计算结果进

行模态分析，通过提取主导模态对应的离散速度

点，并仅更新这些离散点的分布函数，有效减少了

DVM 的计算量。但由于不同来流参数对应的主

导模态不一致，该方法仅适用于来流参数变化较小

的流动问题求解。为了应对工程实际问题中通常

需要计算一系列不同来流参数工况的情形，Yang
等［47］进一步提出了基于参数化的降阶离散速度方

法。首先，从全部工况中挑选少数工况作为预计算

工况，并利用 IDVM 计算其结果。其次，基于这些

预计算工况得到的离散分布函数，采用奇异值分解

求出主导模态对应的降阶子空间，并利用对数和指

数映射，在 Grassmann 流型及其切空间上插值计算

其余工况所对应的降阶子空间。最后，通过离散经

验插值算法搜寻降阶子空间对应的离散速度点，从

而构成缩减的离散速度空间。基于此，其余工况便

可以直接在对应的缩减离散速度空间上进行求解，
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从而有效地减少了计算量。

此外，由于 DVM 中采用数值求积来计算宏观

量，其结果必然会与直接积分存在误差，因而导致

相容性条件不能精确满足，影响结果精度和数值稳

定 性 。 为 了 解 决 这 一 问 题 ，Titarev［48］，江 定 武

等［49］，Yang 等［50］发展了守恒型 DVM，通过引入内

迭代强制满足相容性条件。采用该类方法可以在

较稀的速度空间网格上得到网格无关解，减少的计

算量最大可达 2/3。
1. 2　GKUA研究进展

针对航天飞行器再入各流域多尺度非平衡绕

流特点，为了反映再入过程不同流域气体分子相互

作用、稀薄程度、分子模型与内部能量变化关系，通

过引入气体分子碰撞松弛参数 ν 和当地平衡态速

度分布函数 f S 来模型化表征 Boltzmann 方程碰撞

积分项对航天飞行器再入跨流域气动力/热绕流特

性，可确立描述各流域全局马赫数复杂流动输运现

象统一的 Boltzmann 模型速度分布函数方程，其无

量纲形式为

∂fα

∂t
+ ξα ·∇fα = ν ( f S

α - fα) （10）

ν = 2α ( 5 - 2ω ) ( 7 - 2ω )
5 ( α + 1 )( α + 2 ) π

⋅ 1
Kn

⋅ ρT ( 1 - χ )

Kn = λ∞ /L （11）
式中：α和 ω 为分子碰撞模型系数；λ∞ 为分子平均自

由程；L 为特征长度。在 DVM 框架下，式（10，11）
在三维计算空间 ( ξ，η，ζ )可以改写为如下守恒形式

∂U
∂t

+ ∂F
∂ξ

+ ∂G
∂η

+ ∂H
∂ζ

= S （12）

式 中 ：计 算 空 间 物 理 量 U = Jfα，F =-U U，

G =-V U，H = --
W U，S = J

-
S；分子逆变速度

-
U =

V αx ξx + V αy ξy + V αx ξz，
-
V = V αx ηx + V αy ηy + V αx ηz，

--
W = V αx ζx + V αy ζy + V αx ζz；位 置 空 间 分 子 速 度

ξα = (V αx，V αy，V αz)；位置空间碰撞项
-
S = ν ( f S

α -

fα)；坐标变换雅克比矩阵 J= ∂ ( )x，y，z ∂ ( )ξ，η，ζ 。

由此，可将最新的计算流体力学中的有限差

分 格 式 等 引 入 到 基 于 离 散 速 度 坐 标 形 式 的

Boltzmann 方程中，在位置空间和时间方向对该

方程进行求解。基于此，Li 等［51⁃52］提出了 GKUA
用于模拟高超声速跨流域流动问题。其中，采用

算子分裂思想结合二阶显式 Runge⁃Kutta 方法和

无波动、无自由参数、具有耗散性（Nonoscillatory 
nonfree dissipative，NND）差分格式［53］，方程（10）
可以在位置空间和时间方向进一步离散为

U n + 1 = LS ( Δt
2 ) Lζ( Δt

2 ) Lη( Δt
2 ) Lξ( Δt ) ⋅

Lη( Δt
2 ) Lζ( Δt

2 ) LS ( Δt
2 )U n （13）

式中：LS、Lξ、Lη、Lζ 分别为如下方程的二阶差分

算子

∂U
∂t

= S，
∂U
∂t

+ ∂F
∂ξ

= 0，∂U
∂t

+ ∂G
∂η

= 0，

         ∂U
∂t

+ ∂H
∂ζ

= 0 （14）

完成分布函数更新后，便可利用方程（3）和方

程（6）计算新时刻的守恒量和热通量，并利用方程

（2）和（8）计算新时刻的当地平衡态分布，从而开始

下一时刻推进求解。该方法中，时间步长 Δt仅由差

分格式稳定性条件决定，与当地气体分子平均碰撞

时间无关［3， 20， 34， 52］。另外，由于其宏观流动量是通过

离散速度分布函数对所有离散速度坐标点进行离散

积分归约求和来更新，与常规计算流体力学位置空

间具体网格尺度无关，因而位置空间流场网格划分

不受任何限制，可在大尺度网格快速计算收敛，确保

了 GKUA 计算复杂飞行器高超声速气动力/热绕流

特性，解决实际应用问题的准确可行性［54⁃59］。

除了有限差分格式，吴俊林等［55］还发展了基

于有限体积格式的 GKUA。另外，为了提高计算

效 率 和 稳 定 性 ，Peng 等［56］发 展 了 隐 式 版 本 的

GKUA。由于仅求解介观 Boltzmann 型速度分布

函数方程并且在同一时间步内每个离散速度坐标

点处的分布函数的求解是相互独立的，GKUA 的

计算过程较为简单，且非常易于在离散速度空间分

块并行求解。基于 HPF、MPI+OpenMP、MPI+
OpenACC 程序构架，各种并行版本的 GKUA 被提

出并应用于跨流域工程实际问题求解。此外，考虑

到高温多原子气体必然会存在转动和振动自由度，

为了准确模拟高温高马赫数下多原子气体内能激

发对跨流域非平衡流动的影响，李志辉等［57］发展

了同时考虑平动-转动能松弛特性的 GKUA，彭

傲平等［58］发展了同时考虑平动⁃转动⁃振动能松弛

特 性 的 GKUA。 应 用 发 展 的 算 法 ，李 志 辉

等［3， 6， 27， 34， 52， 57］构建了适用于返回舱从外层空间自

由分子流再入到近地面连续流的跨流域空气动力

学一体化模拟平台。图 2 展示了采用该平台计算

得到的返回舱再入 120~70 km 流场压力分布。最

近，结合空间站建设与运维，为了研究服役期满大

型航天器如空间实验室、货运飞船等再入气动力/
热环境致结构变形/失效解体的非线性力学响应行

为，李志辉等［54， 59］将瞬态热传导方程与材料热弹性
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动力学方程引入 GKUA 中，构建了跨流域动态力/
热耦合计算平台，实现了再入强气动力/热环境致

材料变形/失效解体的统一求解，如图 3 所示。研

究表明，GKUA 作为一种基于气体分子速度分布

函数演化更新实时捕捉宏观气体流动特征的介观

模拟方法，可以较好地求解全流域气体流动问题，

在航空航天领域得到了成功运用。目前算法考虑

了多种非平衡效应，包括平动⁃转动非平衡、平

动⁃转动⁃振动非平衡，建立了可靠模拟大型复杂结

构航天器（如我国天宫一号目标飞行器）服役期满

离轨陨落再入解体跨流域高超声速气动力/热非平

衡绕流问题的气体动理论统一算法大规模并行计

算应用研究平台。

1. 3　UGKS研究进展

与 GKUA 不 同 ，UGKS 同 步 求 解 了 介 观 的

Boltzmann 模型方程和对应的宏观伴随方程。宏

观伴随方程实际上对应于 Boltzmann 模型方程在

速度空间求守恒矩
∂W
∂t

+ ∇·F= 0 （15）

采用有限体积格式对方程（9）和方程（15）同时

在位置空间网格 V i 进行离散可得

V i

Δt n
i
( f n + 1

i，α - f n
i，α)+ ∑

j ∈ N ( )i

n ij ·ξα fij，a Sij =

V i

2 ( -f S，n + 1

i，α
- f n + 1

i，α

τ n + 1
i

+ f S，n
i，α - f n

i，α

τ n
i ) （16）

V i

Δt n
i
(-W n + 1

i -W n
i )+ ∑

j ∈ N ( )i

n ij ·F ij S ij = 0 （17）

式中：V i 为位置空间控制体 i 的体积；N ( i ) 为控制

体 i 所包含邻近单元的集合；n ij 为控制体 i 和控制

体 j 交界面上的单位外法向矢量；Sij 为该面的面

积； -f S，n + 1

i，α
为新时刻的离散平衡态分布函数，其值

由宏观伴随方程的解
-
W

n + 1
i 来计算。综上所述，

UGKS 的演化过程为［60］：（1）求解方程（17）获得
-
W

n + 1
i ；（2）应用方程（8）计算新时刻的离散平衡态

分布函数
-
f

S，n + 1

i，α
；（3）求解方程（16）获得新时刻的离

散分布函数 f n + 1
i，α 。上述演化过程的关键在于计算

Boltzmann 模型方程的通量 ξα fij，a 和宏观伴随方程

的通量 F ij。由介观方程通量的定义和方程（4）可

知，介观和宏观方程的通量均取决于单元界面离散

分 布 函 数 fij，a，所 以 方 程（16，17）求 解 的 关 键 为

计算 fij，a。

为了在通量计算时将分子的迁移和碰撞耦合

处理，UGKS 中采用了 Boltzmann⁃BGK 方程的局

部积分解来计算单元界面的分布函数

f ( x ij，ξα，t )= 1
τ ∫

0

t

f S ( x ij - ξα( t -

t ′)，ξα，t ′) e-( )t - t ′ τ dt ′+ e- t τ f ( x ij - ξα t，ξα，0)
（18）

图 3 类天宫飞行器在 H = 120~100 km、v∞ = 7.6 km/s条
件下强气动力/热环境致结构温度变化和稳态变形[54]

Fig.3 Temperature distributions and steady-state deforma⁃
tion of structure at H = 120— 100 km and v∞ = 
7.6 km/s around Tiangong type spacecraft by strong 
aerodynamic heating[54]

图 2 返回舱以第一宇宙速度 7.5 km/s 再入跨流域（120~
70 km）气动模拟软件系统实时计算与姿态配平绕流

压力分布 [3]

Fig.2 Real-time computing pressure distribution during the 
spacecraft capsule re-entry (120—70 km) with the 
first cosmic velocity of 7.5 km/s[3]
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式中： x ij 为单元界面位置；f ( x ij，ξα，t )为单元界面

上的离散分布函数；f ( x ij - ξα t，ξα，0)为单元界面

周 围 的 初 始 离 散 分 布 函 数 ；f S ( x ij - ξα( t -
t ′)，ξα，t ′)为 t ′时刻单元界面周围的平衡态分布函

数。实际计算中，f ( x ij - ξα t，ξα，0)可由 n 时刻单

元中心的离散分布函数插值计算得到，而平衡态分

布 f S ( x ij - ξα( t - t ′)，ξα，t ′) 则可由宏观物理量及

其导数来计算。最终，f ( x ij，ξα，t )可写为

f ( )x ij，ξα，t = e- t τ[ ]f ( )x ij，ξα，0 - tξα ·∇fα + ( )1 - e- t τ f S ( )x ij，ξα，0 +

          [ ]-τ + ( )τ + t e- t τ ξα ·∇f S
α + ( )t - τ + τe- t τ g t （19）

由于 f ( x ij，ξα，t )是时间的函数，通量计算时需

要取其在 ( 0，Δt )积分的时间平均

ξα fij，a = 1
Δt ∫0

Δt

ξα f ( x ij，ξα，t ) dt （20）

F ij = 1
Δt ∫0

Δt

ξψf ( )x ij，ξ，t f
α
dt （21）

式中： 符号 f
α
表示分布函数在离散速度空间的

数值求积。

由方程（18）可知，当分子迁移时间远小于分子

平均碰撞时间时（t ≪ τ），单元界面分布函数中初

始分布 f ( x ij - ξα t，ξα，0)占主导，表现为自由分子

流情形的完全自由迁移现象；而当分子迁移时间远

大于分子平均碰撞时间时（t ≫ τ），单元界面周围

的平衡态分布 f S ( x ij - ξα( t - t ′)，ξα，t ′)占主导，表

现为连续流情形的分子频繁碰撞现象。由于实际

计算中分子的迁移时间即为网格尺度对应的时间

步长 Δt，方程（18）等效于在网格尺度上的流动建

模，将主导稀薄流的分子自由迁移机制和主导连续

流的分子碰撞机制的权重与网格尺度有机联系起

来。由于通量计算时分子的迁移和碰撞过程相互

耦合，UGKS 的推进时间步长不受限于当地分子的

平均碰撞时间，且其网格尺度也不受限于当地分子

平均自由程，从而使得该方法在全流域均可获得准

确高效的计算结果。

基于上述优势，UGKS 已成功应用于从连续到

稀薄流的许多流动计算中。例如，Liu 等［61］发展了

同时考虑平动-转动能松弛特性的 UGKS；Wang
等［62］发展了同时考虑平动⁃转动⁃振动能松弛特性

的 UGKS；Sun 等［63］将 UGKS 应用于辐射传热问

题；Xiao 等［64］将 UGKS 应用于多组分流问题；Liu
和 Xu［65］将 UGKS 应用于等离子体问题；Tan 等［66］

将 UGKS 应用于中子输运问题；Liu［67］将 UGKS 应

用于颗粒流问题等。同时，为了进一步提高 UGKS
的性能，Chen 等［68］和 Yang 等［69］发展了内存缩减

UGKS 用 于 定 常 跨 流 域 流 动 问 题 的 求 解 ；Zhu
等［70⁃71］发展了隐式版本的 UGKS 用于定常和非定

常流动问题求解，使得计算效率提高了 1~2 个数

量级。应用 UGKS，Li 等［72］模拟了类 X38 高超声

速飞行器在不同克努森数时的气动力/热问题并与

DSMC 结果进校了比较，如图 4 所示。Chen 等［45］

图 4 采用 UGKS 和 DSMC 计算的类 X38 飞行器温度场比较(Argon, α=20°)[72]

Fig. 4 Comparison of temperature contours of X38-like model[72]
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结合动网格技术，应用 UGKS 模拟了稀薄环境下

喷流推进问题，如图 5 所示。该问题中，喷管内部

为连续流动，而喷管外部为稀薄流动，因此需要保

证算法在连续到稀薄整个流域范围都能获得可靠

的计算结果。

1. 4　IDVM 研究进展

GKUA 仅求解 Boltzmann 型速度分布函数方

程，而且同一时间步内每个离散分布函数的演化是

相互独立的。因此，该算法实施较为简单，且非常

易于在离散速度空间分块并行求解。由于其与分

子层级的迁移和碰撞解耦无关，GKUA 的时间步

长仅由所使用的差分格式的稳定性条件决定。不

仅时间步长与分子平均碰撞时间无关，而且位置空

间网格划分尺度也与气体分子平均自由程无关，确

保了 GKUA 在大网格尺度计算复杂高超声速飞行

器气动力/热非平衡绕流问题的高可靠性与工程置

信度。然而，由于 GKUA 的宏观量由当地各离散

速度坐标点的分布函数实时归约求和进行更新，

Boltzmann 型速度分布函数方程的碰撞项和对流

项同步显式或隐式离散差分计算，对连续流问题的

求解按所用差分格式稳定性条件确定的时间步长

会使得收敛变慢。相比较而言，UGKS 同步求解了

Boltzmann 模型方程和相应的宏观伴随方程，并将

分子的迁移和碰撞过程耦合处理。同时，由于同步

求解了宏观伴随方程，其结果可用于预估新时刻的

平衡态，从而实现了 Boltzmann 模型方程中碰撞项

的全隐式离散，保证了连续流区域的计算效率。但

是，由于通量计算时所采用的 Boltzmann⁃BGK 方

程的局部积分解较为复杂，稀薄流区域的计算效率

受到了一定的影响，而且为了获得单元界面的积分

解，需要联立界面周围所有的离散分布函数来计算

界面的平衡态分布。

在上述两种算法的启发下，为了保证从稀薄到

连续整个流域范围的计算精度和计算效率，同时使

算法的实施较为简单，Yang 等［73］发展了 IDVM。

与 UGKS 类似，该算法也同步求解了 Boltzmann 模

型 方 程 和 相 应 的 宏 观 伴 随 方 程 ，以 便 实 现

Boltzmann 模型方程中碰撞项的全隐式离散。但

不同于 UGKS，IDVM 在求解 Boltzmann 模型方程

时仍然将分子的迁移和碰撞过程解耦处理，以便保

持同一时间步内每个离散分布函数的演化相互独

立的优势。此外，为了提高连续流区域的计算精度

和计算效率，IDVM 在求解宏观伴随方程时同时考

虑了分子的迁移和碰撞过程对通量计算的影响。

具体地，IDVM 将 Boltzmann 模型方程和相应的宏

观伴随方程离散为如下形式

V i

Δt n
i
( f n + 1

i，α - f n
i，α)+ ∑

j ∈ N ( )i

n ij ·ξα f n
ij，a Sij =

V i

τ n + 1
i

(-f S，n + 1

i，α
- f n + 1

i，α ) （22）

V i

Δt n
i
(-W n + 1

i -W n
i )+ ∑

j ∈ N ( )i

n ij ·F n
ij Sij = 0 （23）

式中： f n
ij，a 为当前时刻不考虑分子碰撞影响的单元

界面离散分布函数；F n
ij 为当前时刻同时考虑分子

的迁移和碰撞影响的宏观伴随方程通量。

由于不考虑分子碰撞的影响，f n
ij，a 可以由如下

不含碰撞项 Boltzmann 方程的初值问题在单元界

面的局部解来计算

 

∂fα

∂t
+ ξα ·∇fα = 0

f ( x，ξα，0)=
ì
í
î

ïï

ïïïï

f L，n
ij，α         n ij · ( )x ij - x ≥ 0

f R，n
ij，α         n ij · ( )x ij - x < 0

    （24）

式中：f L，n
ij，α 和 f R，n

ij，α 分别为由左右单元中心采用二阶

插值得到的单元界面的左状态和右状态离散分布

函数，其具有空间二阶精度。方程（24）的解为

f n
ij，a = f ( x ij，ξα，0)= H (n ij ·ξα) f L，n

ij，α + [1 - H (n ij ·

ξα) ] f R，n
ij，α （25）

式中 H (n ij ·ξα)为台阶函数。

依据宏观伴随方程通量的定义式（4），F n
ij 可以

表示为单元界面分布函数的通量矩。为了同时考

虑分子的迁移和碰撞的影响，此时的单元界面分布

函数需要采用 Boltzmann⁃BGK 方程的局部解来计

算。借鉴传统计算流体力学中的通量计算思想，忽

略方程（19）中的时间项并将 t 取为时间步长 Δt，可
得同时考虑分子迁移和碰撞影响的单元界面分布

函数

f IDVM ( )x ij，ξα，Δt = e-Δt τ f ( )x ij，ξα，0 + ( )1 - e-Δt τ [ ]f S ( )x ij，ξα，0 - τ ( )gt + ξα ·∇f S
α =

图 5 稀薄环境下喷管喷流计算结果 [45]

Fig. 5 Numerical results of gas injection to the rarefied at⁃
mosphere[45]
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e-Δt τ fDVM + ( )1 - e-Δt τ fNS                                          （26）
式中：fDVM 为不含碰撞项 Boltzmann 方程在单元界

面的局部解，即方程（25）；fNS 为对应于连续流极限

的分布函数。将方程（26）代入方程（4），即可得到

宏观伴随方程的通量

F n
ij = e-Δt τ ξψfDVM

α
+ ( )1 - e-Δt τ ξψfNS

α
=

e-Δt τF n
ij，DVM + ( )1 - e-Δt τ F n

ij，NS      （27）
式中：F n

ij，DVM 可直接由其定义式计算；F n
ij，NS 实际上

为 Navier⁃Stokes 方程的通量，可由常用的连续流

通量格式计算。

由方程（25）和方程（26）可知，IDVM 在计算

Boltzmann 模型方程通量和宏观伴随方程通量时所

采用的单元界面分布函数是不一样的。原因在于，

采 用 不 考 虑 分 子 碰 撞 影 响 的 分 布 函 数 来 计 算

Boltzmann 模型方程的通量虽然会影响该方程在连

续流区域的计算精度和计算效率，但却可以保证同

一时间步内每个离散分布函数的演化是相互独立

的，以保持算法的简单性。实际上，在连续流区域

由宏观伴随方程主导流场的解，而且此时宏观伴随

方程的通量即为 Navier⁃Stokes方程的通量，因此只

要引入合理的宏观伴随方程即可获得该区域的准

确计算结果。综上所述，该策略既保持了原始

DVM 的简单性优势，也提高了连续流区域的计算

精度和计算效率。但是，由于 Boltzmann 模型方程

的通量和宏观伴随方程的通量计算不一致，该方法

在理论上还存在不自洽的问题，其具体影响和改进

措施还有待进一步研究。最近，通过引入 LU⁃SGS
迭代，Yang 等［74］发展了三维隐式 IDVM 用于定常

跨流域流动问题的求解。如图 6 所示，在连续流区

域，IDVM 相较于传统 DVM 计算精度更高，且计算

效率提高了 1~2个数量级。另外，通过引入内迭代

技术，Yang 等［75］实现了定常 IDVM 计算效率的进

一步提升，并模拟了高超声速稀薄流状态下的猎户

座飞船返回舱的气动力/热问题，如图 7所示。

2 非定常隐式 IDVM 及其应用

2. 1　非定常隐式 IDVM
为了实现非定常跨流域流动问题的准确高效

求解，本文将先前发展的隐式定常 IDVM 进一步

拓展到了非定常情形。基于双时间步 LU⁃SGS 迭

代的思想，在 Boltzmann 模型方程和宏观伴随方程

中同时增加了伪时间导数项

∂f *
i，α

∂t * + V i

2Δt (3f *
i，α - 4f n

i，α + f n - 1
i，α )+ ∑

j ∈ N ( )i

n ij ·

ξα f *
ij，a Sij = V i

τ n + 1
i

(-f S，n + 1

i，α
- f *

i，α) （28）

图 6 三维顶盖驱动流问题的计算结果 [74]

Fig.6 Numerical results for 3D lid⁃driven cavity flow[74]

图 7 猎户座飞船返回舱高超声速稀薄流的密度和压力

分布 [75]

Fig. 7 Density and pressure contours for hypersonic rar⁃
efied flow around an Orion crew module[75]
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∂-W *
i

∂t * + V i

2Δt (3-W *
i - 4W n

i +W n - 1
i )+ ∑

j ∈ N ( )i

n ij ·

F *
ij S ij = 0 （29）

式中：Δt 为外迭代时间步长，所有位置空间网格选

用相同的值。方程（28，29）的第一项为伪时间导

数 ，当 内 迭 代 收 敛 时 其 值 为 零 ，从 而 保 证

Boltzmann 模型方程和宏观伴随方程具有时间二

阶精度。引入内迭代指标 m，方程（28，29）可以改

写为

( V i

Δt *
i

+ 3V i

2Δt
+ V i

τ n + 1
i

) Δf *，m
i，α + ∑

j ∈ N ( )i

n ij ·ξα Δf *，m
ij，a Sij =

Res*，m
i，α （30）

( V i

Δt *
i

+ 3V i

2Δt ) Δ-W *，m

i + ∑
j ∈ N ( )i

n ij ·ΔF *
ij S ij = Res*，m

i，mac

（31）
式中 Boltzmann 模型方程和宏观伴随方程的残差

分别为

Res*，m
i，α = V i

τ n + 1
i

(-f S，n + 1

i，α
- f *，m

i，α )- V i

2Δt (3f *，m
i，α - 4f n

i，α +

f n - 1
i，α )- ∑

j ∈ N ( )i

n ij ·ξα f *，m
ij，a Sij （32）

Res*，m
i，mac = - V i

2Δt (3-W *，m

i - 4W n
i +W n - 1

i )-

∑
j ∈ N ( )i

n ij ·F *，m
ij Sij （33）

另外，Δf *，m
i，α = f *，m + 1

i，α - f *，m
i，α 为离散分布函数的

增量；Δ-W *，m

i =-W *，m + 1
i --W *，m

i 为宏观量的增量。

在内迭代时，Boltzmann 模型方程残差（32）中的

f *，m
ij，a 由方程（25）计算，宏观伴随方程残差中的 F *，m

ij

由方程（27）计算。由于内迭代收敛后，离散分布

函数的增量和宏观量的增量均趋于零，单元界面的

离散分布函数的增量 Δf *，m
ij，a 可以采用一阶迎风格式

来近似，而单元界面的宏观通量的增量 ΔF *
ij 可采

用基于 Euler 方程的通量分裂算法来近似［63］。此

外，为了获得连续流区域更快的收敛速度，也可以

增加内迭代来计算宏观通量的增量 ΔF *
ij，使其逼近

Navier⁃Stokes 方 程 通 量 的 增 量［64］。 最 终 ，方 程

（30，31）便可以采用无矩阵运算的 LU⁃SGS 方法来

求解。当内迭代收敛时，便可得到 n+1 时刻的宏

观 量
-
W

n + 1
i =-W *，m + 1

i 和 离 散 分 布 函 数 f n + 1
i，α =

f *，m + 1
i，α 。

2. 2　算例验证

为了验证上述非定常隐式 IDVM 的性能，本

文模拟了墙壁束缚瑞利流，并将计算结果与非定常

隐式 UGKS 进行比较。如图 8 所示，初始时刻两个

间隔 1 m 长 4 m 的平行平板之间充满静止的氩气。

平板的温度和氩气的温度均为 273 K，氩气的分子

质量为 6.63×10-26 kg，对应的气体常数为 Rg = 
208.13 J/（kg·K）。启动瞬间，左右两侧的平板以

10 m/s 的速度向上运动，平板温度为 373 K。由于

几何对称性，实际计算中仅考虑左半侧区域流场。

为了与文献条件一致，本文将该算例的克努森

数取为 Kn = 0.05。分子速度空间采用包含 28×
28 个离散点的 Gauss⁃Hermite 积分，位置空间采用

12 800 个均匀四边形非结构网格进行离散。无量

纲的外迭代时间步长取为 Δt = 0.01。图 9 展示了

t = 1.5 时刻水平和垂直中心线温度、x 方向速度分

量和 y 方向速度分量分布，当前计算结果与 UGKS
结果较好吻合。另外，图 10 展示了 t = 1.5 时刻上

下平板的压力、热通量和切应力分布，当前结果也

与 GUKS 结果吻合良好。该算例验证了提出的方

法在非定常跨流域流动的计算能力。

3 总结与展望

本文首先回顾了基于速度空间离散的几类

Boltzmann 模型方程求解算法，展示了它们在低速

到高超声速、连续到稀薄全流域范围的应用。同

时，本文还将笔者前期发展的定常隐式 IDVM 扩

展到了非定常情形，并通过非定常跨流域问题进行

了验证。这类方法由于直接演化分布函数，可以有

效避免粒子类方法的统计噪声问题，同时可以采用

传统计算流体力学中的加速技术来提高计算效

率。在微电子机械和真空技术等低速跨流域问题

以及不含离解和电离化学非平衡效应的高速跨流

域问题中，该类算法已经展现出一定的优势。但是

对于航天领域涉及的高温高速和真实气体效应的

非平衡流动，该类算法也还存在许多丞待解决的问

题，需要持续不断地改进完善。

（1）由于基于 DVM 框架发展的算法需要在位

置空间和速度空间同时进行离散，因而实际工程问

题的计算量和内存开销非常大。尤其是对于高超

声速跨流域问题，由于流动速度和温度非常高，速

度空间截断区域也需要相应扩大，方能保证求矩计

算宏观量的精度。最近，Liu 等［76］和 Xu［77］提出了统

图 8 墙壁束缚瑞利流示意图 [71]

Fig.8 Schematic for wall-bounded Rayleigh flow[71]
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一气体动理学波粒子（Unified gas kinetic wave par⁃
ticle，UGKWP）方法，采用粒子来表征稀薄效应部

分的贡献，而连续效应部分的贡献直接采用解析的

方式来计算。在连续流区域，UGKWP 方法自动退

化为 Navier⁃Stokes 方程求解器，而在稀薄流区域，

该方法也具有粒子在速度空间自适应分布的优

势。但是，由于引入了粒子的计算，UGKWP 方法

同样也存在统计噪声问题，以及不便应用于非定常

图 10 墙壁束缚瑞利流在 Kn = 0.05 和 t = 1.5 时上下表面流动变量分布图

Fig.10 Flow variables along the upper and bottom surfaces for wall-bounded Rayleigh flow at Kn = 0.05 and t = 1.5

图 9 墙壁束缚瑞利流在 Kn = 0.05 和 t = 1.5 时水平中心线和垂直中心线流动变量分布图

Fig.9 Flow variables along the horizontal and vertical central lines for wall-bounded Rayleigh flow at Kn = 0.05 and t = 1.5
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流动求解和不易于采用传统计算流体力学的加速

技术来提高计算效率的问题。

（2）在 Boltzmann 模型方程中，每增加一种能

量松弛方式和化学组分，都需要增加相应的分布函

数来对其进行描述。对于高超声速稀薄流动问题，

由于温度通常高达 10 000 K，不仅需要考虑分子的

转动松弛和振动松弛，还需要考虑离解和电离化学

非平衡效应，这给基于 DVM 框架发展的算法带来

了极大的困难和挑战。一方面是如何建立合理的

模型方程，另一方面是如何设计针对模型方程的高

效数值算法。文献［78］从量子力学的角度出发建

立了 WCU 方程，对每个能级的分布函数写出了一

个 Boltzmann 方程，其迁移项保持不变，而碰撞项

是单组分 Boltzmann 方程碰撞项的唯象扩展。该

模型方程有望实现对真实气体效应的模拟，但由于

求解困难，目前文献中尚未发现可工程实用的相应

算法。
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