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摘要：弹性波在声子晶体中的传播方式可由其色散关系决定，从二维无限周期结构的波动方程出发，通过引入

Bloch理论与小参数摄动展开法，提出了一种分析非线性离散型声子晶体色散关系的一阶近似摄动法。得到了

一阶近似的色散关系与频散曲线，以分析不同方向上的阻抗配置与非线性系数对频散及群速度的影响。分别以

二维单原子网格、二维双原子二自由度网格和二维双原子四自由度网格为例，得到了它们的一阶频散曲线，色散

结果显示带隙及传播方向与波幅相关。同时结合数值积分解验证了其在有限波幅谐波激励下解的精度。
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Abstract: The propagation mode of the elastic wave in phononic crystals is determined by its dispersion
relation. Starting from the wave equation of two-dimensional infinite periodic structure and introducing the
Bloch theory and small parametric perturbation expansion method，a first-order approximate perturbation
method for analyzing the dispersion relationship of nonlinear discrete phononic crystals is proposed. And the
first-order dispersion relations and dispersion curves are obtained to analyze the effects of impedance
configuration and nonlinear coefficient pair frequency on dispersion and group velocity in different directions.
Two-dimensional single-atom lattices，two-dimensional two-atom two-degree-of-freedom grids，and two-

dimensional two-atom four-degree-of-freedom grids are used as examples. Their first-order dispersion curves
are obtained. Dispersion results are displayed. Dispersion results reveal that band gap and direction of
propagation are related to theamplitude of the wave. Finally，combining with the numerical integral result to
verify the solution’s accuracy under harmonic excitation of finite amplitude.
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近年来，大量关于声子晶体的研究聚焦在线性

周期结构中波传播的可控性。通过调整晶胞的结

构可以获得理想的声子（或光子）色散关系。从

Bloch波理论出发，学者对声子晶体结构的波传播

特性进行了大量研究。Ruzzene和 Tsopelas［1］分析

蜂窝夹芯板中的波传播，发现沿着结构周期性地放

置具有不同几何形状的蜂窝芯材料，会引入阻抗不

匹配，可以阻止波在指定频带（阻带）上的传播；

Phani等［2］使用 Floquet‑Bloch理论，展示了二维网

状细胞结构，如三角形、正方形、六角形和 Kagome
晶格的波的空间滤波特性；Scarpa等［3］使用有限元

和 Bloch理论分析了具有六边形单胞（即蜂窝体）

的细胞结构，发现在特定的频带内，波的传播将被

限制在特定方向。Chen等［4］研究发现单相星形结

构可以实现双负性质，可以通过改变星型结构的凹

角和其他结构参数来调整带隙的位置和宽度。

Hussein等［5‑6］采用阻尼 Bloch波理论研究指出，阻

尼会改变色散曲线的形状，减小带隙宽度，并且会

通过分支截断打开波矢能带。郁殿龙［7］通过修改

傅立叶级数的展开形式，改进平面波展开法计算周

期栅格结构的振动带隙。

计算能带结构和频散关系是研究声子晶体的

基础，因而带隙可调的声子晶体也得到了更多的关

注。Bertoldi等［8］通过施加外部应力改变声子晶体

结构的方式实现对能带的控制。He等［9］研究了缺

陷 位 置 对 声 子 缺 陷 频 率 和 声 子 定 位 的 影 响 。

Cheng等［10］研究了一维声子晶体板中兰姆波的温

度调谐带隙，在研究范围内温度升高带隙变宽。

Kishimoto［11］分析了二维压电声子晶体中弹性波的

传播。Tang等［12］研究了由拉胀星形蜂窝构成的周

期结构中的波传播，通过色散分析给出了能带结构

和频率等高线。发现星型拉胀特性的材料不仅能

够降低带隙频率，对声学的准直性也有很大影响。

Wang等［13］的研究表明压电弹簧的结构刚度和负

比例控制可以在声学分支下产生新的阻带。文献

［14］等利用有限元方法对存在缺陷的二维声子晶

体进行了研究，结果表明弹性波在点缺陷处出现多

条缺陷模，弹性波沿着线缺陷传播形成波导，改变

线缺陷结构可以改变弹性波传播方向。

对于非线性二维周期性结构，它可以表现出可

调的波传输特性。因此非线性声子晶体也有一些

特有的性质，例如存在高度稳定的局部解（孤立波

和孤子［15‑16］）以及能够根据波的强度（振幅）调谐波

的速度和方向，这些特性被广泛的应用于声子（或

光子）晶体材料中。Sreelatha和 Joseph［17］利用摄动

法和连续近似法，发现在二维弱二次和立方刚度特

性的非线性晶格中存在孤立波解。Babaoglu等［18］

采用了长波长近似，研究了研究二维波在弱非线性

和弱色散弹性固体中的传播，采用耦合改进的

Kadomtsev‑Petviashvili（KP）方程描述其结构中的

横波。Duan等［19］在连续非线性二维结构中，利用

泰勒级数展开位移，获得了连续结构的谐波色散关

系以及耦合 KdV方程。文献［20］提出了一种改进

的 Lindstedt‑Poincare方法，得到的近似解不仅适用

于弱非线性系统，也适用于强非线性系统。还有很

多学者借用集中质量法和晶格动力学理论，将声子

晶体中的连续系统问题离散化求解。Sigalas等［21］

对声子晶格中经典振动模态的物理学进行综述。

Langley等［22‑23］使用弹簧质量和有限元模型研究了

简单和复杂二维周期结构中的波传播，发现在不对

称的线性刚度情况下会出现带隙，且带隙的频率范

围取决于配置特性，并在复杂的二维周期性结构

（如梁格架）中研究和验证了波的方向性现象。陈

志远等［24］基于晶格动力学理论推导了计及次近

邻原子作用下二维单原子正方晶格振动的色散关

系，得到第一布里渊区中 3种特殊对称方向的色

散关系表达式，发现每一对称方向仅有两支声

学波。

本文探讨了弱非线性对行波的色散特性的影

响。采用摄动法来预测离散二维非线性声子晶体

中的色散关系、群速度相对振幅的依赖性。此外，

考虑了各种典型二维结构与其各向异性结构布

置。本文所提出的摄动分析方法类似于连续系统

的 L‑P［20］摄动法，同时它能应用于非线性的微分方

程组，也适用于在无限域上研究波传播。本文分析

了色散关系中与幅度相关的等频线、波的群速度等

特性，分析结果表明在通带内的一定频率范围内，

会出现与波幅相关的通带。此外非线性的引入带

来了波方向性的可调。最后通过平面波激励下的

有限二维点阵的数值模拟来验证上述结论。本文

提出的控制方程是用刚度矩阵与质量矩阵来描述

的，因此该方法适用于无限域内的离散系统和离散

弱非线性动力学系统。

1 含非线性的晶格摄动分析

1. 1 声子晶体晶格模型描述

类似于晶体中微观粒子的周期性排列，宏观介

质的周期性也可以用晶体的周期性点阵几何来描

述。若将晶体按比例放大，在晶体中周期排列微观

粒子的地方置换一定几何形状的宏观介质，而除微

观粒子之外空余的空间用其他宏观介质填充，就构

成了与晶体周期性一致的宏观介质。连通一体的

同种介质叫基体，不连通的同种介质叫散射体。
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用散射体中任意一点代表散射体，这些点在空

间中周期排列解构成了描述声子晶体的空间点

阵。这些空间点阵就是晶格，其中的点叫作格点。

若把散射体置于每个格点上，而其余空间用基体填

充就得到了实际的声子晶体［12］。

格点沿空间中 3个方向分别按一定距离周期

性平移就形成了晶格。3个方向存在最小单位的

平移距离。于是可以用 3个矢量 a1、a2、a3 来代表 3
个单位平移，这 3个矢量叫作基矢。任意选定一个

格点作为坐标原点，晶格中所有格点的位置可以表

述为

R n= n1a1+ n2a2+ n3a3 (1)
式中：n1、n2、n3均为整数，R n为格矢。

由基矢所构成的平行六面体是晶格的最小重

复单元，成为原胞。每个原胞等效含有一个格点，

原胞平行且无交叠的堆积在一起，就形成了晶格。

本文将研究对称性高的二维简单正方晶格。

在定义基矢 a1、a2、a3 的基础上定义倒格子基

矢 b1、b2、b3，须满足

a i ⋅ b j= 2πδij (2)
式中 δ为 Kronecker符号。原来的晶格称为正格

子，格矢称为正格矢。

因此，b1、b2、b3可以用正格子基矢表示为

b1=
2π( a2× a3 )
a1 ⋅( a2× a3 )

b2=
2π( a3× a1 )
a1 ⋅( a2× a3 )

b3=
2π( a1× a2 )
a1 ⋅( a2× a3 )

(3)

对于二维情况，只需将未定义的正格子基矢取

单位矢量 a3= e= (0，0，1)，再进行求解。由倒格

子基矢所确定的基矢空间称为原位置空间的倒易

空间或对偶空间。倒格矢为

G h= h1b1+ h2b2+ h3b3 (4)
而波矢空间与倒格空间处于统一空间，其基矢为

b1 N 1、b2 N 2、b3 N 3，其中 N 1、N 2、N 3分别是沿正

格子基矢方向晶体晶胞的数目。所以波矢也可以

表示为

κ= μ1b1+ μ2b2+ μ3b3 (5)
1. 2 二维声子晶体的动力学建模

本文将基于二维简单正方晶格的 Bravais晶
格。如图 1是晶体结构的截面示意图。

图 1中，每个点代表一个晶胞，每个晶胞可能

不止含有一个格点。不失一般性的，假设每个晶胞

含有 N个格点。取其中一个晶胞为原点，则所有

的晶胞位置都可以表示为

r ( i )n1,n2 = r0 + rn1,n2 (6)
rn1,n2 = n1a1+ n2a2 (7)

式中：a1、a2 为晶格平面两个方向的基矢；r ( i )n1，n2 表示

全局坐标系下的某单元的绝对位置；r0表示在全局

坐标系中位于原点的单元的绝对位置；rn1，n2表示某

单元与原点单元之间的相对位置。倒格子基矢可

以表示为

b1=
2π( a2× a3 )
a1 ⋅( a2× a3 )

b2=
2π( a3× a1 )
a1 ⋅( a2× a3 )

(8)

式中 a3= e=( 0，0，1 )。
波矢空间与倒格空间处于统一空间。所以波

矢可以表示为

κ= μ1b1+ μ2b2 (9)
采用弹簧‑质量块的模型来表述此二维正方声

子晶体的结构组成。即，每个格点均为集中质量的

质量块，格点与格点间的作用力以非线性弹簧表

述。每个质量块只考虑 a3 方向的位移（即与晶格

平面垂直的方向），连接格点间的弹簧沿 a1 或 a2 方

向布置，且只提供 a3 方向的线性和非线性恢复力，

即弹簧只有剪切方向的变形。

每个晶胞含有 N个格点，即每个晶胞内包含

N个质量块。设位于 ( n1，n2 )处的晶胞位移表示为

un1，n2 = [ u1，u2，u3，…，uN - 1，uN ]，每 个 晶 胞 的 运 动

不仅与该晶胞内部质量块及弹簧的布置有关，也

受相邻晶胞的位移影响，而这些位移之间的关系

既 有 线 性 也 有 非 线 性 的 。 如 图 2 所 示 ，位 于

( n1，n2 ) 的 晶 胞 有 8 个 相 邻 晶 胞 ，那 么 这 个 以

( n1，n2 )晶胞为中心的 9个晶胞组成的系统的运动

微分方程可以写作

∑
p,q=-1,0,1

é
ë
ê

ù
û
úM ( p,q ) d2

dt 2 un1 + p,n2 + q+ K ( p,q )un1 + p,n2 + q +

∑
p,q=-1,0,1

εfNL ( un1, n2,un1 + p,n2 + q )= f ( n1,n2 ) ( t ) (10)

图 1 晶胞结构坐标位置

Fig.1 Coordinate system of lattice structure
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式中：f ( n1，n2 ) ( t )为施加在该晶胞单元上的外部力；

M ( p，q )与 K ( p，q )为该 9晶胞系统运动微分方程的组

集之后的质量矩阵与刚度矩阵，在第 2节中将详细

描述如何在特定晶体结构中获得 M ( p，q )，K ( p，q )。

εfNL 为相邻晶胞与中心晶胞之间的非线性的作用

力，由于考虑的是弱非线性问题，所以使用一个一

阶小量 ε。为了排除量纲的影响，记 τ= ωt。

一般的，对于同一个晶胞来说，其组成的 9晶
胞系统的 K ( )p，q 与晶胞内部刚度布置有关，而M ( p，q )

是不随着相邻单元（p，q）变化而改变的，所以记

M ( p，q ) =M，方程被简化为

ω2M
d2un1,n2
dτ 2 +

é

ë
êê ∑
p,q=-1,0,1

K ( p,q )un1 + p,n2 + q

ù

û
úú +

∑
p,q=-1,0,1

εfNL ( un1, n2,un1 + p,n2 + q )= f ( n1,n2 ) ( τ ) (11)

将 un1，n2，ω进行小参数展开

un1,n2 = u ( 0 )n1,n2 + εu ( 1 )n1,n2 + o ( ε2 ) (12)
ω= ω 0 + εω 1 + o ( ε2 ) (13)

将式（12），（13）代入式（11），得

ε0:ω 20M
d2u ( 0 )n1,n2
dτ 2 + ∑

p,q=-1,0,1
K ( p,q )u ( 0 )n1 + p,n2 + q=

f ( n1,n2 ) ( τ ) (14)

ε1:ω 20M
d2u ( 1 )n1,n2
dτ 2 + ∑

p,q=-1,0,1
K ( p,q )u ( 1 )n1 + p,n2 + q-

∑
p,q=-1,0,1

fNL ( un1,n2,un1 + p,n2 + q )=

-2ω 0ω 1M
d2u ( 0 )n1,n2
dτ 2 (15)

1. 3 Bloch波解

当晶体单元没有外部力场时，即 f ( n1，n2 ) ( τ )= 0；
平面波在二维离散介质的传播的解可以通过式

（14），（15）得到，对于 ε0方程解的形式为

un1,n2 ( τ )= u0 e
iκ ⋅ rn1,n2 eiτ (16)

式（16）代入式（14）得到式两边恒等，这表明了

布鲁赫定理可以适用于该离散周期结构，同时由式

（7）—（9）不难得到

κ ⋅ rn1,n2 = μ1n1 + μ2n2 (17)

所以式（16）可以简化为

un1,n2 ( τ )= u0 ei( μ1n1 + μ2n2 )eiτ (18)
式（18）表明位于全局坐标系下的单元（n1，n2）

的在波传播过程中的幅值与相位之间的关系，所以

对于（n1 + p，n2 + q）的单元，其幅值与相位之间的

关系可以表示为

un1 + p,n2 + q ( τ )= u0 ( κ ) ei( μ1 ( n1 + p )+ μ2 ( n2 + q ) )eiτ

u0 ( κ ) ei( μ1 ( n1 + p )+ μ2 ( n2 + q ) )eiτ= un1,n2 e
i( μ1 p+ μ2q ) (19)

式（19）表明，单元的位移 u是二维波矢量 κ=
μ1b1+ μ2b2 的 周 期 函 数 ，比 如 当 κ ′= κ+
2π(m 1b1 + m 2b2 )，其中 m 1、m 2为一对实数，因此研

究弹性波在其中的传播特性只需研究一个晶胞单

元的特性即可。在二维周期结构中，由倒格子基失

确定的布里渊区，若布里渊区中存在的任何对称区

域都可以将布里渊区简化至不能缩减的子区域，称

为不可约布里渊区，不可约布里渊区则是研究二维

周期结构带隙特性的最小单元。

将式（18），（19）代入式（14）得到

ω 20M
d2u ( 0 )n1,n2
dτ 2 +

é

ë
êê ∑
p,q=-1,0,1

K ( p,q )ei( μ1 ( n1 + p )+ μ2 ( n2 + q ) )ù

û
úú u

( 0 )
n1,n2 = 0 (20)

化简式（20）得到

ω 20M
d2u ( 0 )n1,n2
dτ 2 +

é

ë
êê ∑
p,q=-1,0,1

K ( p,q )ei( μ1 p+ μ2q )
ù

û
úú e

i( μ1n1 + μ2n2 )u0 ( κ ) eiτ= 0 (21)

[-ω 0 2M +
~
K ( )κ ] u0 ( κ )= 0 (22)

式中
~
K (κ) = ∑

p,q=-1,0,1
K ( p,q )ei( μ1 p+ μ2q ) (23)

~
K (κ)为根据 Bloch定理化简后的刚度矩阵。

事实上，式（22）定义了一个特征值问题，其特征值

和特征向量为波矢的函数，与 μ1与 μ2的取值有关，

当波矢沿着第一布里渊区的边界变化时，就可以得

到了此结构的频率与波矢的关系，即能带图，充分

地代表了这个结构的带隙特性。

ω 0,j= ω 0,j ( κ ) (24)
式（22）定义的特征值问题，其特征值 ω 0，j是波

矢 κ的函数，其特征向量 u0，j ( κ )也是波矢 κ的函

数，与 μ1与 μ2的取值密切相关，为了更好地研究其

变化的趋势，按照其向量中最大幅值归一化即

max { u0,j ( κ ) }= 1 (25)
同时，根据特征向量的正交性质，不难得到化

简后的式（21）
-ω 20,juH0,i (κ) Mu0,j (κ) + uH0,i (κ)~K u0,j (κ) = 0 (26)

图 2 二维 9晶胞组成的系统示意图

Fig.2 Schematic of 2D 9-cell system
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若 i= j，得

-ω 20,rmr+ kr= 0 (27)
式中

kr= uH0,r ( )κ ~K u0,r ( )κ (28)
mr= uH0,r ( )κ Mu0,r ( )κ (29)

1. 4 一阶非线性修正

对于式（15）来说，式左边的形式跟式（14）基

本相同，所以其解可以看作一个通解加特解的形

式，所以非线性力带来的位移解的通解可以通过

零阶线性方程的解形式进行假设，而零阶方程的

解为

u( )0 ( τ) = A 0

2 ⋅ u0,j (κ) e
iτ+ c.c (30)

式中：c.c表示复数共轭，A 0 为对应点出的幅值，

u0，j (κ)为对应第 j阶按照最大元素归一化后的列向

量。为了不失一般性和形式统一简洁，假设所取单

元的位置为 n1 = 0，n2 = 0，其单元内的位移 u( )00，0 =
u( )0 。

根据式（26）解的形式，第一阶的微分方程可

以改写为

ω 20,jM
d2u( )1
dτ 2 + ∑

p,q=-1

+1

K ( p,q )u( )1p,q=

ω 0,jωA 0Mu0,j (κ) eiτ- fNL ( u( )0 ,u( )0±1,± 1 ( )τ ) (31)
非线性力表达式为

fNL ( u( )0 ,u( )0±1,± 1 ( )τ )= ∑
p,q=-1

+1

fNL ( u( )0 ,u( )0p,q ) (32)

不失一般性，假设二维单元相邻的晶胞单元之

间都存在非线性力，并且不难得到周围单元的位

移为

u( )0p,q ( τ) =
A 0

2 ⋅ u0,j (κ) e
pμ1 + qμ2 eiτ+ c.c (33)

并 且 不 难 得 到 ，u( )0p，q ( τ) 与 u( )0 ( τ) 中 的 自 变 量

τ ∈ [0，2π]是周期为 2π的周期函数

fNL ( u( )0 ( )τ ,u( )0±1,± 1 ( )τ )=
fNL ( u( )0 ( )τ+ 2π ,u( )0±1,± 1 ( )τ+ 2π ) (34)

式中非线性力不仅跟 τ有关，而且跟波幅密切相

关，所以不妨假设

fNL= fNL ( A 0,τ ) (35)
下面对其进行傅里叶级数展开

fNL ( A 0,τ )= ∑
-∞

+∞

cn ( A 0 ) einτ (36)

cn=
1
2π ∫0

2π
f ( A 0,τ ) e-inϕ dϕ (37)

对于确定的幅值A 0，第 n阶的傅里叶系数可以

通过式（36）得到明确的解析解形式，方程（31）可以

进一步简化为

ω 20,jM
d2u( )1
dτ 2 + ∑

p,q=-1

+1

K ( p,q )u( )1p,q=

ω 0,jωA 0Mu0,j (κ) eiτ- ∑
-∞

+∞

cn ( A 0 ) einτ + c.c (38)

观察后发现，式（38）的左边形式与零阶方程的

形式统一，根据叠加定理的性质，u( )1 的解形式是齐

次通解与特解的叠加。注意到方程的右端会出现

eiτ的项，这一项会导致解出现 t sinωt或 t cosωt这样

随着时间增大趋于无穷的项导致系统发散，为永年

项，永年项必须被消除。不妨假设方程（38）的特解

形式为

u( )1p,q ( τ) = A 1U 0 (κ) eiτei( pμ1 + qμ2 ) +
B 1U 0 (κ) eiτei( pμ1 + qμ2 ) + c.c (39)

将其代入方程，化简计算得到消除永年项的条

件为

uH0 (κ) (ω 0,jωA 0Mu0,j ( )κ - c1 ( A 0 ) )= 0 (40)
式 中，U0（κ）=［u0，1（κ），u0，2（κ），u0，3（κ），… ，

u0，N（κ）］，是零阶线性方程中得到的特征向量。

所以

ω 1,j=
uH0 ( )κ c1 ( A 0 )

ω 0,j A 0uH0 ( )κ Mu0,j ( )κ
(41)

到此，得到了一阶展开后的一阶色散频率，对

应的非线性色散频率为

ωj= ω 0,j+ ω 1,j+ o ( ε2) (42)
或者写为

ωj= ω ( A 0,κ ) (43)
1. 5 群速度

本文中的结构为二维非线性介质，波传播的特

性不仅与介质的特性，各个方向材料的布置有关，

还与外界扰动输入波的频率与幅值相关。这些因

素不仅影响各个方向的传播速度，而且改变了波在

介质中的传播的带隙特性。群速度的定义为频率

的梯度。

cg = ∇ω=
∂ω ( )k
∂k (44)

如前所述，二维正方晶格结构的色散关系可以

表示为定义与指定的一对波矢量 μ 1、μ 2 相关联的

频率函数，并相应地绘制等频散等高线，它可以有

效地将群速度视作垂直于所考虑的频率等值线的

矢量。这种方法在识别波传播的方向，或波完全不

能传播的存在方向中，是行之有效的。

在本研究中描述的摄动方法中，与第 j个色散

分支相对应的群速度可以为

cg,j ( κ,|A 0 | )= ∇ω 0,j (κ) + ∇ω 1,j ( κ,|A 0 | )+ o ( ε2 )
(45)

从式（45）可以看出，群速度对波动的波数和振
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幅的依赖性。

2 单原子晶格色散分析

图 3所示的二维非线性单原子晶格被模拟为

由具有线性和三次系数的弹簧相互连接的等质

量的阵列。图 3中每一个质量块之间的刚度连

接均为线性耦合三次非线性的弹簧。横向（平面

外）位移是描述每个质量运动的单一自由度，因

此弹簧被假定提供与相邻质量块的相对位移有

关的剪切方向的作用力。代表单元的运动方程

可 以 由 式（10）简 化 ，其 中 质 量 矩 阵 可 简 化 为

标量。

M = m (46)

线性的刚度矩阵可以用式（7）通过摄动方法

获得

K p,q= 0; ∀p,q=±1
K p,q=-k1 ; ∀p=±1,q= 0
K p,q=-k2 ; ∀p= 0,q=±1
K 0,0 = 2( k2 + k1 ); p= q= 0

(47)

根据式（23）得
~
K = 2k1 ( 1-2 cos μ1 )+2k2 ( 1-2 cos μ2 ) (48)
对于色散分析，综合式（45）和式（47）已经得到

了
~
K与M的具体形式，并且维度为一维，仅有一个

色散分支，所以

ω 0 = 2 k1
m
( 1- 2 cos μ1 )+ 2

k2
m
( 1- 2 cos μ2 ) (49)

非线性力项

fNL= ∑
p=±1,q= 0

Γ 1 ( u1p,q- u10,0 )3 +

∑
q=±1,p= 0

Γ 2 ( u1p,q- u10,0 )3 (50)

根据式（35），（36）将非线性力项傅里叶展

开得

c1 =
3
4 | A 0,1 | 3 ∑

i=1,2
(Γi cos ( 2μi )- 4Γi cos ( μi )+ 3 Γi )

(51)
式中线性方程特征向量归一化后：u( )01 (κ) = 1，所
以一阶近似后的色散频率为

ω= ω 0 +
3 || A 0

2 ∑
i= 1,2

(Γi cos ( 2μi )- 4Γi cos ( μi )+ 3 Γi )

4mω 0
+

o ( ε2 ) (52)
所选取的单原子线性晶格参数为 m= 1 kg，

k1 = 1N/m，k2 = 1N/m。

波的频散取决于波幅A 0和各方向的非线性刚

度 Γi的大小。图 3中的子图给出了单原子正方晶

格的不可约布里渊区的示意图。根据布里渊区的

性质，沿着不可约布里渊区的轮廓（从 Γ沿着 b1 轴

到 X，再从 X沿着 b2轴到M，最终从点M沿着 45°方
向回到 Γ），即可得到单原子正方晶格结构的频散

曲线图 4。图 5是在 Γ 1 =-3 N ⋅m-3，Γ 2 = 0阻抗

配置下不同振幅的群速度等高线。

由图 4，5不难得到，非线性刚度 Γi和 A 0波幅

图 4 二维单原子非线性网格频散曲线 (m= 1 kg, k1 =
1N ⋅m-1,k2 = 1.5 N ⋅ m-1,A 0 = 2)

Fig.4 Dispersion of two‑dimensional single atom nonlinear
grid (m=1 kg,k1=1N⋅m-1,k2=1.5 N⋅m-1,A 0=2)

图 5 二维单原子非线性网格群速度等高线 (m= 1 kg,k1 =
1N ⋅m-1,k2 = 1N ⋅m-1,Γ 1 =-3 N ⋅m-3,Γ 2 = 0 )

Fig.5 Group velocity contour of two‑dimensional single at‑
om nonlinear grid (m= 1 kg,k1 = 1N ⋅m-1,k2 =
1N ⋅m-1,Γ 1 =-3 N ⋅m-3,Γ 2 = 0 )

图 3 二维非线性单原子正方晶格结构示意图

Fig.3 Two-dimensional nonlinear monoatomic lattice struc‑
ture
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均可以定量的改变晶体的能带结构。并且，频散

曲线的向上移动意味着对于给定的频率，波的群

速度相应地增加，这在第一布里渊区的边缘（点

X和M）是特别显著的。由图 5可以看出，幅度的

增加导致沿着 μ1轴的频散等高线的拉伸，意味着

波沿 μ1方向的衰减。改变阻抗配置，如若 Γ 1 =
0，Γ 2 =-3 N ⋅ m-3，则 会 在 μ2 方 向 出 现 相 似

现象。

3 二维双原子正方晶格

3. 1 二维双原子二自由度网格

本节研究二维双原子正方晶格结构，即一个原

胞内含有两种不同的格点。由这两种格点组成的

晶胞结构，根据其配置的不同分为双原子二自由度

网格和双原子四自由度网格。

如图 6所示的二维网格包含两个不同质量的质

量块（m 1与m 2），每个质量均具有一个垂直于平面的

自由度。图 6中每一个质量块之间的刚度连接均为

线性耦合三次非线性的弹簧。其晶胞单元由两个

质量块组成，其单元的位移 u=[ u1，u2 ]T，如图 7所
示。推导得到频散的具体形式，并且维度为二维，

仅有两个色散分支，所以

ω 20,1 =
1

m 1m 2
{ ( k1 + k2 ) (m 1 + m 2 )-

[ 2m 1m 2 ( k 21 cos μ1 +( k1 + k2 )2m 2
1 +( k1 +

k2 )2m 2
2 + 2k1 k2 ( cos ( μ1 - μ2 )+ cos μ2 - 1 )+

k 22 cos ( μ1 - 2μ2 ) ) ]
1
2 } (53)

ω 20,2 =
1

m 1m 2
{ ( k1 + k2 ) (m 1 + m 2 )+

[ 2m 1m 2 ( k 21 cos μ1 +( k1 + k2 )2m 2
1 +( k1 +

k2 )2m 2
2 + 2k1 k2 ( cos ( μ1 - μ2 )+ cos μ2 - 1 )+

k 22 cos ( μ1 - 2μ2 ) ) ]
1
2 } (54)

因为 ω 1推导过程中涉及求多个二阶立方非线

性项的二阶矩阵本征问题，所以不能得到一阶近似

频散 ω 1的解析解，只能得到数值解，其频散如图 8，
图 8中显示得到了两条色散曲线，频率较高的一条

曲线称之为光学分支，频率较低的一条曲线称之为

声学分支，相应两个分支之间的间隙确定了波在任

何方向上不传播的频率范围，即带隙。图 9描述了

所考虑的双原子晶格能带图和相关不可约布里渊

区。该图是在相同的波幅下计算的，它说明了两个

分支是如何由于非线性系数变化而移动的，非线性

元件导致带隙偏移，进而导致带隙频率范围的变

化。除此之外，也可利用幅值作为调整参数来控制

给定的非线性周期网格的通带和带隙，从而阻止

（或允许）弹性波在某个特定频率上传播。

3. 2 二维双原子四自由度网格

在图 10中描绘了一个具有包含异质量的非线

性晶格的示意图，图 10中每一个质量块之间的刚

度连接均为线性耦合三次非线性的弹簧。晶胞由

3 个 相 同 的 质 量 m 和 一 个 质 量 mi 组 成 ，其 中

mi≠ m，mi通常与其他质量不同，晶格结构如图 11
所示。图 12描述了所考虑的二维双原子晶格能带

图 6 二维双原子网格

Fig.6 Two-dimensional diatomic lattice grid

图 7 二维双原子二自由度网格单元

Fig.7 Two-dimensional diatomic two-Dof cell

图 8 二维双原子非线性网格频散曲线 (m 1 = 2 kg,m 2 =
1 kg,k1 = 2 N ⋅m-1,k2 = 1N ⋅m-1,A 0 = 1 )

Fig.8 Dispersion of two-dimensional diatomic nonlinear grid
(m 1 = 2 kg,m 2 = 1 kg,k1 = 2 N ⋅m-1,k2 = 1N ⋅m-1,
A 0 = 1 )

图 9 不可约布里渊区

Fig.9 Irreducible Brillouin zone
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图和相关不可约布里渊区。这样的质量 mi在网格

中均匀包含。系统的动力学由 4个自由度来描述，

其中第一个自由度表示异质量的位移，其余分别表

示其余 m的位移。由于晶格的晶胞包含 4个自由

度，因此 4个色散分支是可能的。这种情况说明该

方法适用于更复杂的系统。

方程式中的系数根据波幅的大小和每个线性

模态进行频散校正。因为其涉及多个立方项高阶

矩阵的本征问题，所以得不到其具体的解析解，只

能得到数值解，其色散关系如图 13所示，这证实了

先前对较简单的单原子以及双原子网格所产生的

带隙频率范围的变化趋势具有相似的分支。图 13
的结果也说明了刚度渐硬使晶格向上移动能带结

构的方式，而刚度渐软使晶格向下移动色散曲线，

两个移动的幅度随着幅度的增加而增加。

4 数值验证分析

在本节中，将使用单原子非线性网格的数值积

分模型计算的响应并进行比较来验证摄动法预测

的色散关系。模型外激励被设计为在指定方向上

注入平面波，以估计传播方向和幅度方面的波数变

化。外界扰动激励通过在有限单原子网格的一个

边上施加分布式激励来实现的。

通过对从有限网格得到的运动方程进行数值

积分来验证上述幅度相关波的色散特性。所选择

的配置考虑了单原子网格的单元格。所得组件的

运动方程的数值积分使用MATLAB中可用的龙

格 ‑库塔方案进行。晶格在所有边缘都是自由的，

并通过沿着底部水平边缘施加到质量块的谐波运

动而激发。施加的位移可以表示为

u ( rn1,0,t ) =A 0 e-iωte
iκ0 ( rn1,0 ) = A 0 e-iωtein1 μ1

κ0 = μ1,0b1 + μ2,0b2
(55)

式中：A 0为入射的平面波的幅值；ω为入射平面波

的频率；对于单原子非线性网格，a1 = b1 = i1 =
(1，0 )，a2 = b2 = i2 = ( 0，1)；μ1，0为入射的平面波沿

着 b1 方向变化的波数；μ2，0为入射的平面波沿着 b2

方向变化的波数。质量块之间的间距为 1，质量块

网格为 120×120；所施加的位移分布可以被认为

是平面波的结果，以角度 α入射到网格的底部边

缘，如图 14所示。

入射波的波数可表示为

κ0 = μ0 ( cos α ⋅ b1+ cos β ⋅ b2 ) (56)
即 μ1，0 = μ0 cosα，也意味着网格的底部边缘上的每

个质量由等幅度的位移和相位的外激励激励，其大

小取决于波的波数和入射角的关系。

针对不同的输入频率和波数，进行数值仿真以

图 13 二维双原子四自由度非线性网格频散曲线 (m1 =
2 kg, m2 =1 kg, k1 = 2 N ⋅ m-1, k2 = 1 N ⋅ m-1,
A0 = 1)

Fig.13 Dispersion of two-dimensional diatomic four-DOF
nonlinear grid (m1 = 2 kg, m2 =1 kg, k1 = 2 N ⋅
m-1,k2 = 1 N⋅m-1,A0 = 1)

图 10 二维双原子四自由度网格

Fig.10 Two-dimensional diatomic four-DOF grid

图 11 二维双原子四自由度网格单元示意图

Fig.11 Two-dimensional diatomic four-DOF cell

图 12 二维双原子四自由度网格单元布里渊区示意图

Fig.12 Two-dimensional diatomic four-DOF cell Brillouin
zone
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验证由式（52）确定的输入谐波频率对应的等频散

频率等高线（图 4）。目标是验证根据 n1方向的波

数 μ1估计方向 n2的波数 μ2，即 μ1，μ2在其相应的等

频率等值线所定义的范围内变化。如上所述，对有

限格的运动方程进行数值积分，得到系统各点位移

关于时间的响应。一般来说，晶格响应可以表示为

u ( n1,n2,t )= u ( t- κ0 ⋅ rn1,n2 ) (57)
对式（57）进行傅里叶变换，得

U ( n1,n2,ω )= ∫-∞
+∞
u ( t- κ0 ⋅ rn1,n2 ) e-iωt dt (58)

U ( n1,n2,ω )=U (ω) e-iκ0 ⋅ rn1,n2 =U (ω) e-i( μ1n1,0 + μ2,0n2 )

(59)
特别地，u在 ω= ω 0 处傅里叶变换的值的相

位，即

phase (U ( n1,n2,ω 0 ) )= μ1,0n1 + μ2,0n2 (60)
从在 ω= ω 0 处计算的响应的相位，可以通过

评估沿着给定方向对齐的质量相对相位来估计波

数分量。假设外激励设定为施加波数 μ1，0，可以根

据 x2方向上的响应的相位变化来估计波数 μ2，0。

通过在一个方向上布置与入射波相似的外激

励的方法来模拟平面波入射，从而分析非线性对频

散等高线的影响。这些研究的结果如图 15所示，

它 描 述 了 参 数 为 m= 1 kg，k1 = 1N ⋅ m-1，k2 =
1.5 N ⋅ m-1 和 Γ 1 =-1N ⋅m-3，Γ 2 = 1N ⋅ m-3，外

激励频率 ω 0 = 1.6 rad/s的单原子网格结构（120×
120）的频散等高线。其中点表示数值估计的波

数，而连续线对应于来自摄动法的色散分析的预

测。对于所考虑的非线性网格和入射波，摄动分析

预测结果和数值结果之间表现了极好一致性。图

16显示了在 ω 0 = 2.1 rad/s时平面波入射的结果，

并且说明随着幅度的增加出现凋落波。这是由于

波在“特定方向”显着衰减的事实，而凋落波行为不

能用式（59）描述，因此并不能得到较好的匹配。

5 结 论

本文采用简单正方的晶格模型，并以二维质量

块 ‑非线性线性耦合弹簧网格结构为例，分别分析

二维单原子非线性网格，二维双原子网格，二维双

原子四自由度网格。首先处理二维单原子网格时，

由于单元结构形式简单；直接得到了其一阶近似的

频散解析解，其色散关系显示其频散不仅与结构的

阻抗配置、非线性系数有关，并且与输入谐波的波

幅相关，接着分别说明了不同方向的非线性系数对

其色散关系及群速度的影响，这间接说明了可以定

向调整波幅和非线性刚度，为二维非线性声子晶体

带隙可调提供一种解决方案。值得一提的是，各向

同性线性刚度和各向异性非线性刚度的晶格可以

表现出与波幅相关的波方向性传播。之后分别用

该一阶近似摄动法分析了二维双原子网格，二维双

原子四自由度网格，分别得到非线性引入后的色散

曲线和带隙。最后用数值仿真结果对照了摄动分

析结果，得到了所考虑的有限幅度的弹性波分析和

数值结果之间的极好一致性。

图 16 摄 动 解 对 比 数 值 解 (ω= 2.1 rad/s,m= 1 kg,k1 =
1N ⋅m-1,k2 = 1.5 N ⋅ m-1)

Fig.16 Comparison of perturbation solution and numerical
solution (ω=2.1 rad/s,m=1 kg,k1=1N⋅m-1,k2=
1.5 N ⋅ m-1)

图 15 摄 动 解 对 比 数 值 解 (ω= 1.6 rad/s,m= 1 kg,k1 =
1N ⋅m-1,k2 = 1.5 N ⋅ m-1)

Fig.15 Comparison of perturbation solution and numerical so‑
lution (ω=1.6 rad/s,m=1 kg,k1=1N⋅m-1,k2=
1.5 N⋅m-1)

图 14 入射波与 n1轴成 α角入射时的示意图

Fig.14 Incident wave with an angle α to axis n1
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