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摘要：随着并联机器人技术的发展，其运动性能的提升成为了发展需求，指出了研究工作空间和奇异位形的必要

性。以研究方法为主线，详细阐述了工作空间和奇异位形的国内外研究现状及特点，进一步提炼出个体的创新

思想和面临的共同难题。通过深入分析研究方法的原理，找到了解决共同难题的突破口，同时剖析了研究中的

尚存难题。结合未来的发展趋势，从结构综合和理论创新两个方面进行突破，能够为并联机器人的发展提供强

劲动力。得出的结论和展望给从事这一领域的研究者们提供了参考。
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Abstract:With the development of parallel robot technology，the necessity of studying the workspace and
singularity of parallel robot is presented to improve the motion performance. The research status and
characteristics of workspace and singularity at home and abroad are described in detail based on different
research methods. Furthermore，individual innovative ideas and common problems for different research
methods of workspace and singularity are pointed out. Through deeply analyzing the principle of research
methods，the breakthrough is found to solve common problems. Meanwhile，the remaining problems in
research are analyzed. Combining with the future development trend，breakthroughs in structural synthesis
and theoretical innovation can provide strong impetus for the development of parallel robot. The conclusions
and prospects provide valuable references for researchers engaged in this field.
Key words: parallel robot；workspace；singularity；finite discrete method；algebraic method

“Robots”一词最早诞生于 20世纪 20年代，作

为 20世纪最伟大的发明之一，机器人在生产生活

及其他各个领域的应用已经成为一个国家的重要

发展目标。自从 20世纪 60年代初期美国推出第

一台作业范围仅限于上、下料的工业机器人以来，

机器人得到了迅速发展，并广泛应用于工业、服务、

医疗卫生和娱乐等许多方面 [1]，对人们的生活产生

了深远的影响。现代所说的机器人多指工业机器

人，大都是由基座、腰部、肩部、大臂、小臂、腕部和

手部构成，由于是以串联形式连接，因而也称为串
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联机器人。就在串联机器人蓬勃发展的时候，又出

现了一类全新的机器人——并联机器人。与串联

机器人相比，并联机器人具有刚度大、结构稳定紧

凑、承载能力强、累积误差小、精度高以及动力性能

好等优点 [2]。它作为串联机器人强有力的补充，扩

大了整个机器人的应用范围，引起机器人学理论界

和工程界的广泛关注，成为机器人研究的主要热点

之一。

国内外关于并联机器人的研究主要集中在机

构学、运动学、动力学和控制策略等方面，其中工作

空间和奇异位形是衡量并联机器人运动性能的两

个重要指标 [3]，是实现并联机器人控制和应用的基

础，因而在并联机器人的研究中占有重要的基础性

地位。并联机器人在进行轨迹规划时，需要考虑工

作空间的大小以及奇异位形的分布情况，从而在无

奇异工作空间中规划出一条合理的移动路径。一

般情况下，工作空间的边界和内部都会产生奇异位

形，并且奇异轨迹的分布为不规则、不连续的超曲

面，这就给奇异位形的研究带来了不小的挑战。一

方面，奇异位形所构成的空间奇异轨迹该如何确

定；另一方面，针对得出的奇异轨迹该如何直观地

图形化描绘。对于少自由度 (自由度数目小于等于

3)的并联机器人而言，其工作空间和奇异位形的确

定和描绘相对简单。然而，对于多自由度(自由度数

目大于 3)的并联机器人而言，由于其输入输出之间

的强运动耦合关系，导致其工作空间和奇异位形的

确定和描绘非常复杂。也正因为如此，并联机器人

工作空间和奇异位形的研究受到了众多国内外学

者的关注，并且迅速成为了一项热门的研究课题。

1 国内外并联机器人研究现状

并联机器人机构最早出现是在 20世纪 30年
代，Gwinnett[4]提出了一种基于球面并联机器人机

构的娱乐装置，这可能是首个有史料记载的并联机

器人构型，如图 1所示；1934年，Pollard[5]设计了一

种基于并联机器人机构的汽车喷漆机器人，并在

1940年获得专利权，如图 2所示；1947年，Gough发
明了一种基于并联机器人机构的 6自由度轮胎检

测 装 置 ，如 图 3 所 示 ；1965 年 ，Stewart[6]首 次 对

Gough发明的并联机器人机构进行了机构学理论

意义上的研究，发表了名为“A platform with six de‑
grees of freedom”的论文引起了广泛的关注，从而

奠定了他在空间并联机构中的鼻祖地位，相应的平

台称为 Stewart平台，如图 4所示。Stewart平台机

构由上下 2个平台及 6根可伸缩的支撑杆构成，支

撑杆通过球铰或者虎克铰与上下 2个平台连接，固

图 1 并联机器人机构娱乐装置

Fig.1 Entertainment device of parallel robot

图 2 并联机器人机构的汽车喷漆机器人

Fig.2 Auto painting robot of parallel robot

图 3 并联机器人机构的 6自由度轮胎检测装置

Fig.3 6-DOF tire detection device of parallel robot

图 4 Stewart并联机构

Fig.4 Stewart parallel mechanism
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定下平台，则上平台可进行 6自由度的独立运动

(在三维空间做任意方向的移动和绕任意方向位置

的轴线转动)。1978年，澳大利亚著名机构学学者

Hunt[7]首次提出把 Stewart并联机构应用于工业机

器人，提出了一种新型 6自由度并联机器人。1979
年，Maccallion和 Pham基于该机构设计出用于装

配的机器人，标志着真正意义上的并联机器人的

诞生 [8]。

随后到 20世纪 80年代中期，国际上研究并联

机 器 人 的 人 还 寥 寥 无 几 ，仅 有 McDowell，Earl，
Fichter，Yang，Lee，Duffy和Tesa等人，研究成果也

不多，并联机器人研究似乎停滞不前，其主要原因

是受计算机硬件技术水平的限制。随着计算机技

术的发展，尤其是计算快速、功能强大的 PC出现

之后，促进了并联机器人的应用和发展 [9]。到 20世
纪 80年代末 90年代初以来，并联机器人机构才引

起广泛注意，美国、英国、日本、法国、德国、俄罗斯

和韩国等国家的研究机构和企业先后开展了对并

联机器人的研究。1991年，燕山大学的黄真教授

等研制成功国内首台并联机器人样机，标志着中国

自主研制并联机器人的开端，如图 5所示。随后哈

尔滨工业大学、清华大学、天津大学、中科院以及沈

阳自动化所等单位先后开展了研究，并研制出多台

样机。

目前关于并联机器人的研究开发和应用正日

益广泛，其主要应用领域包括：装配生产线 [8]、并联

机器人机床 [10]、飞行模拟器 [11]、微操作机器人 [12]、空

间飞行器对接机构 [13]、娱乐设施 [4]以及六维加速度

传感器 [14]等，如图 6所示，与串联机器人的应用领

域构成互补关系，因而扩大了整个机器人的应用

范围。

2 并联机器人工作空间研究现状

并联机器人工作空间的研究一直以来备受国

内外学者的关注 [15‑16]，工作空间是衡量并联机器人

性能的重要指标，工作空间分析是设计并联机器人

末端执行器的首要环节。同样的机构尺寸，串联机

器人比并联机器人工作空间大，具备同样的工作空

间，串联机器人比并联机器人小，因此研究并联机

器人的工作空间是非常重要的。

并联机器人的工作空间是指末端执行器参考

点在空间可以达到的所有点的集合。Kumar[17‑18]对
并联机器人的工作空间描述提出了独到见解，根据

末端执行器工作时的位姿特点，工作空间可分为可

达工作空间和灵活工作空间。可达工作空间是指

末端执行器上某一参考点可以达到的所有点的集

合，这种工作空间不考虑操作器的姿态；灵活工作

空间是指末端执行器上某一参考点可以从任何方

向到达的点的集合。并联机器人的工作空间分析

方法主要包括立体几何法、有限离散法和现代数

学法。

2. 1 立体几何法

并联机器人工作空间的立体几何求解是一个

非常复杂的问题，它是将封闭结构形式的并联机器

人拆分为若干子单开链，结合特征点之间的尺度约

束条件，将工作空间归结为若干子单开链参考点运

动轨迹的交集。

赵新华 [19]运用几何法研究了一种新型具有三

维移动自由度并联机器人的工作空间，得出了工作

空间边界在三个坐标平面内的投影。张立杰等 [20]

针对球面三自由度并联机器人，利用 3个相同的串

联形式工作空间的交集，除去不满足反解的点，即

可得到其可达工作空间。张立杰等 [21]研究了平面 2
自由度冗余驱动并联机器人，参考点的输出不需要

考虑姿态，其工作空间为 3 个分支工作空间的

交集。

图 6 并联式六维加速度传感器

Fig.6 Parallel type six-axis accelerometer

图 5 并联机器人样机

Fig.5 Prototype of parallel robot
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不难看出，由于少自由度并联机器人的工作空

间变量的维数最多为 3，因此其工作空间可以在 3
维坐标系中进行直观描绘。然而，对于 6自由度并

联机器人而言，其工作空间的求解是一个相当复杂

的过程。考虑到 6自由度并联机器人结构上的复

杂性，其末端执行器参考点的输出包含三维移动和

三维转动，位置和姿态间的强耦合关系使得工作空

间很难在 3维坐标系中完整描绘。鉴于此，有许多

学者提出定姿态工作空间和定位置工作空间，这在

一定程度上简化了求解过程，并且在固定位置或者

固定姿态下的工作空间能够清晰地通过 3维坐标

系描绘。

最具代表性的工作当属 Jo等提出后经 Gosse‑
lin[22]发展的几何法，该方法基于给定动平台姿态和

受杆长极限约束时，假想单开链末杆参考点运动轨

迹为一球面的几何性质，将工作空间边界构造归结

为对 12张球面求交问题，如图 7所示。Merlet[23]在
此基础上通过引入铰链约束和支撑杆干涉做了更

加深入的工作，此外，Merlet还研究了固定动平台

参考点，求解相应极限姿态空间的解析方法。由于

单纯采用理论上的推导对并联机器人工作空间进

行求解有很大难度，于是清华大学刘辛军等 [24]运用

几何法，并以并联机器人的运动学逆解为基础，利

用 AutoCAD平台求得 6‑RTS并联机器人的位置

工作空间，并得出结论：Stewart并联机器人的位置

工作空间是 6个实心或空心球体的交集，该方法能

够简单有效的确定并联机器人的工作空间，然而，

由于没有考虑运动副转角和杆件干涉等约束问题，

导致得到的位置工作空间比实际的要大。

一般情况下，并联机器人的工作空间有不规则

的突起，在这些突起的姿态，机构的运动学多表现

为“病态”的特性，鉴于此，张立杰等 [25]针对 DEL‑
TA并联机器人提出最大内切工作空间的概念，即

所有工作空间截面上的最大内切圆面的集合，这为

并联机器人的尺度综合以及应用奠定了基础，式

(1)为 Z截面上的最大内切圆方程。随着新构型的

层出不穷，工作空间求解模型构建困难，并且求解

过程较复杂，鉴于此，Lu等 [26]提出了一种 CAD变

量几何法，基于该方法构建了输入输出参数之间的

人机交互界面，通过计算多种新型构型和现存构型

的可达工作空间，验证了该方法的有效性，即有

x2 + y 2 = ( L- R+ r )2 (1)
式中：L为DELTA并联机器人定长杆；R为静平台

中 心 到 角 点 的 距 离 ；r 为 动 平 台 中 心 到 角 点 的

距离。

2. 2 有限离散法

在有限离散法研究方面，主要有网格法、Mon‑
te Carlo法和优化法，这些算法的本质是将工作空

间点云离散化，结合并联机器人平台的约束条件来

确定工作空间边界。有限离散法求解思路主要分

为两类：一类是利用运动学正解来求解工作空间边

界，但是并联机器人正解需要求解一组具有强非线

性耦合关系的方程组，因此这种方法过于复杂；另

一类是利用运动学反解来求解工作空间边界，实质

是在一定范围内判断所给的机构参数是否满足约

束条件，这种方法需要固定末端执行器的位姿，因

此，在不同程度上存在着适用性差、计算效率和求

解精度低等缺点。通过查阅大量资料，随机选取

10篇有关有限离散法求解工作空间的文献，其中

运用反解的有 8篇，运用正解的有 2篇，可以发现，

大多数学者都是运用反解计算并联机器人的工作

空间。

Fichter[27]采用固定 6个位姿参数中的 3个姿态

参数和 1个位置参数，而让其他 2个参数变化，研

究了 6自由度并联机器人的工作空间，这种方法只

能找出某一固定姿态时工作空间的截面形状。

Masory等 [28]同时考虑到各关节转角的约束、各杆

长的约束和机构各构件的干涉来确定并联机器人

的工作空间，如式 (2)所示，且采用数值积分的方法

计算工作空间的体积，比较接近实际，工作空间微

分子空间和球铰链模型分别如图 8―9所示。

Lmin i≤ L≤ Lmax i

θpi= arccos
l i ⋅Rn pi

|| l i
≤ θpmax

θbi= arccos
l i ⋅Rn bi

|| l i
≤ θbmax

Di≥ D

Vi=
1
2 ∑j ρ

2
j ΔγΔZ

(2)

式中：li为各连杆向量；θpi为动平台球面副的转角；

θbi为静平台万向副的转角；R为运动副相对于固定

坐标系的姿态；npi为第 i个球面副的基座在动坐标

图 7 单开链拓扑结构

Fig.7 Topology of single open chain
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系中的姿态；nbi为第 i个万向副的基座在定坐标系

中的姿态；D为各杆的直径；Di为两相邻杆中心线

之间的最短距离；ρ为极径；Δγ为增量角；ΔZ为 Z
轴向增量。

高峰等 [29]在Masory的研究基础上，提出一种

球坐标搜索法，对 3‑RPS并联机构进行了工作空

间分析，该方法具有效率高和简易的特点。Bonev
等 [30]提出了一种新的计算 6自由度并联机器人的

定姿态工作空间的离散化方法，此方法是利用位置

反解方程和并联机器人的 3种约束求得，并且将工

作空间体积和给定姿态时工作空间的形状作为性

能评价指标，探究不同设计参数对工作空间的影

响，该方法对求解其他类型的 6自由度并联机器人

工作空间具有指导意义。曹永刚等 [31]针对 6‑RSS
构型Ⅱ，给出了驱动副、球副和连杆干涉等数学形

式的约束条件，基于反解采用边界搜索法得到了各

个定姿态下工作空间的边界曲面，并以工作空间体

积最大为优化目标，对机构参数进行了优化设计。

针对直线驱动型并联机器人工作空间求解复杂、精

度不高和优化目标不合理的问题，吴超宇等 [32]提出

一种极坐标变步长迭代搜索法，并且分析各结构参

数变化对工作空间的形状、尺寸和对称性的影响趋

势，利用综合并联机器人灵巧度和工作空间利用率

的全局混合性能指标建立结构参数优化的数学模

型，得到不同工况下基于并联机器人灵巧度和工作

空间利用率的最优参数，η值越小，表明并联机器

人的全局混合性能越优异，有

ηmin = ω ( 1V ′ ∫V ′κdV ′)+ (1- ω) V
∗

V ′
(3)

式中：ω为权重系数 (0≤ω≤1)；V'为给定设计空

间；κ为 Jacobian矩阵的条件数，用来评价并联机器

人的操作性能；V*为可达工作空间。

2. 3 现代数学法

综合考虑立体几何法和有限离散法的优缺点，

有些学者从其他角度对工作空间的问题进行了探

讨。黄田等 [33]以微分几何和集合论为工具，提出一

种 Stewart并联机器人工作空间解析建模的方法，

该方法应用单参数曲面族包络理论，将工作空间边

界问题归结为对若干变心球面族的包络面求交问

题，并提出了用截平面法求解工作空间边界的高效

算法。陈在礼等 [34]提出一种利用遗传算法求解 6
自由度空间并联机器人机构综合问题的新方法，该

机构的工作空间必须包含预先给定的且具有一定

姿态能力的工作空间，为了描述具有一定姿态能力

的工作空间，给出了一种简单有效的搜索算法，该

算法通过搜索 8组具有极限姿态角的定姿态工作

空间的交集获得，将工作空间由六维搜索简化为

8次三维搜索，效率高、实用性好，与传统的优化

算法相比，它采用群体操作，对搜索空间和目标函

数没有任何特殊要求，具有很好的鲁棒性和全局

优化性，这对并联机器人的设计和分析具有重要

意义。

Alp 等 [35]首 次 运 用 神 经 网 络 算 法 计 算 6 ‑ 3
Stewart 并联机构的姿态工作空间，并在Matlab中
给出姿态工作空间的柱面坐标表示。为了降低神

经网络算法的错误率、缩短网络训练的持续时间以

及得到更精确的工作空间，Kuzeci等 [36]在 Alp的基

础上提出一种神经网络与遗传算法相结合的方法，

并与试错法计算结果进行对比，该方法不仅提高了

计算精度，而且减少了时间消耗。

考虑到区间分析方法在功能评估方面的可靠

性，Farzaneh等 [37]通过引入区间分析方法计算得到

了 3‑RPR平面并联机器人和 6自由度 Stewart并联

机器人的无碰撞工作空间，由于区间分析方法的局

限性，导致在计算高次复杂方程时需要消耗大量的

时间，这可能是区间分析方法在研究无碰撞工作空

间中的首次应用，并且为推广到更复杂的并联机器

人开辟了一条新途径，图 10给出了两种类型的碰

撞区间，式(4)为点到直线距离的区间表示。

图 8 工作空间微分子空间

Fig.8 Differential subspace of workspace

图 9 球铰链模型

Fig.9 Spherical joint model
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d=
( )xP + myP- mc

m 2 + 1 - xP
2

+

( )m
xP+ myP- mc

m
+ c- yP

2

m=
yA-[-yB,

-yB ]
xA-[-xB,

-xB ]
c= yA- mxA
L:y= mx+ c

(4)

式中：d为点 P到直线 L的距离；m为直线斜率；c为

常量；xP和 yP分别为点 P的横坐标和纵坐标；xA和

yA分别为点A的横坐标和纵坐标；[
-
xB,
-xB]为点 B横

坐标的区间，其中，
-
xB和

-xB分别为点 B横坐标的下

界和上界；[
-
yB,
-yB]为点 B纵坐标的区间，其中，

-
yB和

-yB分别为点 B纵坐标的下界和上界。

3 并联机器人奇异位形研究现状

奇异位形是所有机构都会发生的一种不可回

避的现象。从 20世纪 70年代开始，国内外许多学

者就开展了对串联机器人奇异位形的研究。并联

机器人奇异位形的研究工作最早是从 20世纪 80
年代开始，具有代表性的学者有 Hunt、Fichter、黄
真、曲义远和Merlet。90年代之后，许多学者都对

机构的奇异位形产生了兴趣，从而推进了整个奇异

位形的研究。

奇异位形是当机构运动进入某种临界状态时所

具有的特定位形，是并联机器人的一项重要运动学

特性。在这种临界状态下，机构的实际自由度数不

再与其理论自由度数相等，即存在两种情况：一是机

构丧失了应有的自由度导致刚化；二是机构获得了

额外的自由度而失去控制。奇异位形的研究方法主

要包括代数法、几何法、运动学法和现代数学法。

3. 1 代数法

代数法是研究奇异最基本的方法，由于计算过

程需要推导出机构的 Jacobian矩阵，该方法又称为

Jacobian矩阵法，式 (5)为机构的力 Jacobian矩阵。

从 Jacobian矩阵推导方法来看，主要有 3种：运动学

方程求导法、静力递推法和速度递推法。Hunt[38]首
先对 Stewart并联机构的奇异位形进行了研究，得

到了 6‑3 Stewart并联机构的 6条线矢相交于同一

条直线时的一种奇异位形。Fichter[27]利用 Jacobian
矩阵求解，找到了 6‑3 Stewart并联机构的上平台

绕垂直轴转±90°的奇异位形，这种机构的上平台

是三角形，下平台是六边形。针对上下平台都是半

规则的正六边形 Stewart并联机构，黄真和曲义

远 [39]研究发现，当上平台转 90°时机构也奇异，并且

还导出当上下平台相似且对应点相连时，机构的奇

异与位置无关的结论，这是国际上首次给出的 6‑6
Stewart并联机构的一种一般线性丛奇异。 1990
年，加拿大著名机构学家 Gosselin与 Angeles[40]对
奇异位形的研究作出了突出贡献，他们根据速度

Jacobian矩阵，如式 (6)所示，将奇异位形划分成了 3
种类型：当 det(B)=0时，为边界奇异；当 det(A)=0
时，为位形奇异；当 det(B)=0且 det(A)=0时，为结

构奇异，这类方法奠定了以代数法研究并联机器人

奇异位形的基础。

[ J] T =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú
ú

B 1 - C 1
|| B 1 - C 1

B 2 - C 2
|| B 2 - C 2

B 3 - C 3
|| B 3 - C 3

B 4 - C 4
|| B 4 - C 4

B 5 - C 5
|| B 5 - C 5

B 6 - C 6
|| B 6 - C 6

C 1× B 1

|| B 1 - C 1

C 2× B 2

|| B 2 - C 2

C 3× B 3

|| B 3 - C 3

C 4× B 4

|| B 4 - C 4

C 5× B 5

|| B 5 - C 5

C 6× B 6

|| B 6 - C 6

(5)

式中：Bi（i=1，2，…，6）为动平台铰链中心点在静

坐标系中的位置矢量；Ci为静平台铰链中心点在静

坐标系中的位置矢量，即

A x
•
+ B θ

•
= 0 (6)

式中：x为动平台输出坐标向量；θ为铰链的输入角

向量。

20世纪 90年代之前，诸多学者只是发现了若

干类型的奇异，但奇异位形之间是孤立的。奇异的

发生到底是孤立的还是连续的呢？从 90年代中期

开始，有人从较简单的机构开始研究，发现机构的

奇异位形不只是一些孤立的点，找到了一系列连续

变化的奇异位形，称之为奇异轨迹 [41]。奇异轨迹是

一个含有位姿参数的方程，可以通过计算机构 Ja‑
cobian矩阵的行列式为零求出，该方程即为奇异轨

迹方程，如式（7）所示。

f1Z 3 + f2XZ 2 + f3YZ 2 + f4X 2Z+ f5Y 2Z+
f6XYZ+ f7Z 2 + f8X 2 + f9Y 2 + f10XY +
f11XZ+ f12YZ+ f13Z+ f14X + f15Y + f16 = 0

(7)

式中：X，Y，Z表示动平台的位置；fj（j=1，2，…，16）
表示机构的结构参数与末端执行器姿态变量之间

图 10 两种区间直线

Fig.10 Two interval lines
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的函数关系。

不难看出，这是一个不可分解的三次多项式，

并且位置与姿态之间的强耦合关系使得奇异轨迹

的描绘非常复杂。式(7)可以进一步表示为

f(α,β)=0 (8)
式中：α=[X,Y,Z]表示机构末端执行器参考点的

位置；β=[ψ,θ,φ]表示机构末端执行器的姿态。

大多数学者都是根据奇异轨迹描述方式的不

同，将机构的奇异轨迹分为位置奇异轨迹和姿态奇

异轨迹。固定末端执行器的姿态 β，以位置 α为变

量时，方程 (8)则表示了末端执行器保持在某指定

姿态时机构所有可能的位置奇异位形，即位置奇异

轨迹；相反则表示姿态奇异轨迹。

St‑Onge和 Gosselin[42]通过构建 Jacobian矩阵，

推导出一般 6‑6 Stewart机构处于给定姿态参数时

的位置轨迹方程表达式，其中包括 Hunt与 Fichter
所提出的奇异位形。Huang等 [43‑44]以 ZYZ‑欧拉角

为姿态参数，在三维空间中描述了 6‑3 SPS和 6‑6
SPS Stewart并联机构的位置奇异轨迹曲面，并研

究了位置奇异轨迹位于 θ截面上的几何性质，得出

当 θ=0，Z=0时，动平台有 3个多余自由度，分别

为两个转动和一个移动自由度。Li等 [45]以 ZYZ‑欧
拉角为姿态参数，研究了 Stewart机构的位置奇异

轨迹，并分析了特征平面上位置奇异轨迹的几何特

性和运动学特性。然而，单纯的研究位置奇异轨迹

并不能够很全面地描绘出机构的奇异位形，许多学

者对机构的姿态奇异轨迹也进行了深入的研究。

Pernkopf等 [46]以单位四元数描述动平台的姿

态，对给定位置时的 Stewart机构的姿态奇异轨迹

进行了研究，并结合 Sturm原理和二分法，在没有

考虑铰链转角约束和杆件干涉的情况下给出了寻

找非奇异姿态空间的离散搜索算法，指出了对于机

构的每个位置，必定存在非奇异的姿态原点，在非

奇异的姿态原点附近也必定存在一个有一定大小

的非奇异姿态空间，该空间是一个以距离姿态奇异

轨迹表面最近长度作为半径的球体，球的体积作为

衡量机构处于给定位置时的姿态能力。曹毅等 [47]

推导了 6 ‑6型 Stewart机构处于固定位置时机构的

姿态奇异轨迹的解析表达式，利用 Stewart机构的

位置反解并综合考虑所有的结构约束条件，首次提

出了一种计算 6‑6型 Stewart机构的非奇异姿态工

作空间的离散算法，并通过计算机仿真给出了 6‑6
型 Stewart机构的非奇异姿态工作空间的三维可视

化描绘，为该机构的设计和使用提供了重要的理论

依据。Li等 [48]基于 ZYX‑欧拉角为姿态参数，得到

了 Stewart并联机构六维奇异轨迹的解析表达式，

并研究了机构的位置奇异轨迹和姿态奇异轨迹。

在此基础上，Li等 [49‑50]将奇异轨迹图像化，探究了

机构的最大无奇异工作空间，最大无奇异工作空间

是机构设计中不可忽视的问题。Ma等 [51]利用Gos‑
selin的方法得到了相同的结论，并用实体样机进行

了验证，该方法对于并联机构的设计与无奇异路径

规划具有重要意义。Cao等 [52‑53]以 ZYZ‑欧拉角为

姿态参数，研究了 Stewart机构的姿态奇异轨迹，运

用半角公式，该轨迹可以表示成一个 13次的多项

式，结合逆运动学，提出了一种考虑主被动关节转

角限制和杆件干涉的姿态工作空间求解的离散化

方法；在此基础上，提出了姿态能力性能评价指标，

并构建了一种计算该姿态能力的离散化算法，进一

步分析了设计参数和位置参数对姿态能力的影响，

基于姿态能力性能指标，引入考虑奇异性、铰链转

角限制和杆件干涉的实际姿态能力性能评价指标，

其局限性在于两种评价指标都是位于中间姿态 (ψ
= θ=φ=0°)且在给定位置的工作空间中进行计

算，没有考虑整个位置工作空间的姿态能力，即全

局姿态能力，并且计算过程需要消耗大量时间。

位置奇异轨迹和姿态奇异轨迹的研究是机构

无奇异路径规划必不可少的一部分。 Innocent
等 [54]最先针对平面三自由度 3 RPR并联机构，研究

了不同正解位形之间的无奇异路径规划问题，指出

对于 1组杆长对应 6个正解位形，在其中的两个正

解之间可以实现从一个正解到另一个正解的无奇

异转换。该发现仅仅是表明两个正解之间存在着

这样的非奇异路径，至于这两个正解之间是否还存

在着多条类似的路径、如何寻找这样的路径以及其

余正解之间是否也存在着这样的路径等问题，论文

并没有涉及。鉴于此，白志富等 [55]验证了 Innocent
的发现，指出在这两个正解构型之间还存在多条类

似的路径，并且这些路径形成了近似螺旋状的管道

空间，还发现了另外两个正解之间也存在着这样的

无奇异路径，其判定准则为：如果机构的两个正解

位形对应的 Jacobian矩阵行列式的值异号，则一定

不存在无奇异连接路径；如果两值同号，则不能判

断是否存在这样的路径。

无论是位置奇异轨迹，还是姿态奇异轨迹，由于

6自由度并联机构输入输出表达式中包含 3个位置变

量和 3个姿态变量，得出的奇异轨迹为超越方程非常

复杂。为了简化奇异表达式，有学者[56‑57]利用四元数

表示姿态，并研究了机构的奇异姿态，这将复杂的超

越方程转化为多项式方程，大大降低了计算难度；

Doyon等[58]通过对建立机构的 Jacobian矩阵进行初

等变换操作，得到 Stewart并联机构的位置奇异轨迹

的简化矢量表达式，一定程度上降低了计算的复杂

性，该矢量可以描述为是机构奇异曲面上相应奇异
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点处的法向量，矢量表达式还可以与区间分析相结

合用来确定无奇异工作空间，这为更直观地分析和

设计Stewart并联机构开辟了一条道路。

3. 2 几何法

几何法是另一种研究奇异的方法。相比于代数

法的复杂性，几何法无需繁琐的运算，能直接发现机

构的奇异位形，但这种方法无法找出所有的奇异位

形。1989年，Merlet[59]首次提出将 Grassmann线几

何原理应用于并联机构奇异位形的研究，发现了许

多新的奇异位形，取得了较好的研究进展，其原理是

当代表运动副轴线的直线成为相关时，机构就奇异。

根据线性束簇秩的不同，可将其分为 3c，4d，4b，5a，
5b几类，如图 11所示，这其中也包含了Hunt与Fich‑
ter发现的奇异位形。Wolf等[60]利用几何法求解了一

种三自由度并联机构的奇异位形。方斌等[61]运用线

几何法研究了同构支链H4并联机构的奇异性，给出

了机构发生支链奇异、平台奇异和驱动奇异的判别

条件，并且分析了机构在奇异位形的运动性质。

Pendar等 [62]利用约束平面法研究了并联机构的奇

异位形，并将所得结果与 Grassmann线几何法相

比，约束平面法的效率较高，但是与 Grassmann几
何法一样，它无法找出所有的奇异位形。

图 11 Merlet型奇异位形

Fig.11 Merlet‑type singularity

3. 3 运动学法

从运动学上看，并联机构产生奇异时，虽然所

有的输入副都被锁住，但机构仍存在未被约束掉的

自由度。基于这个奇异的运动学条件，1999年，

Huang等 [63‑64]首先提出了奇异产生的运动学条件，

但那仅是必要条件，还不是充分必要条件。2001
年，Kong等 [65]从另一角度导出了运动学奇异产生

的充分必要条件。2003年，Huang等 [66]继续原来的

思路，通过引入线性丛的概念，将 Stewart并联机构

的奇异分为一般线性丛奇异和两类特殊的线性丛

奇异，导出了 Stewart并联机构产生一般线性丛奇

异的运动学原理和充分必要条件，其原理为：刚体

上非共线的 3个点的 3个速度能决定物体的运动状

态的充分必要条件是，对应该 3点的 3个速度的法

平面的交点落在由 3个点所决定的平面上，该方法

深刻揭示了机构奇异的物理含义，如图 12所示。

Li等 [67]基于运动学原理研究了 6‑3 Stewart并
联机构的奇异等效机构的奇异位形，证明了该方法

的正确性，这将 6‑3 Stewart并联机构复杂的奇异

分析转化成简单平面机构的位置分析，降低了奇异

分析的复杂程度。Cao等 [68]运用运动学法研究了

6 ‑3 Stewart并联机构的奇异性，基于刚体间的运
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动学关系，验证了运动学法的可靠性和正确性，并

且分析了特殊姿态下位置奇异轨迹的特性，得出其

轨迹为 1个平面或 1个双曲抛物面，甚至是 3个相

交平面。

3. 4 现代数学法

现代数学法蕴含复杂的数学基础难以理解，因

此很少使用。Collins[69]使用 Clifford代数法研究了

Stewart并联机构的奇异位形，得出了无奇异工作

空间，该方法就是现在所说的几何代数。Bonev
等 [70]提出了三自由度平面并联机构的所有构型，在

此基础上运用螺旋理论研究了机构的奇异性，得到

了机构两种形式的奇异轨迹，这为三自由度并联机

构的设计和应用奠定基础。Zhao等 [71]运用螺旋理

论研究了空间混联机构的奇异性，考虑机构运动学

和几何学特征，将混合支链的运动螺旋等效替换为

纯串联结构，降低了复杂性，这也适用于其他空间

混联机构的奇异性分析。沈辉等 [72]利用拓扑学和

微分几何的概念，提出了针对一般并联机构的奇异

位形分类和判定方法，该方法基于位形空间拓扑几

何性质，深刻揭示了机构奇异时的几何特性和瞬时

运动学特性，具有明显的几何和物理意义，并且在

奇异位形的判断上，采用了 1次外微分式，所得结

论与机构参考坐标系的选取无关，体现了奇异位形

与参考坐标系无关的机构特性。

螺旋理论法通常与几何法一起使用，具有直观

的特点，但是该方法在很大程度上基于观察，很难

找出并联机构的全部奇异位形，但是对于一些少自

由度并联机构，利用观察法还是能够找全其奇异位

形的。除此以外，还有学者运用Grassmann‑Cayley
代数法 [73‑75]、矩阵分析方法 [76]以及黎曼几何和微分

流形相结合的方法 [77]。考虑到 Jacobian矩阵的复

杂性，马嘉熠 [78]运用几何代数分析了 6 ‑3和 6 ‑6
Stewart并联机构的位置奇异和姿态奇异，并且提

出了“对称奇异位形”的概念，该方法避免了 Jacobi‑
an矩阵的出现，简化了计算，式 (9)为各分支所在的

线矢量线性相关时的几何代数表示，图 13为向量

外积的几何表示。

S 1 ∧ S 2 ∧ S 3 ∧ S 4 ∧ S 5 ∧ S 6 = 0 (9)
式中：Si为分支 i所在的线矢量在几何代数框架下

的表示。

4 工作空间和奇异位形求解方法特

性对比

在工作空间分析方面，立体几何法具有较高的

精度和较好的通用性，但是操作复杂，不利于程式

化分析计算；有限离散法便于程式化，并且通用性

较好，但是随着求解精度的提高，需要计算的离散

点也增多，这就导致计算过程需要消耗大量的时

间；现代数学法是将现代数学理论方法运用于并联

机构工作空间的求解，这只是一项探索性的研究工

作，在一定程度上优化了求解性能，但由于蕴含复

杂的数学理论基础，这类方法并没有得到广泛应

用。表 1列出了工作空间求解方法的特性对比。

对于机构工作空间的求解，目前应用较广泛的方法

是有限离散法，该方法的研究思路主要分为两类：

一类是运用正解；另一类是运用反解。对于大多数

并联机构而言，其正解表达式都是一组具有强耦合

的非线性方程组，输入输出之间的求解较复杂，因

此大多数学者更青睐于运用反解计算工作空间。

首先给定末端执行器的位姿，计算出机构输入变

量，然后将输入变量与机构结构参数进行对比，最

后得到满足条件的离散点。不难看出，这一过程需

要固定末端执行器的位置和姿态，因此存在适用性

差和求解过程较复杂等缺点，从另一方面也可以看

出并联机构具有解析正解的重要性。

在奇异位形研究方面，代数法的计算过程较复

图 12 奇异的运动学原理

Fig.12 The kinematics principle of singularity 图 13 外积图示

Fig.13 Outer product diagram

表 1 工作空间求解方法特性对比

Table 1 Characteristic comparison of workspace solu⁃

tion methods

特性

精度

效率

稳定性

程式化

通用性

复杂程度

立体几何法

高

中

优

复杂

较优

复杂

有限离散法

低

低

优

简单

优

简单

现代数学法

中

低

较优

较复杂

优

较复杂
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杂并且无法体现奇异的物理本质和发生奇异的普

遍性条件，但其适用性好，能够掌握机构奇异轨迹

在工作空间内的分布情况；几何法的操作过程较简

单，并且适用性好，能够直观地找出机构的奇异位

形，但是该方法只能确定离散的奇异位形，不能得

出整个奇异轨迹，而并联机器人的奇异位形通常是

多维的连续曲线或连续曲面，因此该方法并不适用

于整个奇异轨迹的确定，该方法对于奇异点的判断

以及与其他方法进行对比是一个不错的选择；运动

学法深刻揭示了机构产生奇异的物理意义；现代数

学法所包含的数学理论方法很多，从目前所运用的

研究方法来看，该方法体现了代数法与几何法相融

合的特性，并且基于拓扑学的引入，也揭示出机构

的奇异位形与参考坐标系无关的特性 [79]，然而，对

于多自由度的并联机构，该方法很难找出机构在工

作空间内的全部奇异位形，而且诸如 Grassmann‑
Cayley代数、Clifford代数和现代微分几何等方法

蕴含复杂的数学基础，较难理解。表 2列出了奇异

位形求解方法的特性对比。对于机构奇异位形的

求解，目前应用较普遍的方法是代数法，通过建立

机构输入输出构件之间的运动关系，得出机构的

Jacobian矩阵，机构的奇异位形可以根据 Jacobian
矩阵行列式的值是否为零进行判断，可以看出，代

数法的核心是要推导出机构的 Jacobian矩阵，而建

立 Jacobian矩阵较普遍的方法是运动学方程求导

法，运动学方程的构建是并联机构研究中的基础性

工作，并且得到的奇异轨迹能够通过固定变量法在

软件中进行图形化描绘，因此代数法得到了众多学

者的青睐。

5 结 论

随着并联机器人应用领域的不断壮大，对其运

动性能提出了更高的要求，而并联机器人的运动学

是影响其运动性能优劣的主要因素，其中包括工作

空间和奇异位形的研究。纵观并联机器人工作空

间和奇异位形的研究现状，到目前为止还没有一种

普遍、通用的计算方法，这仍是一项处于探索阶段

的研究课题。通过深入剖析已有的研究成果，不难

发现，从结构综合和理论创新两个方面进行突破能

够为并联机器人的发展提供强劲动力。

由于并联机构运动副、运动链以及构成形式的

多样性，新构型的并联机器人层出不穷，因而其工

作空间和奇异位形就更难求解，因此有必要探究并

联机构构型与工作空间和奇异位形求解之间的关

联程度，并联机构正解求解的难易程度可以通过耦

合度指标衡量 [80]，工作空间和奇异位形的求解难易

程度以及不同构型之间最优求解方法的选择是否

也可以通过定量的指标衡量，这就有必要针对并联

机构工作空间和奇异位形的求解难易程度给出定

性的评价指标，结合这些评价指标综合出所需要的

构型。随着新兴产业的兴起，用于工业装备、运动

娱乐类装置等的一些新型装备，都需要用较少的输

入来产生多向的空间运动，以达到结构简单、制造

方便以及节能减排的目的，而少输入多输出机构恰

好迎合这些要求，如振动筛、混合机等，因此综合出

更多的少输入、多输出机构是一个不错的发展方

向 [81]。考虑到串、并联机器人在性能上的互补性，

串并混联式结构是未来的发展方向，可能会出现融

合两者优点于一体甚至更好的效果，实现单个机构

无法实现的功能；并且可以在不影响机构输出功能

的基础上增加若干相同驱动支链，通过冗余驱动减

少机构产生的奇异位形，也可以通过改变驱动模

式，使奇异的类别及状态发生改变，实现无奇异工

作空间的最大化。

并联机器人工作空间和奇异位形的研究都存

在尚未攻克的难题，这很大程度上与理论研究不成

熟有关，因此工作空间和奇异位形研究的突破口在

于理论创新。通过深入剖析已有的研究成果，不难

发现，并联机器人工作空间和奇异位形的研究瓶颈

在于两个方面：一是求解的精度与效率之间的矛

盾；二是参数化表示与图形化描绘之间的矛盾。精

度与效率决定了并联机器人的操作性能，参数化表

示与图形化描绘决定了能否直观反映并联机器人

的工作空间和奇异位形。人们往往通过降低求解

精度来获得较高的效率，或者降低效率来获得较高

的精度，正是它们之间的矛盾关系制约了并联机器

人工作空间和奇异位形的研究进程。缓解、甚至彻

底解决蕴藏在并联机器人工作空间和奇异位形背

后的两大矛盾是学者们梦寐以求的奋斗目标和基

本出发点。从研究并联机器人工作空间和奇异位

形的目的来看，最终是为了实现无奇异的工作空间

和无奇异的路径规划，进而能够为并联机器人的广

泛应用奠定基础。然而，由于存在尚未攻克的难题

以及新构型的层出不穷，目前尚未形成一套完整成

表 2 奇异位形求解方法特性对比

Table 2 Characteristic comparison of singularity solu⁃

tion methods

特性

效率

复杂性

全局性

直观性

适用性

物理含义

代数法

差

复杂

优

差

优

模糊

几何法

优

简单

差

优

较优

模糊

运动学法

较优

较复杂

较优

优

较优

清晰

现代数学法

较优

较复杂

较优

较优

优

模糊
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熟的理论体系，因而可以从以下两个着眼点进行探

讨：一是从构型着眼，深入研究各种构型之间不同

方法的适应度，从而找到最优的求解方法；二是从

理论着眼，单纯依靠某种算法可能很难满足并联机

器人较高的运动性能要求，综合考虑各种算法的优

缺点，多种算法的集成将会是一种可选策略 [36,82]。

一般情况下，并联机器人在奇异位形附近工作时，

机构的输入与输出运动之间的传递关系会严重失

真，其失真程度可用可操作度评价指标来衡量，因

此，不但应该避免奇异位形，而且要在远离奇异位

形的区域工作。评价机构工作空间和奇异位形的

指标有很多，如工作空间的体积、转动能力、灵巧度

和最大无奇异内切球等，不难看出，这些指标都是

在固定位置或者固定姿态的情况下所确定，因此，

如何整体描绘出机构工作空间和奇异位形的超曲

面轨迹，进而分析各种奇异位形对工作空间的影响

程度，最终描绘出在任务空间内的奇异轨迹影响机

构的可控程度，在此基础上得出普遍、统一的评价

指标，这是一个值得深入研究的问题。

纵观并联机器人的发展现状，目前正处于瓶颈

期，制约和阻碍并联机器人发展的根本原因是结构

综合和理论研究上的不成熟。除此以外，并联机器

人是一项多学科融合的庞大而极富挑战性的课题，

因此，它的发展还依赖于其他相关学科和技术的进

步与支持。中国制造 2025是中国的发展目标，中

国要从制造大国发展成为制造强国，这就给并联机

器人的发展带来了空前的机遇，同时也对技术研究

提出了不小的挑战，其关键在于创新，特别是制造

领域的高端装备，而机构的创新发挥着不可替代的

作用，因此要坚持结构综合和理论研究上的不断开

拓创新，争取让中国的并联机器人技术赶上甚至超

越国际先进水平。随着并联机器人技术的不断发

展，相信在未来 10年，甚至更长时间，其应用领域

将更为广阔，为中国的现代化建设扮演越来越重要

的角色。
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