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摘要：采用原对偶内点法求解线性规划问题，对初始点要求严格。根据初始可行内点的准则，定义了相应的达成

度函数，并由达成度函数定义了适应值函数，从而提出了基于演化计算的线性规划原对偶内点法中的初始点选

取算法。该算法基于和声搜索演化算法实现，经数值实验测试，结果表明，对所选取测试的典型线性规划问题，

算法都能求得大部分问题的初始可行内点。
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Initial Point Selection in Primal‑Dual Interior Point Method for Linear

Programming Based on Evolutionary Algorithm
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Abstract: The primal-dual interior point method requires strict initial feasible points in solving linear
programming problems. The degree function is given based on the criterion of the initial feasible point in the
primal-dual interior point method，and the fitness function in the evolutionary algorithm is designated by the
degree function. The initial feasible point selection of the primal-dual interior point method for linear
programming based on the evolutionary computation is proposed. It is taken by the harmony search.
Numerical experiments show that the algorithm can find an initial feasible point of most given problems，thus
validating the effectiveness of the algorithm.
Key words: linear programming；primal-dual interior point method； initial point selection； evolutionary
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线性规划 (Linear programming, LP)是一类重

要的数学规划问题，它应用广泛、发展较快、方法较

成熟，已成为辅助人们进行科学管理的一种数学方

法。到目前为止，求解线性规划的常见方法有：单

纯形法及对偶单纯形法 [1‑3]，可行内点法及不可行

内点算法 [4‑8]。近年来，Bai等 [9‑10]对核函数内点法进

行了深入的研究，并取得了系列研究成果；Ye
等 [11‑12]把内点算法应用于物流选址及路径优化、库

存管理、投资组合优化等问题，并获得了巨大的商

业价值。近年来，采用高阶牛顿法求解线性规划也
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成为一个热点 [13‑14]。

单纯形算法的特点是从一个基可行解旋转到

另一个基可行解，从几何上而言就是从可行域的一

个顶点迭代到另一个顶点，直至到达最优顶点为

止。单纯形方法简单、实用，针对小规模的线性规

划求解非常有效。1972年，Klee和Minty举例说明

了单纯形算法的时间复杂性是指数型，因此线性规

划问题是否存在多项式型有效算法便成了计算机

科学家和数学家迫切需要研究的问题。前苏联数

学家 Khachian在 1979年给出了一个求解线性规划

的椭球算法，计算复杂性为 O(n6L2)；印度数学家

Karmarkar在 1984年给出了线性规划的一个新的

多项式算法，其计算复杂性为 O(n3.5L2)，Monteiro
和 Adler在 1989年给出了求解线性规划一个原对

偶内点算法，计算复杂性为O(n3.5L)，其迭代次数为

O(n0.5L)。这些多项式算法的特点是从可行域内部

一个适当的点出发，通过有限次迭代到达最优解，

这便是内点算法的思想。

内点算法对初始点的要求比较严格，既要满足

原可行性和对偶可行性、又要求在中心路径邻域

内。文献 [5]中给出了寻找初始可行内点的方法：

构造一个比原问题更为复杂的辅助线性规划 (增加

了若干复杂参数)，通过求解辅助线性规划而得到

原问题的初始内点 (事实上，求解辅助线性规划的

难度比求解原问题还复杂)。文献 [15]中初步给出

了原对偶内点法的两个较为简单的线性规划算例，

并通过改变参数研究了其收敛过程，但该方法不具

有普适性，且对变量较多的线性规划难以找到初始

可行内点。

本文依据文献 [5]中的初始可行内点的约束准

则，设计了演化计算中种群个体的分量；定义了 4
个准则的达成度函数；建立了演化计算的适应值函

数；给出了基于演化计算选取初始可行内点的算法

描述，并采用和声搜索算法来进行实现。通过求解

9个线性线性规划问题（包含 6个唯一解、2个多个

解、1个无解的算例），结果表明，针对存在解的 8个
线性规划问题，其中 7个都找到了初始可行内点。

1 内点算法中初始点选取准则

考虑线性规划及对偶问题

( LP ) {min cT x
s.t. Ax= b x≥ 0

( DP ) {max bT y

s.t. AT y+ z= c z≥ 0
（1）

式中：c∈R n,x∈R n,A∈Rm× n,b∈Rm,z∈R n,y∈Rm,
m≤ n,rank ( A )=m。

采用文献 [5,15]中的原对偶内点法求解线性

规划时，对初始点的要求较为严格。

要求初始点 w( )0 = ( θ,δ,x ( 0 ),y ( 0 ),z ( 0 ) )及参数 θ

与 δ满足以下准则：

准准则则0 0< θ< 0.5；0< δ< n；
θ 2 + δ2

2 ( )1- θ
≤

θ ( )1- δ
n

；(对参数的要求)

准则准则1 Ax ( 0 ) = b,x ( 0 ) > 0；(原可行性)
准准则则2 AT y ( 0 ) + z ( 0 ) = c,z ( 0 ) > 0; ( 对 偶 可

行性)
准则准则3  f (w ( 0 ) )- μ0e ≤ θμ0；(在中心路径

邻域内)
其中：f (w ( 0 ) )= XZe,X = diag ( x 1,x2,⋯,xn ),

Z = diag ( z1,z2,⋯,zn )， e=(1,1,⋯,1 )T, μ0 =
( x ( 0 ) )T z ( 0 )

n
， 表示 2范数。

直接寻找满足上述准则的初始点较为困难，下

面采用进化算法，建立适应值函数，利用和声搜索

算法 (Harmony search, HS)优化适应值函数，从而

获得满足条件的初始点。

2 基于演化计算的初始点选取算法

对初始点的选取，若采用Monte Carlo随机产

生的方式，是很难得到符合满足上述准则的初始

点。演化计算 (Evolutionary computation, EC)是一

类受自然进化和演变启示而提出的各种计算方

法。常见的演化计算有遗传算法 (Genetic algo‑
rithm, GA)、粒子群优化算法 (Particle swarm opti‑
mization, PSO)、蚁 群 算 法（Ant colony optimiza‑
tion, ACO)、差分进化算法 (Differential evolution,
DE)及和声搜索算法等，更多的演化计算详见文献

[16]。演化计算能在可接受的时间内获得问题的

近似最优解，且具有鲁棒性强等优势，已被广泛应

用于旅行商问题、背包问题、生产调度等优化问题，

通过种群内个体之间的学习逼近问题的最优解。

2. 1 演化计算中种群个体的设计

采用演化计算选取初始点，首先考虑演化计算

种群中个体的构成分量。一种方案可以将初始点

w( )0 = ( θ,δ,x ( 0 ),y ( 0 ),z ( 0 ) )直接作为种群个体，但它

们受到线性规划中矩阵 A和向量 b、c的有关等式

约束（即满足原可行性及对偶可行性）。对种群中

个体分量的选择，做如下分析。

对 非 齐 次 方 程 组 Ax= b,A∈ Rm× n,b∈ Rm,
m≤ n,rank ( A )=m,r= n- m中，设 η0 为其一个
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特解，ξ1,ξ2,⋯,ξ r为其导出组 Ax= 0的基础解系，

则其通解为 x= η0 + k1ξ1 + k2ξ2 +⋯+ krξ r，其中

k1,k2,⋯,kr 为任意常数。当 k1,k2,⋯,kr 取适当值

时，x= η0 + k1ξ1 + k2ξ2 +⋯+ krξ r> 0，从 而 满

足准则 1。
利用方程 AT y+ z= c构造 BY = c，这里 B=

[ AT,In× n ],Y =
é
ë
ê
ù
û
ú
y

z
。对 BY = c，设 γ 0为其一个特

解，γ 1,γ 2,⋯,γ s 为其导出组 BY = 0的基础解系，

则其通解为Y = γ 0 + l1γ1 + l2γ2 +⋯+ lsγ s，其中

s=(m+ n )- rank (B)，l1,l2,⋯,ls 为任意常数，则

Y的前 m个分量就是 y，而 Y剩余的 n个分量就是

z；同理，当 l1,l2,⋯,ls取适当的值时，就可使得 z>
0，及满足准则 2。

定 义 种 群 优 化 算 法 中 个 体 构 成 分 量 为

( θ,δ,k1,k2,⋯,kr,l1,l2,⋯,ls )。 其 中 0< θ<
0.5,0< δ< n，ki ∈ R,i= 1,2,⋯,r，lj ∈ R, j=
1,2,⋯,s，且个体分量维数为 dim=2+r+s。
2. 2 适应值函数的定义

在演化算法求解问题的过程中，演化算法依据

个体适应值来挑选父代，采用不同的算子来产生新

的种群子代，一般子代的适应值优于父代的适应

值，在不断的迭代演化过程中，最终得到符合要求

的个体子代，求得问题的解。可见，演化计算求解

问题，关键问题之一就是将问题转换为一个最优化

问题——设计合适的种群个体适应值函数。

为了构造演化计算的适应值函数，对上述 4个
准则，定义如下几个达成度函数

f0 (w ( 0 ) )=
ì

í

î

ïï
ïï

1 θ 2 + δ2

2 ( )1- θ
≤ θ ( )1- δ

n

0 其他

(2)

f1 (w ( 0 ) )= ∑
i= 1

n

σ ( xi ) σ ( xi )= {1 xi> 0
0 其他

(3)

f2 (w ( 0 ) )= ∑
i= 1

n

χ ( zi ) χ ( zi )= {1 zi> 0
0 其他

(4)

f3 (w ( 0 ) )= {1  f (w ( 0 ) )- μ0e ≤ θμ0

0 其他
(5)

如果上述条件都满足，则 f0 (w ( 0 ) )+ f1 (w ( 0 ) )+
f2 (w ( 0 ) )+ f3 (w ( 0 ) )= 1+ n+ n+ 1，于是构造差项

( 1+ n+ n+ 1 )-[ f0 (w ( 0 ) )+ f1 (w ( 0 ) )+ f2 (w ( 0 ) )+
f3 (w ( 0 ) ) ]，使其最小。

有了上面的分析，定义演化计算的适应值函

数为

min F (w ( 0 ) )≜ (1+ n+ n+ 1) -[ f0 (w ( 0 ) )+

f1 (w ( 0 ) )+ f2 (w ( 0 ) )+ f3 (w ( 0 ) ) ]
当且仅当 F (w ( 0 ) )= 0时，则找到可行内点。

2. 3 演化计算寻找初始点算法描述

通过演化计算求解对偶内点法的初始点选取

问题的算法流程描述如下。

算法 1 演化计算寻找可行初始内点算法

Step 1 问题数据A, b, c, m, n初始化。

Step 2 种群演化计算参数初始化，如种群大

小 popsize等。

Step 3 初始化种群。

Step 4 求种群中每个个体的适应值。

Step 5 选取种群中最优适应值 bestfit和对应

个体 bestx。
Step 6 如果 bestfit≤0(满足约束要求)或超过

最大迭代次数，则迭代结束；转 Step 12。
Step 7 依据种群优化算法，生成新个体。

Step 8 计算新个体的适应值。

Step 9 淘汰适应度差的个体。

Step 10 选取种群中最优适应值 bestfit和对

应个体 bestx。
Step 11 返回 Step 6。
Step 12 如果 bestfit≤0，则根据 bestx构造可

行初始点w( )0 = ( θ,δ,x ( 0 ),y ( 0 ),z ( 0 ) )。

3 和声搜索算法求解

和声搜索算法是 2001 年韩国学者 Geem 等

人提出的一种新颖的智能优化算法，具有通用、

简单、易于实现、群体协同搜索等优点 [17‑20]，故本

文选取了和声搜索作为演化计算的实现实例，来

实现算法 1，具体步骤描述如下所示。

算法 2 和声搜索求解初始点选取算法

Step 1 问题数据 Am×n,b,c初始化，问题维数

dim。

Step 2 参数初始化 :①和声记忆库的大小

HMS；②和 声 记 忆 库 取 值 概 率 HMCR；③音 调

微调概率 PAR；④音调微调带宽 bw；⑤最大创作

次数 Tmax。
Step 3 随机初始化和声记忆库HMHMS× dim。

Step 4 求种群中每个个体的适应度 fitness。
Step 5 选取种群中最优适应值 bestfit和其个

体 bestx。
Step 6 设当前迭代次数 t=1。
Step 7 如果 bestfit≤0或迭代次数 t>Tmax，则

迭代结束；goto Step 28。
Step 8 i=1
Step 9 while i>dim,则 goto Step 22。
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Step 10 产生[0,1]之间的随机数 rand1。
Step 11 如 果 rand1≥HMCR，则 goto

Step 14。
Step 12 随机产生 xnew(i)。
Step 13 Goto Step 20。
Step 14 产生[1,HMS]之间的随机整数 d。

Step 15 xnew(i)=HM(d,i)。
Step 16 产生[0,1]之间的随机数 rand2。
Step 17 如果 rand2≥PAR，则 goto Step 20。
Step 18 产生[-1,1]之间的随机数 rand3。
Step 19 xnew(i) = xnew(i)+bw*rand3。
Step 20 i=i+1。
Step 21 Goto Step 9。
Step 22 计算新个体的适应值 newfit=

f(xnew)。

Step 23 选 择 HM 中 适 应 值 最 差 的 和 声

worstx和其适应值worstfit。
Step 24 如果 newfit优于 worstfit,则用 new‑

fit、xnew替换worstfit、worstx。
Step 25 选取种群中最优适应值 bestfit和其

个体 bestx。
Step 26 t=t+1。
Step 27 返回 Step 7。
Step 28 如果 bestfit<=0，则根据 bestx构造

可行初始点w( )0 = ( θ,δ,x ( 0 ),y ( 0 ),z ( 0 ) )。

4 数值实验

4. 1 测试问题

对线性规划问题，选取了如下 9个线性规划问

题，如表 1所示。

4. 2 算法参数设置

算法参数设置：①和声记忆库的大小 HMS=
10；②和声记忆库取值概率 HMCR=0.9；③音调

微调概率 PAR=0.3；④音调微调带宽 bw=0.01；⑤
最大创作次数 Tmax=10 000。

测 试 问 题 中 ，种 群 个 体 ( θ,δ,k1,k2,⋯,
kr,l1,l2,⋯,ls )的搜索范围分别设为 0< θ< 0.5,0<
δ< n ,-10< ki< 10 ( i= 1,2,3,⋯,r ), -10<

lj< 10 ( j= 1,2,3,⋯,s )。
4. 3 实验结果数据统计

为了消除随机数对算法的影响，对每个问题，

算法独立执行 100次，表 2中统计出了在 100次中

成功找到初始可行内点的次数，最小迭代次数、平

均迭代次数及平均耗时。N表示没有找到可行

内点。

实验结果表明，对 8个存在最优解的线性规划

表 1 测试算法的 9个线性规划问题

Table 1 Nine linear programming problems tested for the algorithm

问题编号

LP01

LP02

LP03

LP04

LP05

LP06

LP07

LP08

LP09
(Klee‑Minty问题,
n=3, δ= 1/4时）

矩阵A，向量 b，向量 c

A=[1 0 0 1/4 -8 -1 9; 0 1 0 1/2 -1 2 -1/2 3; 0 0 1 0 0 1 0];
b=[1.25 -8 2]'; c=[1 2 3 4 5 6 7]'

A=[2 -1 1 6 -5 -1 0; 1 1 2 1 2 0 -1];
b=[6 3]'; c=[3 4 6 7 1 0 0]'

A =[-4 -2 13 -2 1 0 0; 12 -1 1 2 0 1 0; 8 1 -1 -1 0 0 1];
b=[46 24 3]'; c=[2 -1 -3 2.5 -2 0 0]'

A =[-1 2 1 0 0; 3 2 0 1 0; 1 -1 0 0 1];
b=[4 14 3]'; c=[-3 -2 0 0 0]'

A =[1 -2 1 0 0; 0 1 -3 1 0; 0 1 -1 0 1];
b=[2 1 2]'; c=[0 -1 -2 0 0]'

A =[ -1 2 -2 3 -3 1 0 1; 1 1 -3 2 -2 0 0 1; 0 0 -2 3 -3 0 1 1];
b=[1 4 2]'; c=[4 3 5 1 2 0 0 0]'

A =[ 1 1 1 0 0 0; 0 0 0 1 1 1; 1 0 1 0 1 0];
b=[1 5 8 12]'; c=[5 2 3 7 9 1]'

A =[1 1 2; 2 1 3]; b=[3 5]'; c=[2 1 4]'

A =[1 0 0 1 0 0 0 0 0; 1/4 1 0 0 1 0 0 0 0; 0 1/4 1 0 0 1 0 0 0; 1 0 0 0 0 0 -1 0 0;
-1/4 1 0 0 0 0 0 -1 0; 0 -1/4 1 0 0 0 0 0 -1];

b=[1 1 1 0 0 0]'; c=[0 0 -1 0 0 0 0 0 0]'

备注

唯一解

唯一解

唯一解

多个解

无解

多个解

唯一解

唯一解

唯一解
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问题，除了 LP03外，其他 7个问题都找到多个满足

条件的初始可行内点，且大部分问题 (除了 LP03、
LP07外)在 100次独立运行中，都有超过 80%的比

例找到初始可行内点，且最小迭代次数和平均的迭

代次数都远远小于 Tmax。

5 应用于Klee‑Minty问题

线性规划问题

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

max xn
s.t. 0≤ x1 ≤ 1

δxi- 1 ≤ xi≤ 1- δxi- 1 i= 2,3,⋯,n
xi≥ 0 i= 1,2,⋯,n

(6)

式中：0≤ δ≤ 0.5。该问题特点是对具有 n个变量

的问题，单纯形方法起点取为原点时，需要 2n- 1
次迭代才能找到其最优解，即遍历所有顶点才能到

达最优解。

当 n= 3时，取 δ= 1
4，即 LP09，对应的线性规

划为

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

max x3
s.t. 0≤ x1 ≤ 1

1
4 x 1 ≤ x2 ≤ 1-

1
4 x 1

1
4 x2 ≤ x3 ≤ 1-

1
4 x2 x1,x2,x3 ≥ 0

⇒

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

max x3

s.t. x1 ≤ 1 x2 +
1
4 x 1 ≤ 1

x2 -
1
4 x 1 ≥ 0 x3 +

1
4 x2 ≤ 1

x3 -
1
4 x2 ≥ 0 x1,x2,x3 ≥ 0

(7)

其最优解为 x1 = 0,x2 = 0,x3 = 1,最优目标值为

1。若初始点取为 x1 = 0,x2 = 0,x3 = 0，采用单纯

形 方 法 ，则 在 可 行 域 上 的 单 纯 形 迭 代 过 程 为

x ( 0 ) → x ( 1 ) → x ( 2 ) → x ( 3 ) → x ( 4 ) → x ( 5 ) → x ( 6 ) → x ( 7 )，

如图 1所示。

采用本文的方法，找到一组满足条件的初始可

行内点为：

θ=0.498 601 355 657 197,δ=0.388 126 553 590 515，

x ( 0 )=( 0.39,0.57,0.61,0.61,1.35,1.87,1.01,1.86 )T，
y ( 0 ) = (-9.47,- 4.06,3.12,- 4.58,2.77 )T，
z(0)=(16.64,11.12,6.27,9.47,4.06,3.12,4.58,2.77)T。

采用文献 [5,15]中的原对偶内点算法求解，图

2 给 出 了 部 分 变 量 的 收 敛 图 及 目 标 函 数 的 收

敛图。

此外，对于 Klee‑Minty问题，当 n分别取 5、10、

20，δ= 1
4的情况，经程序运行测试，结果数据统计

如表 3所示。

图 1 单纯形法迭代过程示意图

Fig.1 Schematic diagram of simplex iterative process

图 2 原对偶内点算法求解的收敛图及目标函数的收敛图

Fig.2 Convergence graph of the primal-dual interior point
algorithm

表 2 实验测试结果统计表

Table 2 Statistical table of experimental test results

问题编号

成功次数

最小迭代次数

平均迭代次数

平均耗时

LP01
100
75

408.70
0.32

LP02
95
98

879.03
0.63

LP03
0
N
N
N

LP04
89
70

444.92
0.22

LP05
0
N
N
N

LP06
86
237

1 997.23
1.76

LP07
28
196
719.64
0.44

LP08
99
12

967.66
0.27

LP09
97
184

1 183.53
1.16
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6 结 论

线性规划内点法的难点在于初始可行内点要

满足多个准则，本文对每一个准则分别构造了相应

的达成度函数，建立了演化计算的适应值函数，通

过优化该适应值函数获得线性规划原对偶内点算

法的初始内点。计算结果表明，对 8个存在最优解

的线性规划问题，其中 7个问题都找到了多个初始

可行内点（1个问题没有找到）；并把该方法应用于

求解Klee‑Minty问题。

基于演化计算的初始点选取，算法虽具有通用

性，且可以找到大部分问题的初始可行内点，但由于

演化算法本身具有的随机性，并不能保证算法的每一

次运行都能找到满足全部准则的初始可行内点，而且

问题规模越大，算法的迭代次数也较多，甚至可能寻

找失败。可是，即使算法返回失败的结果，其寻找的

初始点也符合准则中大部分要求。后继将对这些情

况进行进一步的研究，以期获得更好的结果。
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